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1. Wstep

Powszechnie stosowanym podejsciem przy ksztaltowaniu elementéw konstrukcyjnych
w zakresie sprgiystjm jest zastosowanie warunkéw rownomiernej wytrzymatosci. W za-
kresie plastycznym, pewnym odpowiednikiem tego podejécia jest poszukiwanie ksztaltow
cial, ktore przy osiagnieciu no$noéci granicznej osiagna stan plastyczny w calej swej
objetosci. Narzucenie warunku calkowitego uplastycznienia w stadium zniszczenia przy
projektowaniu elementdéw z materiatu idealnie plastycznego pozwala na wyeliminowanie
z konstrukcji stref sztywnych badZ sprezystych: pozwala zatem na lepsze wykorzystanie
materialu w pracach [1], [5] stwierdzono, bowiem, ze w optymalnych konstrukcjach
w stadium zniszczenia uplastycznione powinno byé cale cialo, badZz mozliwie wielki jego
podobszar.

Ksztalty, ktore uzyskuje si¢ w oparciu o to kryterium wykazujg najczesciej catkowita
niejednoznacznos$é, zatem przy doborze ksztaltéw optymalnych, nalezaloby przeprowadzié
procedurg optymalizacyjna np. w oparciu o warunek minimum objetosci. Niekiedy jednak
pewne wymagania konstrukcyjne narzucaja ksztalty odbiegajace od ksztattéw regular-
nych, powszechnie stosowanych w praktyce. Wtedy tez mozna dobra¢ ksztalty, ktdére
odpowiadaja calkowitemu uplastycznieniu w stadium zniszczenia, bez prowadzenia pro-
cedury optymalizacyjnej. Niekiedy tez ksztalty, o ktorych mowa spelniaja waronek mini-
mum objgtosei, zatem sa ksztaltami optymalnymi w sensie powszechnie przyjetym.

Omawiane podejécie przy ksztaltowaniu elementéw konstrukcyjnych w zakresie
plastycznym bylo stosowane w pracy [3], przy ksztaltowaniu niekotowych cylindréw
grubosciennych, nastgpnie w pracy [2] przy projektowaniu skre¢canych pretéw rurowych.
Szersze omoéwienie problematyki wylaniajacej sig w trakcie ksztattowania ciat wykazujg-
cych catkowite uplastycznienie w stadium zniszczenia, jak réwniez przeglad publikacji
z tego zakresu, moZna znalezé w pracy [4].

W niniejszym opracowaniu poszukuje si¢ takich ksztaltéw preta z materiatu idealnie
spreZysto-plastycznego, ktéry poddany zginaniu z rozcigganiem i cinaniem jak na rys. 1,
ulegtby catkowitemu uplastycznieniu przy osiagnieciu noénosci granicznej. Problem roz-
wiazemy w warunkach plaskiego stanu odksztalcenia, w p. 6 podamy ponadto wyniki
analizy problemu w warunkach plaskiego stanu naprezenia.

Z uwagi na zastosowana metodg¢ matego parametru poszukuje si¢ ksztaltéw preta,
odbiegajacego od kotowego (od ¢éwiartki kola), bedacego rozwigzaniem trywialnym
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postawionego zagadnienia. Problem ten jest rozwinigciem i uzupehieniem przykladéw
analizowanych w pracy [4] 1 pozwala na szersze poznanie analizowanej tam problema-
tyki. -

- Rozwigzanie ma spelia¢ warunki réwnowagi wewngtrznej, warunek plastycznosdci
" Hubera-Misesa-Hencky’ego w formie réwnoéci oraz naprezeniowe warunki brzegowe.
Mozna wiec je uzyskaé w oparciu o réwnania naprezeniowe bez analizy réwnan odksztal-
ceniowych. Otrzymuje si¢ szereg rozwiazan statycznie dopuszczalnych, a odpowiadajace
tym rozwigzaniom ksztalty sa ksztaltami bezpiecznymi. W omawianym precie mozna
wyrézni¢ strefe obwodowego Sciskania oraz strefe obwodowego rozciagania. W kazdej
ze stref uzyskano dwa jakosciowo réZne rozwigzania, mianowicie ciag rozwiazan odpowia-
dajacy niewielkim odstepstwom od ksztaltu bedacego Cwiartka pierécienia kolowego,
o ustalonym stosunku niezaburzonych promieni wewnetrznego i zewneirznego oraz
rozwiazania dla dowolnych stosunkéw niezaburzonych promieni.

2. Zalozenia [ réwnania podstawowe

Rozwazany jest pret o przekroju prostokatnym i ksztalcie scharakteryzowanym we
wspdirzednych biegunowych funkcjami a(6) i b(#), obcigZony jak na rysunku 1.

Rys. 1

W precie tym wyréznia si¢ dwie strefy uszeregowania naprezen:

— stref¢ I -— wewnetrzng, Sciskana napreZeniem obwodowym oy,

— strefe IT— zewnetrzna, rozciagana napreZeniem obwodowym 0sy.

Przy zaloZeniu plaskiego stanu odksztalcenia i nieécisliwosci materiatu, stan naprezenia
w dowolnym punkcie preta jest okreslony czworka skladowych o,, 04, 7,9, OTazZ 0; =

1
= ) (Gr +0y).



KSZTALTY PRETOW SILNIE ZAKRZYWIONYCH - ' 605

Naprezenia te, w kazdej ze stref spetniaja po dwa réwnam'a rownowagi wéwngtrznej
postaci:

(90 1 0r, o,—0p
o Tty %
@ ] 10 ’
’ Tro Oy Trp
7 +—7‘__5’5_ +2 . = (),

Zgodnie z przyjetym kryterium ksztaltowania preta, w kazdym punkcie jest spelniony
warunek plastycznosci Hubera-Misesa-Hencky’ego:
2.2 (0,—0g)* +41% = %ag.

Problem jest zatem wewngtrznie statycznie wyznaczalny, gdyz w kazdej ze stref mamy do
dyspozycji trzy rownania naprezeniowe oraz trzy niewiadome skladowe stanu napreze-
nia.

Dla wyznaczenia poszukiwanych funkcji a(6) 1 b(0) oraz czterech stalych catkowania
réwnan réwnowagi wewnetrznej, wykorzystano naprezeniowe warunki brzegowe (réwno-
warto$ci napreZef promieniowych i obwodowych) na brzegach wewngtrznym i zewnetrznym
oraz na granicy stref. Na obu nieobcigzonych brzegach a(6) i b(6), skladowe ci$nienia
Par 1 Pno sa TOWDE zeru. Na powierzchni g(#), rozgraniczajacej obie strefy skladowe na-
prezen wewnetrznych réwnowazg sie wzajemnie. Warunki te wyprowadzone w pracy
[3] prayjmuja nastgpujaca postaé (pznaczenie ,,I”’ odnosi sie do strefy wewnetrznej, a ,,II”
do strefy zewnetrznej):

— na powierzchni wewngtrznej r = a(0):

‘a(@)a‘rllr=a<9);a’(@)r’@'lr=a<@) =0,

= & (0o, ~3(O)Tr0r, o) = O

r=a(@)
— na powierzchni zewnetrznej r = b(6):
b(@)a,,,,rzb@)—b'(@)‘r,e,,»,rﬂ(e) =0,
‘b'(@)ffonl,z,,w,"b'(@)‘fre,q,:,(@, =0,
—na granicy stref r = g(6):
—8(D0n, 0y TE D Troy,
&' 00y gy~ & ) Tro|

(2.4)

= —g (’9)‘7'11],=,(,,) +¢'(%) Troul, _ g gy
= g'(’ﬁ)a‘,,"' - g@)"‘rﬂulv.:nw)'

Okaze sig, Ze na tej drodze uzyskamy dwie rodziny rozwigzan: pierwsza bgdzie dotyczyé
niekotowych ksztattéw przy czystym zginaniu momentem Mo, natomiast druga dopuszcza
wplyw jednoczesnego niewielkiego $cinania i rozciagania sifami N = T.

=0(3)

2.5)

r=4(§) r=a(4)

3. Metoda malego parametru

Przyjmujemy rozwigzanie w postaci szeregu parametru, charakteryzujacego niekolowosé
" ksztaltu preta, mianowicie:

3.D x(r, 9) = xo+ 0%, (r, )+ a2%,(r, N+ ...,
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gdzie
x(r, 79) = 0‘,.(7‘, ?9), 0‘0(7‘, 19), ‘5,.,9(7', ﬁ)a a(ﬂ), b(ﬁ), g(’ﬁ),

a wielkodci z indeksem ,,0” sg sktadowymi stanu naprgZenia dla preta kotowego o pro-
mieniach a, 1 by, zginanego momentem M,, bedacym no$nodcia graniczna tego preta.
Jak wiadomo, w oparciu o metode malego parametru, nie badajac zbieznosci szeregow,
mozemy wyciggnaé pewne Jakosmowe wnioski np. odno$nie niejednoznacznosci roz-
wigzan.

Po rozwinieciu skladowych stanu naprgzemia w réwnaniach (2.1) i (2 2) w szereg
parametru « i poréwnaniu wspdlezynnikéw przy odpowiednich potegach a otrzymuje sie
dla kazdej ze stref cigg ukladéw 3 réwnaf, w ktérych mew1adomym1 sq odpowiednie
poprawki sktadowych stanu naprezenia:

dory | 1 0101 | Ou—0or 0
52 “or ' r 00 r 7
) 6’5"@! 1 ao‘@, 2'17,.@‘ _ 0
or r 00 r
(3.3 O —0ar = fi(0005 Oro .. Opi_is Ooi_y 5 Tron,)s
gdziei =0,1,2 ..

Roéwnania (3.2) maja dla kaZzdego przyblxzema identyczna postaé z wyjsciowymi wa-
runkami (2.1), ktére sa réwnaniami liniowymi. Réwnanie (3.3) jest dla i'— tego przybliZenia
liniowym warunkiem plastycznosci,

Zastapienie w warunkach brzegowych (2.3), (2 4) 1 (2.5) funkcji a(8), b(0), g(0) ich
rozwinigciami (3.1) oraz rozwinigcie wyrazef na kolejne sktadowe stanu napreZenia dla
promieni a(6), b(0) i g(0) odpowiednio wokét punktéw ag, by i go prowadzi do rozwinigcia
warunkow brzegowych w szereg parametru o (schemat rozwinigcia .wedlug pracy [31).

Pierwszy z warunkow (2.5) (warunek na granicy stref) po rozwinigciu przybiera na-
stepujaca postac: /
gdziei =0,1,2...

) (34) _(g0+ag1 + “2g2+ '-'){[(JrOx'_'o'rOn)'r=go +

6(0"01 ""' GfOu) 2 62(0r01 - O'r()u) g% 2
+ ‘—ar ‘—“> |r=gn(ag1+d g2+ ---)+—_‘ar2_ *ﬁa +
+ a(crll_arlll)

5 (ogy +alg, + ...)]oc+(0‘r2,—0‘,2")|r=g a4 .+
r r=20 °

+ (agy + g2+ ---){[(Tran ~Trotu|ag, T

a(Trﬁil Trﬂln)

ar (o¢g1+ot2g2+ ...)]}(X‘F(T,-gzl—"L’,;gzu)(ler=g°+ . =0,

r=go

Pozostale warunki rozwijaja si¢ podobnie.
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Poréwnanie wspotezynnikéw przy o prowadzi do warunkéw brzegowych w i — tym
przyblizeniu. W dalszym ciggu oznaczono poszczegdlne warunki odnoszace sig do brzegu
wewnetrznego litera ,, W”, zewngtrznego ,,Z”, a do granicy stref litera ,,g”.

Indeks ,,p” odnosi si¢ do warunkéw rownowagi naprezen promieniowych, a indeks ,,0" ob-
wodowych.

Cyfra w nawiasié¢ oznacza szczebel przyblizenia.

Warunki brzegowe w zerowym przyblizeniu:

Wy (0): 0 = aroy, >
Wo(0): 0 =0,
(3.5) Z,0): 0= Orou|, — g, >
Zo(0): 0 =0,
£5(0): 0 = Groy, g, —ron| g,
g(0): 0=0

Warunki brzegowe w pierwszym przybliZeniu:

00,
Wp(l): 0= _alo‘r0||,.=n —Qoay ) 01' —Qo 0y, _ g,
0 r r=ao L]
VVD(I): 0= _a;0001|,=nn+a07r011|r=a°7
Zp(l): 0= -b, GrOu[,.___b —'bob1 000n _b06r1n|,_b »
(3.6) 0 or o=z, =bo
Zn(l): 0= _b_iaﬂolllr=bo+b07r811(|,=b0,
0(or0,— 0
&: 0= [_gl (0ror—0ron) — 8081 ‘(—OlTBl’l)— —gO(O'rlx_‘o'rlu):ll >
f . r=go

go(l): 0= [—gl'. (6001 _0'0011) +g0(7r0h - Tn‘}lu)],=g° .
Warunki brzegowe w drugim przybliZzeniu:

60,0 60‘,0 asa? 520',-0
Wp(z): 0 = [—aZ G'rol -—a%—a;—l —adgds 6', [ (‘)2 1 arz T
ao'rll ’
—@:1 0y~ Ao 41—, —0Or2iH A1 Tro ||r =gy
’ ’ 601901 ’
, Wo(2): 0=\ —aj0s0,—a,4a; o —a;0s1,+
3.7 ' ]
a77r1911
+aoa; or +a; T s+ AoTron lr=ay?
000 0040 bob} 0%0r0y -
Z,,(Z): 0= [_bszrOn—b%T"'bObZ or .- 2 or2 - -

a("rlu
or

’ ’
'_bj.o'rlu""bobl —b00r2,1+b1'rr0111“|,=b07
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(3.7. cd.)

W zerowym przyblizeniu skladowe stanu naprezenia odpowiadaja zginaniu preta
kotowego o wymiarach a, i b, momentu M,, w warunkach plaskiego stanu odksztalcenia.

A. DOLLAR, Z." KORDAS

0 G0y

or —biaﬂlll+

Z,2): 0= [—b;«mo"—bibl

aTr|9lll

or

+bob, +b17r0111+b07r8211][r=b0’

3(0v0,— 0
8:(2: 0= [—gz(o‘ro,—cfro,,)—g’}(a_o‘arg—o") —

a(GrOI_UrOII) gog% 62(0‘,0,—0',0”)
—&082 ar - 2 o2 -

a(grll "O'rlu)

~g1(0rll_0'r111) ~8o081 or —‘go(O‘rZ)‘—Grlu)"’

+81(Tror,— Tn?lu):l lr=go°

! r o(o  — O
g0(2): 0 = l:_gz(o‘ool_o‘ooll)—glgl'_('ooT‘M_‘

. . A(Tro1,— Tro1
_gl(dan—orolu)-Fgogl %’0 l() +

+81(Tro1:— Trot) + (Trozs — Trozu) g°1|r¥xo .

- Sa to nastepujace funkcje promienia r:
— w strefie wewngtrznej (obwodowego $ciskania)

(3.8)

ooln T

2
l/_3_ ag’

ao(ln% + 1)

0

o'r(')l = =

: 2
0901 = - _'/3~

Tr00p = 0.

— w strefie zewnetrznej (obwodowego rozciggania)

(3.9)

“Funkeje te stanowia rozwigzanie ukladu réwnan (3.2) i (3.3) dla i = 0, przy zaloZeniu
kolejno a,0; > G0, i Groy < Gooy, z Wykorzystaniem pierwszego i trzeciego z warunkéw

ro = = —=doln -

eru = L_(ln—]"_'}’ 1)
]/3 bo ?

\ T,-oen = (.

(3.5). Zerowe przyblizenie promienia rozgraniczajacego strefy jest réwne:

(3.10)

8o = ]/aobo,
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a moment, ktéry powoduje catkowite uplastycznienie preta wynosi:

1
. ]_ M = ———— b - 2.
(3.11) | 0 21/3 o(bo—aq)

4. Rozwigzanie w kolejnych szczeblach przyblizenia

4.1. Przyblizenie plerwsze. Z warunku plastycznosci (3.3) dla i = 1 wynika réwnoséé
pierwszych poprawek naprgzefd promieniowego i obwodowego w obu strefach. Dwa
réwnania ukladu (3.2), dla i = 1, mozna sprowadzié do réwnania rézniczkowego czastko-
wego, drugiego rzedu na pierwsza poprawke napreZenia stycznego T,5,. Przyjecie:

(4.1) C Tr = R()-T(@),
prowadzi do rozdzielenia zmiennych, a tym samym do dwdch réwnan rézniczkowych
zwyczajnych drugiego rzgdu, okre$lajacych funkcje R(r)1 T(0). Sg to nastepujace rownania:

4.2) r?R"+43rR'+ A’R = 0,
(4.3) . T"+A2T =0,
Rownanie (4.3) ma catke ogdlna dajgca si¢ przedstawié w posl:acx
(4.4) T = D-sinid
Réwnanie (4.2) ma nastgpujace catki ogdlne:
—dla 2 #£1
(4.3) R = %[C1 sin (]/22 1 ln—) + C,cos (]/,12—1 lnb—)]
0
—dla A =1,
“s R = L(c oy —+C3).
r bo
Wobec (4.4), (4.5) i (4.6), pierwsza poprawke naprezenia stycznego okreélaja wzory:
—dlaZ # 1:
@D ve = —}T[Alsin(l/l”—l Lnbi) +B,cos (;/,12—1 ln-br—) sind@,
. 0 o]
—dla 2 =1: ;
(4.8) Trp1 = l(14. ln—B—“ +B )Sin@-
’ [}

Calkowanie réwnafi réwnowagi dla pierwszego przyblizenia z uwzglednieniem kolejno
(4.7) i (4.8), prowadzi do okreélenia pierwszych poprawek naprQZen obwodowego i pro-
mieniowego; . .

—dla A #£1

4.9 Oy = Ogy =é[(A1 — l/ﬂz—lBl)sin (1/12"_'1 ln_l:__)_i_
0
e ey
+(B1+l//12—-1A1)COS(Vﬂ.2—1 n—b'—;—)] Coi +Cy,
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—dlai=1

(4.10) C Oy = Oy = %[A{ (ln-r—+1)+B;]cosz9+C{,

bo

— gdzie stale 4], B;, 4,, B, nalezy wyznaczy¢ z warunkéw brzegowych. Sa to Ay,
By, A1y, Biy — w strefie wewnetrznej A1y, B, Ay Bin — W strefie zewnetrznej; stale
C, i C; sa dowolnymi stalymi catkowania odpowiadajacymi naloZeniu dodatkowegg
ciénienia hydrostatycznego i w dalszym ciagu przyjeto: Cyy = Ciy = Cy; = Ciy =0

Dla wyznaczenia statych catkowania nalezy w warunkach brzegowych uwzgledni¢

uzyskane wyrazenia na pierwsze poprawki sktadowych stanu

naprezenia przy zalozeniy

kolejno 4 % 1 wzory (4.7) (4.9) oraz A2 = 1 wzory (4.8) i (4.10).

Wyznaczenie z warunkow w,(1) z,(1) 1 g,(1) pierwszych peprawek promieni a; (B,
b,(®) i g,(#) i porébwnanie z wyrazeniami na a;(#), by(F) 1 g1 (), vzyskanymi z warunkéy
Wo(1), z,(1) i g,(1) prowadzi do vktadu réwnan na state catkowania.

Dla 1 # 1, uklad ten ma mnastgpujaca postac

YazoT [A“cos (wl —1 m%) —B,,sin (W “Tin
4]

(4.11) VA2 =14,y =0,

Uwzglednienie wzoru (3.10) i oznaczenie
(4.12) g = wz—un—gl
0

upraszcza ten uklad do nastgpujacych réwnan

Ayycosp—B,isin g = 0,

Ay =0,
(4.13) H

(B1l—Bl,I)Sin§ —Aucosg = 0.

Uktad ten ma nastgpujace nietrywialne rozwiazania:

[
4.14) : , Ay = But.gﬂ,

le = Bu(l —ctg%tgfi).

ﬂ%n%,

B =—@ntD),

(4.15)
Au = Bul(—l)",
Bu = 0.
(4.16) { = —2nn,
Al! = On

ao —
7;)] =0

S [(Bl,—Blll)sin]/lz—l 1ni—°) +(A1— A 1r)cos (}/lz—lln—ii)] =0
4] s 0
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B = —Qn+1D)z,
(4-17) B, = Bux = B,,
All = 0, .

gdzie n=10, 1, 2...

W dalszym ciagu opracowania omdwione Zzostanie jedynie rozwigzanie (4.17), gdyz
jak sie okazato warunki brzegowe w drugim szczeblu przyblizenia sprowadzaja rozwizzanie
(4.14), (4.15), (4.16) badZ do rozwiazania (4.17) badz do rozwigzania trywialnego 4, =
=B, = Biu= 0.

Pierwsze réwnanie z (4.17) okreéla podwojny ciag stosunkéw wymiaréw preta:

—(2n+1)m

(4.18) 20— i1

Wykorzystujac zaleznosci (4.17) otrzymuje sie z wzoréw (4.7) i (4.9) wyraienie na pierwsze
poprawki sktadowych stanu naprezenia

o, = Trogpy = ﬂcos(w?—nni)sinzw,
r bo
— — —_ — B1 = . r
(4.19) Oriy = G0 = Oryyy = G0y = 7 Y A2—1sin|yA2—1 e
—cos|Y TP Tinl ]| cs4?
cos(VZ 1ln be )] T
z warunk 6w brzegowych pierwsze poprawki promieni jako nastgpujace funkcje kata &:
V3 _ cosid
wl) = =g By
(4.20) V3 _ cosi®
by (¥ = — —2'0731 2 »
gl‘(ﬂ) =0. - !

Niewyznaczona stala B, spelnia role parametru, ktory zostanie wiaczony do parametru ¢.
Dla A= 1, wykorzystanie warunkéw brzegowych prowadzi do zerowania stalych
Ay = A4 = 0 (nie pojawia si¢ problem wartosci wlasnych). Pierwsze poprawki sklado-
wych stanu naprezenla przyjmuja postaé: '
—w strefie obwodowego Sciskania
Troyy = Erfl “sind,

4.21)

!

— — I
Ory = 0oy = —Lcosd,
r
— W strefie obwodowego rozciagania

’
T - Blll

l rO@y T * Sin'ﬁ,

(4.'22)

By
UL L cosdh

Orin = %oy =
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Pierwsze poprawki promieni wyrazaja si¢ nastgpujacymi funkcjami kata 9:

3
a,(¥) = }’./00 Biycosd,

3.
(4.23) by (9) = Bjucos®,

—3_- ! ’
81(79) = —Lioo—(Bn—Bm)COSﬁ

Nalezy zauwazy¢ ze wzory (4.21)i (4.22) mozna uzyskaé z wzorow (4.19) przez podstawie-
nie A = 1 oraz kolejno B; = Bj; lub B, = Bj;. MozZna zatem traktowaé wzory (4.19)
za obowiazujace dla A = 1, 2, 3 z dokladnoécia do stalej.

4.2, Przyblizenle drugle. Warunek plastycznosci (3.3), dla i = 2 daje zaleznosé:

2
—‘27:,.91

(4.24) 0, —0p, = ;’o_-—o‘@o.

Réznica zerowych przybliZer naprezen promieniowego i obwodowego jest z doktadnosceig
.do znaku, jednakowa w obu strefach. Ogdlnie, warunek plastycznodci (4.24) moZna wige
zapisa¢ wzorem:

@25 G, —0 = + V2 V3 %— cos (]/lz—llni)r—)s'in:w,

! : T 0o 0

— gdzie znak gorny odnosi si¢ do strefy obwodowego §ciskania a dolny do strefy
obwodowego rozciagania.

Roéwnania réwnowagi, dla i = 2 po uwzglednieniu (4.25) mozZna sprowadzi¢ do jednego

Téwnania czastkowego, drugiego rzedu, niejednorodnego, okreslajacego drugac poprawkg
mnaprezenia stycznego Trg, :

9’70, 0* Tre, . +3r 070,

B —. Y
. 2. — = 1 _ 2 _
(4.26) r 5 o g t—3 [1+cos (2;/,1 Iln )+

bo

+2y/22-1 sin(2 V-1 lnb—)]sin%ﬁ.
o]

Takie samo réwnanie z dokladnoscia do znaku prawej strony otrzymano w pracy
[3] (wzor 3.26). Zatem jego rozwigzanie ze znakiem ,,—’ przy stalej B, dla strefy obwodo-
wego Sciskania, a ze znakiem ,,4 dla‘strefy obwodowego rozmqgama stanowia wzory
(3.29), (3.30) i (3.31) pracy [3].

Stale 4, i B, nalezy wyznaczyé z warunkéw brzegowych w drugim przyblizeniu dla
A # 1 jako Ay, By, Azn, Ban; dla 4 = 1 jako A3y, By, Asy, Ban

Dla 2 # 1 wykorzystanie warunkéw brzegowych w,(2), z,(2), £5(2), wo(2), 2,(2), £:(2)

prowadzi do wniosku, e dla ustalonego wzorem (4:18) stosunku promieni%’— stale catko-
0

wania

(4-27) : Azx = Bél = 'Azn = B = 0.
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Mimo zerowania sig statych catkowania drugie poprawki sktadowych stanu napreZenia
sa rézne od zera I mozna je wyrazi¢ z doktadnoécia do znaku wzorami (3.37) pracy (3]
(dla strefy obwodowego rozciggania z tym samym znakiem a dla strefy obwodowego

sciskania ze znakiem przeciwnym).
Drugie poprawki promieni s3 nast¢pujacymi funkcjami kata :

2
a,(P) = 3B —al—sinzllﬁ,
332 1
(4.28) by(9) = 8oz, AP,
3B} 1 1-12
g% = ITgZ —5—cos 24P,

Dla A= 1 wykorzystanie warunkéw brzegowych prowadzi do nast¢pujacego ukladu

réwnan na stale catkowania: , |
45 [ZSin (]/B—InZ—Z) + ¥/3cos (]/f’;ln%;»)] + \
+B;,[2cos (ﬁan—Z) - V?Tsin(]/gan—z)] = 0,
(4.29) 34m = 0,

(Bu+Bm)2+(A2, A [2s1n(]/3ln )+ Vs cos (1/‘ 3In2% )]
+ (B~ Biu) [2008 (;/B"ln%) -V BTsin(ﬂ 1n%’-)] =0

Uklad (4.29) jest spetniony dla dowolnych stosunkéw —2 gdy:

bo
ozn

' ’
Bi s — By = —Bj,

(4.30) ; ,
Az = Azu = le = an =0.

Zatem podstawienie we wzorach (3.29), (3.30) i (3 31) pracy [3]kalejno B, = By i B; =
= B, = B}y, A = 1 oraz uwzglednienie (4.30) daje wyraZenia na drugie poprawki sktado-
wych stanu naprgzenia.

Drugie poprawki promieni wyraZaja sig nastgpujacymi funkcjami kata 4:

3B2 |
az('&) = 8—0’3— '.—53—008219,
—3B;2 1 . _
(4.31) b (P = Wg)‘—~b—osm2’ﬂ,
. _3B2 1,
gz(ﬁ) = ——8—6'(2,— —0"'COS 3.

7 Mech. Teorst. i Stos. 4/80
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5. Zestawlenie koticowych wzoréw I przyklady liczbowe.

Wykorzystujac wzory (3.1) oraz wyniki uzyskane na poszczegélnych szczeblach przy-
blizenia mozna wyrazi¢ koricowe wzory okreslajace promienie ksztattowanego preta
oraz skladowe stanu naprgZzenia.

Analiza problemu doprowadzila do dwéch jakosciowo réznych rozwiazan dla A # 1,
co odpowiada calkowitemu uplastycznieniu prgta o ustalonym stosunku niezaburzonych
promieni (wzér (4.18)), oraz dla A = 1, co odpowiada calkowitemu uplastycznieniu preta

o dowolnych stosunkach Ao,
o

Dla 2 # 1 funkcje okreslajace promienie ksztaltowanego preta z dokladnoscia do
drugiego przyblizenia maja postaé: '

_ , _=cosyd . 5
a(¥) = ao—a 7 " 2 Ao+ ...,
cosﬂ.ﬁ a? 2
(GN )] b(#) = — —2Hsm A+ .
o Ar-—-1
g('ﬁ) - go——E-ﬂ-Z———COS‘?Xﬁ-F aney

N
——gd.zn::oc__20r

- B, *a jest nowym parametrem charakteryzujacym niekolowost
(1] .

preta.

Skiadowe stanu naprezenia z dokladno$cia do drugiego przybliZzenia okxeslone sa
nastepujgcymi funkcjami kata & i promienia r:

— w strefie obwodowego Sciskania (wewnetrznej):

( . — _ 200 [l L+__[;/,12~lsm(l/32 llnm)

l‘l VS—
—cos(]/lz—-llnb—)]coslﬁ+ AiE {[(222—_1)]/22—1 sin x

x (2 V=1 m—b—) —(342~1)cos (2 VE—1 1nb'—') ——2/12]'cos2h9+

0

+cos (21/2.2 1 ln—) Y A2 —Tsin (2 V2-1 lnb—) +12} H,

52) | o=~ ;2/‘;_" [

- = 2 _Tsinfv/ 2=
lna0 +1+ Zr[l/l lsm(].). lln_E_)_

0

—cos_(]/lz—l ln—bi—)] cos A+
0

412 2 {[(2'12 1y ]/12 1sin (2]/}»2 ]ln—b—)

—(AZ—l)cos(zl/ A1 xnbL)coszw—
0

- [,12+ 1/12—1'sin(2 VATod 1n7"—) +
0
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l + (242 =1)cos (2V,12—11n{—)]} + H
. : 0]
Tye, = 2—;‘_0— % cos Vii=1 ln——rv,)sinlﬁ-i-
]/3 r bO
62 _ o,
cd. - ' LN st T
[cd.] . + g [1/2 lsm(Z]/l llnb0)+l+
(242 —1)cos (El/ 221 1nbL)]sin2,w+ |] :
0

W strefie obwodowego rozciggania (zewngtrznej):
20’0 l bq

% In—+ — [;//12—1 sin (;/,12*1 an—o)

~cos Y42 —1 lnb—r)] cos A% —

(=

4/122 2 {[(222—1) ]//12 15m<2‘/}{2—1 ln_bo.) -

— (312 —1)cos (2 YIS mbi) —w] cos2AB+
1]

+cos (2 Vazi— lln———) (22—1)5111(21//12—1 ln—b—) +22} I] ,

209
Gy = W

T |y Ty ST ) -
In 5 +1+;2r []/2 lsm(V/l lln.b_)

0

- —cos (]/12 ~ l’lnbL) cos A9+
o :
(5.3) !

;22 z {[(232—1) Vii—1 sm(Z;//P “n?;) _

~(A*=Dcos (2]/22 -1 lnb—)]cosﬂ.ﬂ—

o

— ]2 2 H 2 __ ___r___
24y 15111(2]//1 llnbo)+

+(24%—1)cos (2 V/P——TlnbLo)}+ ”

% cos (]/22 1 In-b——) sinAd— .

. 20, [
'911 V3
2 2_ o
4/%2 [1/2 lsm(2}/1 llnb )+1+

| | - (242 —1)cos (2 ]/22—1 ln-;—)]sin220+ ”

T*
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Wyniki otrzymane w strefie zewngtrznej, pokrywaja si¢ z wynikami otrzymanymi
w pracy [3], w ktorej ksztaltowano niekolowe cylindry grubo$cienne poddane dzialaniy
ciénienia, z tym Ze zniszczeniu w sensie przyjetego kryterium moga ulec dodatkowo cylindry
niekotowe o stosunku:

—2nx

1/11 T

bo
Dla 4 = 1 funkcje okreSlajace ksztalt pr@ta z doktadnoscia do drugiego przyblizenia
maja postac:

72
a(®) = ag—dcos?+ i -cos2P+ ...,
, i 2a0
5.4 b(®) = bo—0icos® — — - §in2d + ...,
) 2b
0
=2
g(®) = go—acost — x -sin?d + ...
: 280

Sktadowe stanu naprgzenia z dokladnoscia do drugiego przyblizenia okre§lone sg
nast@pujaccyml funkcjami kata 9 i promienia r:
— w strefie wewnetrznej:

20'0
]/3 [1 a_+ cosﬂ+ 2 A3 (1 2c0s2)+ .. ]
20‘0 o ‘
(5.5) Ogy = — 1/3 [I Z;+l+ " cosz? ozt ],
~ 5 .
Troy = %[11 n¢———-sin2d%+4 . ] . '
—w strefie zewngtrznej
( ~ =2
Ory = f/a:;’ [l Z‘; —%cosﬁ—%(l —2c082%) + ] ,
24 o? ‘
(5.6) Oon =—1/—°[1 B o Fl+— cos19 S+ ],
T 200 [® . a?
Troy = —— | ~—sind ~ sm229+
L B11 ‘Vs [r 2 2 ]

Przyjecie konkretpych_wartoéci liczbowych za @, by, A i a, (poprzez n dla A # 1)
okrefla jednoznacznie poszukiwany ksztalt preta, ktdry ulegnie catkowitemu uplastycznie-
niu w stadium zniszczenia, jak rowniez naprezenia w kazdym jego punkcie. Sily zewngtrzne
odpowiadajace tak przyjetym danym, nalezy wyznaczyé z warunkéw réwnowagi w kon-
cowych przekrojach preta okreSlonych katami 4 =0 1 9 = % (rys. 1). Mianowicie

w: przekoju okre§lonym katem & = 0:
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2(0) : b(0)
70) = [ wo@dr+ [ Tioudr,
a(0) &(0)
‘ £(0) 5(0)
5.1) NO) = [ on©dr+ [ oou(O)dr,
a(0) F{O)]
. £(0) b(0)
MO = [ oa(Orirt [ on©rar— OOy,
a(0) 20

oraz w przekoju 9 =

BN

o
———
[ 8]

~—
o
———

Lﬂ
—
SIE
v
1
-y
,L Nlﬂ%
Pl ~—
Y
/:-—\
NSE
N —e—"
,
~
+
- =
= —
g
;_\
NI
s g
Y
i

—
&
————
[
s S
=
3
+
—
S
/-‘-\
N|§
S ———
=~
S

(58 1 N (%) =

Y
-
[SE)
N —
x
—_

L]
—

R
—
o>

|2

| M(£)= f.a,,,(%)rm f(Z)Gg,,(»;)rdr—MN(ﬂ).

«(3) «(3]

Ograniczymy sig¢ ponizej do A calkowitych. Dla parzystych A = 2k, wobec zerowania k

sig naprezen stycznych w przekrojach 4 = 0; & = %, problem sprowadza si¢ do poszu-

kiwania niekolowych ksztattéw preta pbcigZonego jedynie momentem M, (wzér (3.11).
Dla nieparzystych A = 2k+1, napreZenia styczne zeruja sie tylko na brzegu 4 = 0.

Scalkowanie napreZzef 7,5 (%) daje wzdr na silg styczng:
—dla 2 31
a-1 .
7 205 a(—~1) 2 (. y— o
5. —| = S 2_ U |
69 1(3)= 5y pel e ) \
_ o2
—g 2 — -
sm[]/ A2—1In (ao 2 )]}
Rozwijajac wyrazenie (5.9) W'szefeg parametréw o, otrzymujemy

A-1

_ 400 (_Msjn(l/p_llnbo)_ |

V3 Vit

TT
(5.10) T(7)

A-1

—1) z g2 i T
_ o= 2 @ (a3+ b3y cos (Y A2 —11nbo) + ...



T e
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—dla A=1

[20= 20 ) (o= 325]
a —— [ —
T(n) 20, ln 7 24, I\ 2b,

5= o 2

{5.11)

2b,
Po rozwinieciu wyraZenia (5.11) w szereg parametru o, otrzymujeny:

m\ _ 0 (2a0go—ag—bj) _,
r{z) -y Buteodi,

Warunki réwnowagi preta wymagaja;

(5.12)

A
N(?) =0

{5.13) N(0) = T(—;E)
M(%) = M)+ 20Oy,

Na rysunkach 2, 3, 4 podano przykladowo znalezione niekotowe ksztalty preta oraz
rozklad naprezen w kilku-przekrojach przy przyjeciu réznych danych liczbowych.

6. Analiza problemu w warunkach plaskiego stanu napr¢Zenia

Zalozenie plaskiego stanu napreZenia pociaga za soba koniecznod¢ skorzystania
z warunku Tresci-Guesta, gdyz warunek H—M-—H nie daje na szczeblu zerowym rozwia-
zania $cistego. W strefie obwodowego $ciskania warunck przedstawia sie wzorem:

. v 1
(6.1) G0 = — —O%G—BL + -Z‘V(Grl —O’ﬂ’)2+41’2‘91 s

a w strefie obwodowego Tozciggania wzorem

(6.2) Op = ]/(o‘,“-—o'ou)2+47r2,," s

identycznym z dokadnoscia do czynnika 3 2 wzorem (2.2). Réwnania réwnowagi we-

wnetrznej (2.1), warunki brzegowe (2.3), (2.4), (2.5),2 tym samym ich rozwinigcia (3.4)
pozostaja obowiazujace.

W pierwszym stopniu przyblizenie przy zalozeniu A = 1, 2, 3 ... catkowanie réwnan
podstawowych z wykorzystaniem warunkéw brzegowych prowadzi do nastgpujacych
WZordw mna pierwsze poprawki skfadowych stanu naprezenia i promieni a,(%) i (b,(#)
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— w strefie obwodowego $ciskania:

0‘,9“ = 0,
a;(®) = —Lcosd,
(6.4) | 0
by(8) = 13; . 0051119

‘Warunki brzegowe w drugim szczeblu przyblizenia moga by¢ spehione jedynie dla
‘A =1 z czego wniosek, Ze nie mozna spowodowa¢ calkowitego uplastycznienia preta
ktérego promien wewngtrzny zmienia si¢ w funkcji kata & a zewnetrzny w funkcji wielo-
krotnoéci tego kata. Warunki te okreslaja réwniez zwiazek migdzy stalymi catkowania
w obu strefach

C, = —Bja,.

Wykorzystujac wyniki uzyskane na poszczegdlnych szczeblach przyblizenia mozna
wyrazi¢ wzory okreélajace promienie ksztaltowanego preta, z dokladnoseig do drugiego
przyblizenia w postaci funkcji kata 9:

1
— _~ 2 T2
a(® = a, oc(.:osﬁ o 25, sin?d+ ...,
-, 1 '
(6.5) b(#) = by —acost?—a? sin®*é+ ...,
2b,
g(® = go —Ecqsﬂ—&z 22e sin®d+ ...,

.. _ B
et glee o = 70—(1
Skladowe stanu naprezenia okreslone sa nastgpumcyml funkcjami kata & i promlema r:

— w strefie wewnf;trznej

0 = — 0y 1—_+ aao ——cos? M+ . ]
[ azao s a .
{6.6) O = —0o|1— sin 1‘/‘+ .
_ -an ind azao .
Troy = —O'OL 7 sind——3 sin2d+ ...,

— w strefie zewnetrznej:

Oy = —o‘o[lnﬁ——oicose?+ ;—2(2003219—'-1)+ ],

. . "'2
(6.7) Ogy = —o‘o[ln—+1+——cos19-—+ ol
- b, o2

a . o W2
Tron = Gg —r—smﬂ— 577

sin 29+ j
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Rys. 5 podaje przykladowo ksztalt preta i rozklad naprezen znaleziony w oparciu
0 powyZzsze wzory przy mastgpujacych danych liczbowych 4 = 1, a4 = 0,4503, b, = 1,
E = 0,06. !

z, "‘[ AUty N
. STy " —
o i

Gy
Rys, 5
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Peswome

POPMEI CTEPXXHEW CUJIBHO MCKPHUBJIEHBIX ITOIBEPIHYTHIX U3FUBY

C PACTSDKEHUEM M COBUIOM B CTAIMHM ITOJIHOM ILIACTUYHOCTM IIPHI

PA3BPYIIEHHT :

B mnpencrasnenoit paore aprop miuer OPM CTEPIKHST IOABEPIHYTOro H3THOY € PACTAIKEHHEM
M CIBHTOM, KOTOpbIe B NPEMEIBHOM COCTOSHHMM IOJHOCTHIO pAa3pYLIAKOTCH .

B cBAsu ¢ npuMenuem MeTONA MANOrO NMAPaMeTpa aBTOP MIeT (OPM CTEPXKHA, OTIHIALOUMKCA OT
Kpyra (YeTBepb Kpyra). B (OPMHPOBAHHOM CTEP)KHE MOMKHO BLIAENINTH JBE 30HLI: 30HY CXATHA IO
LOEPHMETPY U 30HY JEPHUMETPHYECKOrO PACTSMKEHMS, B KanegoH u3 KOTOPBIX HAMPSKEHHA XapaKTepr-—
3HPYIOT Oy, 6@, Tr@ COTTACHO YCJIOBHAM BHYIDEHHEIO PaBHOBECHA M YCNOBHIO TUTACTMUYHOCTH. Taxkum
06pa3oM JOCTATAOTCS [Be Tpymme! peltendil. OHA M3 HMX COOTBETCTBYET YCTaHOBJIEHHBIM YCIOBHAM
HEe HCKAKEHHBIX PAagUyCoOB UETBEPTH Kpyra, BIOpad IPyrma SBIACTCA PELIeHHEM IJIA ITPOMIBOJBHBIX
yeroBuii, ' _

Pemennan f1poGnema LONOMHAECT M paclIMpseT BOSMOYKHOCTH pelleHHs psAja npoblieM IpefcTaB-
JleHseIx B pabote [4].
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Summary

THE SHAPES OF THICK CURVED BARS SUBJECTED TO BENDING, TENSION AND SHEAR
SHOWING COMPLETE YIELD AT THE ETAGE OF COLLAPSE

In the paper we investigatc the shapes of bars subjected to bending, tension and shear, satisfying
the yield condition at all points at the stage of collapse.

Applying the small parameter method the shapes different from circular (a quarter of a ring) are
investigated. In the designed bar we can observe two zones: a zone of circumferential compresion and
a zone of circumferential tension. In each of them the stress state is determined by three components o,,
06, Tro, satisfying the internal equilibrium conditions and the yield condition. Two types of solutions are
obtained: the first, corresponding to goven ratios of undisturbed radii of a ring quarter, and the second
corresponding to arbitrary ratios.

. The solved problem completes and broadens variety of analyzed in [4].

POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 25 'styczm'a 1979 roku



