MECHANIEKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
4, 18 (1980)

ZAGADNIENIA ODWROTNE POL TEMPERATUR — PRZEGLAD LITERATURY

KrzysztoF GRYSA, MicHat JACEK CIALKOWSKI (POzZNAN)

1. Wstep

W wigkszosci zagadnien praktycznych rozwigzanie réwnania przewodnictwa ciepla
nie przedstawia wigkszych trudnodci o ile tylko warunki brzegowe dadzy sie okreli¢
z wystarczajaca dokladnodcig. Pomiaréw przebiegéw temperatury na brzegach rozwaza-
nego -ciala dokonuje si¢ w takich przypadkach przy pomocy termopar lub innych przy-
rzadéw pomiarowych, a nastgpnie rachunkowo wyznacza sig przebiegi temperatur w punk-
tach wewnetrznych (tzw. wewnetrzne odpowiedzi temperaturowe).

Zdarzaja si¢ jednakze sytuacje, gdy umieszczenie na powierzchni ciala instrumentéw
pomiarowych jest niemozliwe badz niewskazane. Z tego typu sytuacja spotykamy sig
rozwazajac pole temperatury cylindra, w ktérego komorze spalania porusza sig tlok,
silnika odrzutowego — z uwagi na szybki przeplyw gazow, czy turbiny cieplnej. W takich
przypadkach duzo latwiej jest rejestrowad przebiegi temperatur w punktach wewnetrznych
rozpatrywanych cial, za$§ zagadnieniem podstawowym jest okre§lenie warunkow termicz-
nych powierzchniowych, ktére powoduja owe wewnetrzne odpowiedzi temperaturowe.
Tego typu podejscic do zagadnienia jest istotnie rézne od zwyklego problemu brzegowo-
poczatkowego. Chodzi tu bowiem nie tyle o wyznaczenie rozwigzania wewnatrz obszaru
ograniczonego brzegiem, na ktérym zadane sg wartosci poszukiwanej funkcji lub jej po-
chodnych, co o ekstrapolacje tego rozwigzania poza ten obszar. W literaturze przyjelo
si¢ nazywa¢ tego typu zagadnienia problemami odwrotnymi w odréznieniu od konwen-
cjonalnych zagadnien brzegowo-poczatkowych, nazywanych problemami prostymi lub
bezposrednimi.

Ogolnie problemy odwrotne w technice to zagadnienia, ktore wigza pomiary, metody
matematyczne oraz inZynierskie wyczucie. Pomiaréw zwykle dokonuje si¢ w miejscach
tatwo dostgpnych. Poszukiwane wielkosci czgsto moga zostaé zmierzone tylko posrednio.
Na przyklad w. celu okreslenia przebiegu strumienia ciepla po stronie wewngtrznej na-
czynia ci$nieniowego dokonuje si¢ pomiaru przebiegu temperatury na jego brzegu zewngtrz-
nym. W konstrukcjach czasami wyznacza si¢ nieznane przebiegi ci$nienl czy przemieszczen,
dokonujac w kilku punktach pomiaréw predkosci. Jest oczywiste, Ze poprawne rozwigza-
nia tego typu problemdéw w istotny sposéb zaleza od prawidfowego wyboru punktéw po-
miarowych, wielkodci, ktére sie mierzy oraz wyczucia inZzynierskiego.

Dodatkowym utrudnieniem przy praktycznym zastosowaniu rozwigzaf zagadnien
odwrotnych jest wplyw instrumentu pomiarowego na przebieg pomiaru. Z tego tez wzgle-
du nie jest wskazane wprowadzanie do wnetrza ciala wigkszej iloéci czujnikow. Niemmniej
nawet jedna czy dwie termopary zakldcaja pole temperatury i powoduja niewielkie za-
falszowanie wynikéw. Stad jednym z podstawowych probleméw dotyczacych zastosowafy
rozwigzan zagadnieri odwrotnych jest problem pomiaréw malo zakiécajacych przebieg
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wielkosci mierzonych. Wydaje si¢, ze nowe, kompleksowe podejécie do zagadnien odwrot-
nych pél temperatur, jakie jest rozwijane w ostatnich latach tak w Polsce jak i za granica,
moie przynie$¢ pozytywne rozwigzanie 1 tych problemoéw.

Rozwdj tej galezi teorii przewodnictwa ciepla, jaka jest problematyka odwrotnych
zagadnien pol temperatur, rozpoczat sig stosunkowo niedawno. Autorzy najwezesniejszych
prac, opublikowanych na przetomie lat pig¢dziesiatych i szes¢dziesiatych (mozna tu wspo-
mnie¢ prace N. V. Szumakowa [33] czy G. J. StorzA [35]) powoluja si¢ przede wszystkim
na znana monografic CARSLAWA 1 JAEGERA [8], w ktdrej wprawdzie autorzy nie wprowa-
dzaja nawet pojecia zagadniert odwrotnych, ale gdzie podane sa liczne przyklady sposobéw
rozwigzywania zagadnied bezposrednich, latwych do zastosowania.(choé dosyé mato
efektywnych) przy rozwiazywaniu zagadnien odwrotnych. W latach szes¢dziesiatych te-
matyka ta byla rozwijana gtéwnie dla zagadnied liniowych. Rozwazano tylko problemy
jednowymiarowe, przyjmujac jako punkt wyjécia znana odpowiedZ temperaturows jed-
nego punktu wewngtrznego oraz warunki poczatkoWe, a poszukujac temperatury brzegu
przy zalozeniu tzw. warunkéw symetrii w $rodku ciala (gdy rozwazano walec lub kulg)
1ub izolacji drugiego brzegu (gdy brano pod uwage nieskonczong plyte). Wicle prac z tego
okresu to prace teoretyczne, rozwijajace wprawdzie metody rozwigzan tego typu proble-
moéw, ale oferujace wyniki w postaci skomplikowanych wielokrotnych szeregéw badZ
calek, zupelnie nieprzydatne dla celéw praktycznych. Autorzy tych prac, w ktérych prze-
liczane byly przyklady liczbowe, wykorzystywali zwykle metode réznic skonczonych
i w zasadzie przede wszystkim sygnalizowali, na jakiego rodzaju trudnoéci i niebezpie-
czeistwa pomylek narazeni moga byé eksperymentatorzy, probujacy wykorzystywac
wyniki ich prac. Niemniej kilka pomystéw dotyczacych rozwigzywania probleméw od-
wrotnych doczekalo sie, po niewielkich modyfikacjach, pozytywnych realizacji w latach
siedemdziesiatych. Do takich pomystéw nalezy np. metoda dopasowywania funkeji,
o ktérej bedzie mowa w dalszej czesci pracy. W latach siedemdziesiatych rozpoczal sig
burzliwy rozw6j metod rozwiazywania zagadnien odwrotnych i to juz nie tylko jednowy-
miarowych i liniowych, ale takze dwu- i trojwymiarowych (dla tych ostatnich nakreslono
tylko, co prawda, sposdb postepowania) oraz nieliniowych. Wyznaczono rozwigzania
dla plyty, rury grubo$ciennej i powloki kulistej, gdzie przy zatozeniu znajomosci odpowiedzi
temperaturowych z dwéch punktéw wewnetrznych okre§lono przebiegi temperatur na
obu brzegach. Nastapit gwattowny rozw6j metod numerycznych. Wreszcie w okresie tym
-pojawily si¢ pierwsze prace traktujace o zagadnieniach odwrotnych termosprezystosci —
czyli o problemach wyznaczania warunk6éw termicznych na powierzchni ciata gdy znane
sa w punkcie wewnetrznym odpowiedzi naprezeniowa badz przemieszczeniowa.

Niektoérzy autorzy pod hastem ,,zagadnienia odwrotne” pdl temperatury rozumieja
treéci odmienne od przytoczonych wyzej. W zwiazku z tym warto wyszezegdlni€ jakie
zagadnienia sa objete tym okreSleniem. Sa to mianowicie:

1° Zagaduienia wyznaczania temperatury lub strumienia ciepta_na powierzchni ciata
Przy znanym przebiegu temperatury lub strumienia ciepta w jednym lub kilku punktach
wewnetrznych ciala;

2° Zagadnienia wyznaczania temperatury lub strumienia ciepta na powierzchni ciala
Przy znanym przebiegu naprezef termicznych badz przemieszczen w jednym lub kilku
punktach wewnetrznych ciala;
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3° Zagadnienia wyznaczania zaleznosci funkcji f(r, #), opisujacej Zrédio ciepta, od
zmiennych przestrzennych przy zatozeniu, ze f(r, 1) = f1(r) - f>(t), gdzie f,(z) jest znana
‘funkcja, oraz przy komplecie warunkéw brzegowych i poczatkowych;

4° Zagadnienia wyznaczania stalych lub zmiennych z temperatura lub z czasem wspét-
czynnikéw dotyczacych przewodnictwa cieplnego przy okre$lonych warunkach brzego-
wych i poczatkowym oraz znanym badz latwym do wyznaczenia polu temperatury we-
wnatrz ciala. l

Spos"r'c')d prac traktujacych o zagadnieniach odwrotnych w sensie okre$lonym w punk-
cie 3° warto wymieni¢ monografig [27], w ktore] podany jest m.in. spis literatury dotyczg-
cej tego typu odwrotnych probleméw przewodnictwa ciepta i nie tylko. Zagadnienia od-
wrotne w sensie okreslonym w punkcie 4° byly m.in. rozwazane w pracach [2, 4, 11, 26,
301 in]. ‘

W ninicjszym przegladzie zajmiemy si¢ wylacznie zagadnieniami odwrotnymi w sensie -
punktow 1°i 2°.

2. Liniowe zagadnienia odwrotne przewodnictwa ciephiege

Metody rozwigzywania liniowych zagadnien odwrotnych przewodnictwa ciepta moina
podzieli¢ nastepujaco:

2.1. przewidywanie rozwiazania w postact szeregu.

2.2. analiza transformat Laplace’a

2.3, podejscia oparte na metodzie réznic skofnczonych

2.4. rozklad na szereg problemdéw prostych.

Kazdg z tych metod omdéwimy oddzielnie. .

2.1. Przewidywanie rozwigzariia w postaci szeregu. W rozdziale II rﬁonografii H. S. CarsLA-
wA i J. C. JAEGERA [8] omoéwione sg proste (bezposrednie) rozwigzania liniowego rdow-
nania przewodnictwa ciepla. Przedstawiajac mozliwe postaci rozwigzah autorzy dali
pOZniejszym badaczom zagadnien odwrotnych przewodnictwa ciepta mozliwo$é predykcji
temperatury brzegu obszaru, gdy znana jest wewngtrzna odpowiedZ temperaturowa.
Jedna z postaci rozwiazan przedstawionych w [8] byla szczegdlnie czesto wykorzy-
stywana, Byla to funkcja [8, str. 52]

‘ [ 1 ae | (w1 drp
en o= 2 |5) i i o3 e

k=

gdzie @ i p sa dowolnymi funkcjami czasu, speliajacymi jednowymiarowe réwnanie
przewodnictwa ciepla

2.2) -VZTF—:‘—- % =0, V — operator nabla,

za$ x jest dyfuzyjnoscia tempefaturowq. Dla funkcji T(x, 't) zachodza zwigzki

(2.3) T, ) = &) oraz %xz = (1).
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Przyjecie rozwigzania zagadnienia odwrotnego w postaci (2.1) przy zastapieniu poda-
nych tu wspdtczynnikéw funkcyjnych przez pewne nieznane funkcje pozwalato efektywnie
rozwiazywac te zagadnienia w przypadkach gdy znana byla odpowiedz temperaturowa
w jednym punkcie wewnetrznym ciata. Bazujge na tym podejsciu BURGGRAF [7] wyznaczyt
$cisle rozwigzanie dla przebiegow powierzchniowej temperatury i powierzchniowego stru-
mienia ciepta dla.danych ciagtych przebiegédw temperatury i strumienia ciepla w jednym
punkcie wewngtrznym. Wykorzystat on wymka_]qce z rownania (2.1) i z plawa Fouriera
zwiazki .

a” T 1 2n i a"q — gll 2n
2.4) T VAT, oraz o = Vg,
gdzie g = —A VT — strumien ciepla, A — wspolezynnik przewodnictwa cieplnego.

Zadajac nastepnie przebleal T(xo, t) = To(t) oraz q(xe, 1) = qo(t) wyznaczyl dla plyty,
kuli i walca pole temperatury w postaci

@3) TCx, ) =2, [ﬁ.( L A )d‘f,?],
n=0
gdzie funkgje £, (x) i g,(x) spetniajg zwiazki nastepujace:
idg—zo— = 0, % =.x‘lf,,_1, n=172 ...;idzf—zo =0, id;% : xlen,n=12..;
) = 1A =0, P om0t g =0, %) o,
g.(x0) = 0,%‘—3&){ = 0, n=1,2

Ciekawy jest fakt, ze do wyznaczenia rozwiazania nie jest tu potrzebny warunek poczat-
kowy. Wynika to z zalozenia, ze funkcje T4 () i go{t) sa okreslone dla re(0; o0).

Davies [13] i KovEryaNov [25] réwniez wykorzystali metode przewidywania rozwig-
zania w postaci szeregu nieskonczonego, przy czym o ile podejécie Koveryanova byto ana-
logiczne do metody Burggrafa, o tyle Davies zaproponowal nieco bardziej ztoZong postaé
rozwigzania, zawierajaca funkcje bledu.

Zupelnie nowy sposéb atakowania jednowymiarowych zagadnien odwrotnych jest
zaprezentowany w pracy IMBERA i KHANA [18]. Przede wszystkim, w odréznieniu od prac
poprzednich, zakladaja autorzy znajomoéé przebiegdw temperatury w dwoch punktach
wewnetrznych. Jest to znaczne utrudnienie, gdyz nie ma wtedy mozliwosci zastosowania
metod podanych wyzej. Trzeba najpierw rozwiaza¢ zagadnienie brzegowo-poczatkowe,
aby moéc okrefli¢ posta¢ rozwigzania dla obszaru zawartego pomiedzy wspomnianymi
punktami wewnetrznymi, a nastgpnie ekstrapolowaé to rozwiazanie poza ten obszar.
W pracy [18] wyznaczono.w ten sposOb rozwiazania dla plyty i dla grubej powtoki kulis-
tej, za§ w pracach [19, 24] réwniez dla rury grubosciennej. W niniejszym opracowamu
omdéwimy t¢ metodg na przykladzie rozwiazania dla ptyty.

Zagadnienie do rozwiagzania to réwnanie przewodnictwa ciepla (2.2) z Jednorodnym
warunkiem poczatkowym oraz z dwoma warunkami wewngtrznyml

(2.6) T(xy, ) = Ty(t) 1 Tlx,, ) = Tyb),
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gdzie x; < x; < x, < X.; X; oraz x, sa wspohrzednymi dolnej i gérnej powierzchni plyty
nieskonczonej, ktoéra jest rownolegta do plaszczyzny Oxy.

Rozwiazanie tego problemu dla x e {x,, x,> nie przedstawia trudnosci i w transfor-
matach Laplace’a moze by¢ zapisane w postaci

. T,
(27) T(x’ p) = 1 _e_lzp.A ' [e—p(x—:cl) —€” p(2A+x1-x)] +
—Tl —p(A+x,—X) —p(A =Xy +X)
+ ﬁl—e‘ZP'A '[C 1 —e~P 1 ],

. o : , s ..
gdzie nadkreslenie oznacza transformate Laplace’a, 4 = x,—x,, p = l/—, za$ s jest
o

parametrem transformacji.

Na zewnatrz przedzialu <{x,, x,> transformata T(x, P) nie moze zostaé odwrécona
z uwagi na pojawienie si¢ wtedy w wyktadnikach dodatnich argumentéw. Okazuje sig
jednak, ze przyjecie funkcji 7,(¢) i T,(t) w odpowiednich postaciach umozliwia obejicie
tej trudnosci. Autorzy stosuja dwa, rézniace sig mieco w szczegélach podejécia: jedno
w celu dokonania ekstrapolacji ,,do tytu”, dla x e {x;, x,>, i drugie w celu ekstrapolo-
wania rozwigzania ,,do przodu”, dla x e <{x,, x.). '

Warto tu zaznaczyé, Ze wobec faktu iz T,(t) i T,(t) sa sprowadzonymi do postaci
funkcyjnej odezytami z dwoch termopar, tego rodzaju manewr jest niegrozny dla wynikow
koncowych, o ile tylko przyjete postaci T, i 7, dobrze pasuja do wynikdéw pomiarow.

Dokonujac ekstrapolacji do tylu przy zaloZeniu, ze 4 > x; —x;, przyjmuje sig, Ze

. — —— 00*1 ao“l "
(2.8) Ti(p) = T, 2/ A, e_m'p'A_ oraz Ta(t) = Z b, T
n=1 ’

m=1

gdzie wspdtezynniki 4,, 1 b, nalezy wyznaczy¢ na podstawie odpowiedzi temperaturowych
zanotowanych w punktach x, i x,. Po wprowadzeniu funkcji T, i T, okre§lonych zwiaz-
kami (2.8) do (2.7), transformata temperatury daje si¢ odwrécié 1 wynik koficowy, fun-
kcjonujacy dla x € (x;, x>, wyraZzony jest przez potrdjng sume, zawierajgca potegi czasu
1 funkcje erfc od stosunkowo nieskomplikowanego argumentu.

_Ekstrapolacja do przodu wymaga zaloZenia, ze x € <x,,24+x,>. Tak wigc jesli
x, > 24+x,, to osiagniecie brzegu x, w jednym kroku jest niemozliwe. Trzeba wowczas
przyja¢ punkt x = 24+x, jako x;, temperaturg wyliczona w tym punkcie jako 7'5(¢)
i ponownie stosowaé ekstrapolacje do przodu, tym razem dla danych 7, i T5. Co do od-
czytéow z termopar przyjmuje sie wowczas, Ze

(2.9) T(p)= T, M B e-mwa T (t —2 ntn
v 2(p)_ 1 Z—J me . oraz 1() - a n! >

n=1 n=1

gdzie B, i a, wyznacza si¢ analogicznie, jak poprzednio 4,,1 b,. Rozwigzanie dla ekstra-
polacji do przodu ma posta¢ zblizona do rozwiazania otrzymanego przy ekstrapolowaniju
temperatury do tyhu. : ‘

Wykorzystujac te metode wyznaczono w pracy [18] takZze rozwiazanie zagadnienia
odwrotnego dla plyty dwuwarstwowej, jak réwniez nakre§lono sposob postgpowania przy
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rozwiazywaniu tego typu problemdw dla plyt wielowarstwowych. Okazuje sie, ze do roz
wigzania zagadnienia odwrotnego dla plyty wielowarstwowej o ile$ci warstw réwnej 5
lub wiecej wystarcza odezyty z czterech termopar, z ktorych po dwie musza znajdowagé
si¢ w dwbch warstwach zewnetrznych z kazdej strony. Termopary nie moga by¢ rozmiesz-
czone dowolnie, lecz ograniczenia narzucone na ich rozmieszczenie nie stwarzaja pro-
blemow przy wykorzystaniu praktycznym tej metody.

Bazujac na metodzie podanej w pracy [18], CHEN i THOMSEN [9] rozwiazali odwrotne
zagadnienie dla rury grubosciennej dla malych czaséw. Zatozenie krétkotrwaloscei rozwa-
zanego procesu pozwolito uwzgledni¢ dane tylko z jednej termopary. Zamiast drugiego
czujnika przyjeto zaloZenie, ze dla bardzo krotko trwajacych proceséw. nagrzewania
powierzchnia zewnetrzna rury nie zdazy sie nagrza¢, w zwigzku z czym mozna zam1ast grubej
rury rozwazaé przestrzen z pustka walcowa.

Metody szeregowe typu zaprezentowanego przez Imbera i Khana wydajq sie mied
przed sobg liczne zastosowania w zagadnieniach odwrotnych termosprezystosci. Cechuje
je bowiem nie tylko — jak wykazano w pracy [18] — bardzo duza dokladnos¢ przy sto-
sunkowo niewielkim naktadzie pracy ze strony maszyny cyfrowej, ale réwniez precyzyjne
okreslenie obszardw, dla ktorych dokonane ekstrapolacje sa wiarygodne.

2.2 Analiza transformat Laplace’a. Metoda analizy rozwigzania rownania przewodnictwa
w transformatach Laplace’a jest metoda badawcza narzucajacy sig, jesli chodzi o zagad-
nienia odwrotne. Jest to wszakze — jak sie okazuje — metoda nieefektyWna, jesli trzymaé
sig joj $ciSle. W przeciggu ok. 20 lat jej stosowania dla potrzeb zagadnien odwrotnych
przewodnictwa cicpla — tzn. poczawszy od pracy MASKETA i VASTANO [28] z roku 1962,
a skonczywszy na artykule CIALKOWSKIEGO i GRyYsY [12] — udawato si¢ tylko przedsta-
wia¢ rozwigzania tych zagadnien w transformatach, przy czym byly to. transformaty nie
. do odwrocenia Scistymi metodami. Tak wigc prace §ci$le stosnjace metode analizy trans-
format miaty raczej warto$é tylko poznawcza, zas rozwigzania w postaci jawnej mozliwie
byly tylko do uzyskania dla punktéw brzegowych, dla tzw. brzegowych zagadnien odwrot-
nych [10]. Dopiero IMBER [22], kombinujgc analiz¢ transformat z metoda dopasowywania’
funkcji, podal przyblizony sposéb rozwigzywania wewnetrznych zagadnien odwrotnych,

MASKET i VASTANO [28] jak réwniez i SABHERWAL [32] przedstawili transformaty
temperatury i strumienia ciepta na powierzchni przy pomocy wyrazen zawierajacych trans-
formate odpowiedzi termperaturowej jednego punktu wewnetrzncgo. W zagalnieniach
przez nich rozwazanych zakladano zerowg temperature poczatkowa oraz warunek sy-
metrii (w przypadku ptyty warunek izolacji) dla x = 0. W obu pracach autorzy twierdza,
ze transformaty rozwigzan mozna odwroci¢, lecz w pracy [28] nie podano oryginaiéw,
za§ w pracy [32] podane oryginaly wzigte s3 ,,z powietrza”, bez najmniejszej wzmianki
o metodzie ich uzyskania.

Wyniki ciekawsze z punktu widzenia metodyki rozwigzania, choé tez nieefektywne
jedli chodzi o procedurg odwracania transformat rozwiazan, zaprezentowano w pracach
[34] i [14]. SrARROW, HAJI-SHEIKH i LUNDGREN W pracy [34] dopuszczaja niejednorodny
warunek poczatkowy dia temperatury. RozwaZajac zagadnienie odwrotne dla kuli otrzy-
mali’ transformate temperatury powierzchniowej w postaci

_ " smhl/s
(2.10) T(1,5) = f(s) x Sih (7 /5 ) /5y’
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gdzie f(t) = T(x*, t) jest znanym przebiegiem temperatury w punkcie wewnetrznym
x* €<0, 1, za$ s jest parametrem transformacji. Dla transformaty danej wzorem (2.10)
oryginal nie istnieje i z tego powodu autorzy prébowali obejs¢ problem, spycnykquc
funkeje f(#). Dokonali tego w dwéch etapach. Najpierw zapisali transformate f(s) w po-
staci

(2.11) 7Gs) = 2(s) =75,

Nastgpnie, podstawiajac (2.11) do (2.10), otrzymali taka posta¢ transformaty temperatury,
dla ktérej prébowali okresli¢ orygma1 metodami przyblizonymi najpierw dla malych cza-
séw, a nastepnie dla czasow dowolnych, Rozwiazanie dla matych czaséw uzyskuje sie
1—e-2Vs :
przez przyblizenie utamka Toovs’ wystepujacego w iloczynie z g(s) po prawej stro-
nie przeksztatlconego wzoru (2.10), przez szereg potegowy wzgledem e~2* Vs Otrzymuje
si¢ w ten sposéb rozwigzanie w postaci catkowej, przy czym funkcja g(¢) okre§lona jest
przez rownanie catlkowe wynikajace ze wzoru (2.11). o

Rozwiazanie dla czaséw dowolnych uzyskuje si¢ metoda dopasowywania funkcji
[31]. Metoda ta — og6lnie rzecz biorac — polega na przyblizeniu transformaty funkcji,
ktéra jest nieodwracalna, przez zblizona do niej transformate, dla ktorej oryginal jest
znany. Sprawdzanie, czy funkcja, przy pomocy ktérej zastepuje si¢ niewygodna transfor-
mate, jest do tej ostatniej dobrze ,,dopasowana’, odbywa si¢ przez ustalenie dla niej war-
toéci w zerze i w nieskonczonoscei, a nastgpnie poprzez graficzne [29] lub numeryczne
sprawdzenie, czy dopasowywana funkcja ma wykres (oczywiscie dia argumentu s 1ZeCzy-
wistego) zblizony do wykresu tej transformaty. Z punktu widzenia matematyki metoda
ta jest niescista, jednakze z punktu widzenia inzynierskiego jest ona poZyteczna, gdyz:
daje stosunkowo doktadne wyniki w catym zakresie zmiennodci 2.

W pracy [34] zalety metody dopasowania funkcji nie zostaty dostatecznie wykorzy-
stane. Metoda ta przyblizano przebieg temperatury powierzchniowej przy znanej funkcji
f(2), ale poniewaz po drodze trzeba bylo rozwigzaé rownanie calkowe okreslajace g(¢),
liczba kolejnych aproksymacji byla dosy¢ duza i stad mozliwo$¢ doktadnego oszacowania
numerycznego temperatury jest raczej watpliwa. Uzyta metoda rozwigzywania réwnania
catkowego okreslajacego funkcje g(t), polegajaca na podziale przedziatu czasu na pod-
przedzialy, musi by¢ stosowana ostroznie, gdyZz przy zbyt malych podprzedzialach biad
aproksymacji gwaltownie wzrasta 1 moga si¢ pojawié oscylacje. Autorzy przestrzegaja
przed ta ewentualnoécia i prébujg ustalié najmniejsza wielkosé podprzedziatéw. Do mi-
nusdw pracy nalezy zbytnie zaufanie, jakie autorzy pokiadajg w mozliwosciach rekon-
strukcjftemperatury' brzegu. Wydaje sig, iz ich stwierdzenie, ze znajomo$é¢ odpowiedzi
temperaturowej w é’rodku kuli pozwala wyznaczy¢ temperaturg brzegu, jest przesadzone.
Wiadomo bowiem, ze wplyw warunkéw brzegowych jest we wngtrzu ciata thumiony i dla-
tego ekstrapolacja temperatury jest zawsze obarczona pewnym bledem.

Metode uzyta w pracy [34] probowali usprawnié DEVERALL i CHANNAPRAGADA [14].
Jednakze réwniez i oni otrzymali wyniki w postaci skomplikowanych catek.

Klasyczna metodg analizy transformat Laplace’a probowano takze atakowaé zagad-
nienia odwrotne w pracach [10] i [12]. Réwnanie przewodnictwa bylo tam rozwaZane
wraz z zerowym warunkiem poczatkowym, warunkiem symetrii (izolacji w przypadku
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plyty) dla x = 0 i przy znanej odpowiedzi temperaturowej jednego punktu wewngtrznego,
W odréznieniu od wszystkich wyzej oméwionych prac, zaktadano tak w [10] jak i w [12],
ze na brzegu panuja warunki III rodzaju (swobodna wymiana), przez co rozwazZane za-
gadnienie odwrotne moglo prowadzi¢ badZ do wyznaczenia temperatury powierzchni,
badZ strumienia cieplnego, badz tez liczby Biota. W pracy [12] podano rozwigzanie w po-
staci splotowej, przy czym jest ono zlozone z trzech wyrazen, opisujacych kolejno — tran-
sformate odpowiedzi temperaturowej, transformate rozwiazania problemu brzegowo-
poczatkowego dla warunku I rodzaju, oraz transformatg tzw. funkcji intensywnosci
grzania. W pracy tej podano réwniez ograniczenia, jakie musza by¢ spelnione w przypadku
funkeji T'(x*, t), jesli ma ona opisywaé wewngtrzna odpowiedz temperaturowa. Okazuje
sig, ze dla transformaty T(x*, s) musi by¢ spelniona nier6wnoséé

(2.12) s T(x*,s) — Tp(/s) | M, x*e < 0,1,

X I_g(x*Ys)
gdzie M — dowolna stata dodatnia, I_z(z) — zmodyfikowana funkcja Bessela I fodzaju,
rzedu ,,— 7. B jest tzw. parametrem ksztaltu Rozwiazanie zagadnienia odwrotnego staje

sig rozwia‘zéniem dla kuli, gdy § = ——-, dla walca gdy £ = 01 dla nieskonczonej plyty

1 . . .
gdy B = =~ Idea wprowadzenia parametru ksztaltu nie jest nowa; uzywali go takze

m.in. IMBER i KHAN w pracy [18].

Autorzy pracy [12] nie prébowali szukaé retransformat rozwiazania dla x* € <0, 1.
Wyznaczyli natomiast rozwigzanie tak postawionego zagadnienia dla x = 1 (brzegowe
zagadnienie odwrotne), Oczywiscie dla warunku I rodzaju tego typu rozwiazanie jest
nieciekawe, lecz dla warunkéw IT rodzaju pozwala ono ustali¢ relacje pomigdzy tempera-
tura czynnika grzejacego, strumieniem ciepla na brzegu i liczbg Biota (bezwymiarowym
wspdlczynnikiem przejmowania ciepla.)

Posta¢ splotowa rozwigzania réwnania przewodnictwa cieplnego dla walca, kuli i ply-
ty [10, 12] wykorzystano do zdefiniowania miary odlegtoéci procesu nagrzewania (chto-
dzenia) z liczbg Biota ; od procesu nagrzewania (chlodzenia) tego samego ciala (i w tej
samej temperaturze otoczenia) z liczba Biota y, (w Szczegolnosm 0 < 9, < 00, P, = ).
Miara ta jest zdefiniowana wzorem

Fo

(213)  #(Fo, i, 2. B) = J [Fu(Fo, 92, B)—Fy(Fo, vy, B)IAF, =
0

C o= 2 g 2 .F

. —-ln.Z o e—lul o

=2§;(% : - = Bi,i=12,
H=1 1/‘}%_*‘/1'?,2 1/)1+/1n 1 1/)1 !

gdzie liczby 4, ;, i= 1,2, sg pierwiastkami réwnania przestgpnego

A FpraB) =y Fp(H) =0, i=1,2
F(2) — funkcja Bessela I rodzaju rzedu », Bi— liczba Biota, F, — liczba Fouriera
(bezwymiarowy czas). Wielkodé, wprowadzona przy pomocy wzoru (2.13), znakomicie

'
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nadaje si¢ do odnoszenia procesu nagrzewania z dowolng liczba Biota do procesu nagrze-
wania. z warunkiem brzegowym I rodzaju, a co za tym idzie, do decydowania, w jakim
stopniu proces nagrzewania moze zosta¢ przyblizony procesem z warunkiem I lub II
rodzaju. Réwniez w pracy [10] podano rozwiazania zretransformowane tylko dla x* = 1,

Do prac [10] i [12] powr6cimy jeszcze w rozdziale 5 z uwagi na inme ciekawe idee
w nich zawarte.

Na zakoficzenie rozwazan dotyczacych analizy transformat oméwimy jeszcze prace
ImBeERA [22]. W pracy tej rozwazano zagadnienie odwrotne dla walca. Autor bardzo
szybko uzyskuje rozwigzanie w transformatach. Nastgpnie dokonuje aproksymacji re-
transformaty dla matych czaséw. przy pomocy odpowiedniego przyblizenia wewngtrznej
odpowiedzi temperaturowej (szereg quasipotegowy zawierajacy funkcje erfc) oraz zasta-

s /s . -
pienia utamka I, (x ]/7 )/ 1, (x* I/—H—) przez rozwinigcie asymptotyczne (x* — punkt,
!

w ktérym zarejestrowano wewngetrzng odpowiedZ temperaturowa). Ta cze$é pracy jest
podobna do wezesniej omdwionych (np. [34]). Ale nastepnie autor dokonuje przybli-
zenia rozwigzania dla catego zakresu zmiennosci t. Wykorzystuje w tym celu metode do-
pasowania funkcji [31, 34]. Poszukuje funkcji F(s), posiadajacej tatwa do znalezienia
retransformate, a bedaca dobrym przyblizeniem ulamka

I R

| w2

Funkcja ta dla x* > 0,5x odbiega od warto$ci wspomnianego ulamka, liczonych dla s
rzeczywistego, nie wiecej niz o 1,1%. Autor zaklada poczatkowo, ze F(s) ma postaé

= a, px* a, s
2.15 : F(s) = = _
(2.15) O Trasp* T iTagpx’ P ]/

gdzie nieznane wspotczynniki a,, a3, a4 1 ag sa funkcjami zmiennej x. Dopasowujac F(s)
do funkcji (2.14) dla matych i duzych czaséw ustala postaci tych wspétczynnikéw, a na-
stepnie, opierajac sig ma numerycznym poréwnaniu zwigzkéw (2.14) i (2.15) dla argu-
mentu rzeczywistego, znajduje poprawke, decydujacqa o dobrym przyblizeniu utamka
(2.14). Ostatecznie F(s) przyjmuje si¢ w postaci

az p x* ag

Ty 1,25
— x*
2. = o *o0]—-
@16) F@&) =" s+ Trac 557 ~046379px ( . ) X

V* 0,4
xexp[—-l,39028px* . (1—'7) ]

Zastepujac ta funkcja utamek (2.14) otrzymuje sig takie przyblizone wyrazenie na trans-
formate temperatury, ktére daje sig¢ w prosty sposéb odwrécié. Otrzymana funkcja T(x, 2)
przybliza wartosci temperatury w obszarze x e (x*, X», gdzie x jest wartoécia graniczna,
dla ktérej jeszcze funkcjonuje odwracanie funkcji T(x, s) przyblizonej poprzez zastg-
pienie vlamka (2.14) przez F(s); Blad, z jakim Imber przyblizyl wartosci temperatury
we wspomnianym obszarze, byt nie wigkszy niz 0,3%.



544 K. Gryss, M. J. CIALKOWSKI v

Metoda dopasowywania funkcji w ujeciu Imbera jest metoda efektywna i dajaca
w okre§lonym obszarze wyniki bardzo obiecujace. Wada tej metody jest moze zbyt duza
przewaga intuicji nad matematyka w doborze funkeji ,,zastepczej”.

2.3. Podejscia oparte na metodzie réznic skoficzonych. Tego typu podejscia byly stosowane
w wielu pracach. Bylo ono bad? wykorzystane do wyliczenia wartoci liczbowych rozZwig-
zania danego w postaci bardzo skomplikowanej, jak np. w [16], badZ w celu ekstrapolacji
temperatury poza obszar wyznaczony przez punkty o danych odpowiedziach temperatu-
rowych [1, 15, 17], przy czym w pracy [17] zastosowana jest metoda elementéw skoniczo-
nych. Zadna ze wspomnianych prac nie wnosi nic nowego do metodyki rozwigzas. Na-
tomiast interesujaca wilasnie z punktu widzenia sposobu, w jaki wykorzystano metode
T6Znic skonczonych, jest praca TrRusLLo [37].

Trujillo rozwaza rdwnanie macierzowe postaci

dx

17 i=K-x+T g, gdzie =x = i

>

z warunkiem poczatkowym x(0) = C - x(2) jest wektorem (nx 1), reprezentujacym zmien-
ne stanu, K — pewna macierza ( nXn) reprezentujaca wlasnodci rozwazanego ciala,
T jest pewna macierza (nxm), za$ g jest wektorem (mx 1) reprezentujacym wymuszenie.

Problem odwrotny w ujeciu Trujillo jest to tego typu zagadnienie, w ktdrym znane sa
macierze K 1 T oraz wszystkie lub niektére ze sktadowych wektora x (zmiennych stanu),
podczas gdy nieznane sg wielko$ci wymuszajace proces. Réwnanie (2.17) autor fozwiqzuje
metodg réznic skonczonych, przy czym minimalizacja blgdu odbyw’a si¢ przy uzyciu w pe-
wien szczegblny sposéb metody najmniejszych kwadratéw. Autor podaje przyklady roz-
wigzania réwnania (2.17) dla przypadku odwrotnego zagadnienia przewodnictwa ciepla
jak i dla odwrotnego problemu dynamiki konstrukcji. W bardziej dla nas interesujacym
pierwszym przypadku wektor x(¢) to temperatury punktéw reprezentujacych plastry,
na jakie podzielono pyte (jest to wigc metoda dyskretyzacji zmiennych przestrzennych),
macierz K wigZe sig z dokonanym podzialem i jest oczywiscie macierza pasmowa, macierz
T zawiera rézne od zera elementy tylko dla tych warstw, w ktérych dane éac przebiegi
temperatur badz strumieni ciepta, za$ wektor g jest wektorem ztozonym ze znanych od-
powiedzi temperaturowych. W ten sposob zagadnienie odwrotne zostaje sprowadzone
do ukladu zwyczajnych réwnan rézniczkowych, ktére daje sig stosunkowo prosto rozwiazaé
numerycznie. )

2.4. Rozklad na szexcg probleméw prostych. Metoda ta-zostala po raz pierwszy uiyta przez
G. StoLza [35]. Istota metody jest wykorzystanie rozwigzania zagadnienia bezposredniego
dla stalego wymuszenia danego poprzez jednostkowy strumien ciepta, przy jednoczesnej
dyskretyzacji zmiennej czasowej. Autor wykorzystuje zatem znajomo$¢ funkcji F(x, t)/Z
-(Z — pewna stala), bedacej rozwigzaniem problemu brzegowo-poczatkowego postaci
’ B 00 ' .00

(2.18) x V0~ TR 0, x| _s =0, O(x,0) =0, . k-5; e = 1.

Dla warunku brzegowego. Il rodzaju z prawa strong dowolnej postaci, np. rowng — D(1),
oraz dla niezerowego (réwnego pewnej stalej @;) warunku poczatkowego, mozna teraz
Iatwo uzyskaé rozwiazanie, wykorzystgjqc twierdzenie o splocie:
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(2.19) [0,—0(x, H]Z = f @(,u)(%F(x,t—ﬂ)dy.
0 . X

Nastepnym krokiem jest przyblizenie funkcji @(t) funkcja schodkows, ktéra przyjmuje
wartosci state w przedziatach czasowych o dtugodei At = A. Poszezegdine skladniki sumy
przyblizajacej @(¢) réznia sig 0 0D(j 1) = 0D, n(t—j A), gdzie n(x) — funkcja Heaviside’a,

oraz j =0, 1, 2 ... n. Po tym kroku otrzymuje si¢ rozwiazanie (2.19) w postaci przy-
blizonej ' '
1N .
2.20) 0,~0s,n 1) = -+ > 00(j 2) F(x, (1)) 2).
- j=0

Przechodzac teraz do zagadnienia odwrotnego, zakladamy ze O(x*, t) = f(¢) jest
Znane, a wyznaczy¢ nalezy przebieg strumienia ciepta na brzegu. Oznacza to potrzebg
wyznaczénia wyzstkich wartosei @(j - 'A). Wykorzystujac fakt, iz F(x, 0) = 0, otrzymuje
sie. s

n-2 . .
-
@21)  6B[n—1) 4] = — Z (60 1) F(x*, (n—)) A1+ Z [0,—O(x*, n D} x
7=0
y 1
_ F(x* A)~
Poniewaz kazda warto$¢ 6@ (n - 1) zalezy od wszystkich poprzednich przyrostdw strumienia
ciepla, wigc rozwiazanie moze by¢ teraz generowane krok po kroku poczawszy od ¢ = 0. -
,Dla przyrostu d®(0) dostaje si¢ stad
_Z
F(x*, A)

a nastepnie na podstawie (2.21) latwo wyznacza si¢ pozostalte przyrosty strumienia cje-
pla.

@22) 5B(0) = [0:—O(x*, 2,

Autor ostrzega, ze krok czasowy nie moze by€ zbyt maly, gdyz wystepuje wéwczas
mozliwo$¢ oscylacji rozwiazania (por. takZe uwagi zawarte w pracy [34]).

Podobna metodg stosuje takze w swoich pracach J. V. Beck. Rozwazal on w [5] takze
problem wyznaczania powierzchniowego strumienia ciepla. Jednakze o ile ,,wygladzanie”
rozwigzania Stolz przeprowadza wykorzystujac réwnowage cieplna, o tyle Beck robi
uzytek z metody najmniejszych kwadratéw przy wykorzystaniu idei tzw. wspélczynnikéw
wrazliwosci [4]. O podejéciu Becka bedziemy moéwié dalej przy omawianiu probleméw
nieliniowych, \

A
3. Nieliniowe zagadnienia odwrotne przewodnictwa cieplnego

Zagadnienia nieliniowe nastreczaja wiele trudnoéei juz przy rozwigzywaniu problemow
bezposrednich. Problemy odwrotne poteguja te trudnosci, gdyz nie tylko chodzi wéwczas
0 rozwiazanie nielatwego zagadnienia brzegowo-poczatkowego, lecz takze o ekstrapolacjeg -
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otrzymanego rozwigzania poza obszar wyznaczony przez punkty wewnetrzne ze Znanymi
odpowiedziami temperaturowymi, i to w taki sposéb, aby uwzgledni¢ nieliniowosé. Z tej
przyczyny prac traktujgcych o zagadnieniach nieliniowych jest stosunkowo niewiele,
Tym niemniej wéréd nich daje si¢ wyrézni¢ dwie metody:

3.1. podejécia oparte na metodzie réznic skonczonych, oraz

3.2. rozklad problemu nieliniowego na szereg probleméw linlowych (metoda calkowa).

Co do pierwszej metody istnieje pewna liczba prac, w ktérych stosuje si¢ ja z po-
wodzeniem i przy wykoszystaniu interesujacych modyfikacji. Metoda druga jest prezento-
wana na przykladzie jednej pracy, [23], z roku 1979. Podejécie zaproponowane w tej pracy
dotychczas nie bylo stosowane w rozwazaniach dotyczacych zagadnien odwrotnych.

3.1. Podejécie oparte na metodzie réznic skoiczonyeh. Podejicie to stosowane bylo m. in. w pra-
cach [3, 6, 10, 11 i in.,]. Prace [3, 10 i 11] to wykorzystanie klasycznego aparatu metody
r&znic skofczonyeh, przy czym w pracy [3] zarysowana jest, wykorzystana w [6], a omé-
wiona dokfadniej w [4], metoda tzw. wspolczynnikow wrazliwosci. Prace [10] i [11] za-
wierajg, m. in., przyblizone rozwigzania nieliniowych zagadnien odwrotnych w sensie
p. 4° ze wstgpu.

Praca, ktéra warto tu nieco szerzej omowic, jest praca BECka [6]. Modyfikacja metody
réznic skonczonych, ktéra sie on postuguje, opiera sig na koncepcji tzw. nieliniowej esty-
macji. Metoda ta jest przedstawiona na przykiadzie plyty nieskoiiczonej. Autor formutuje
problem nastgpujaco:

G sl e, o TeRD= YO, | =0,

a( aT) oT oT
2
Ox X=Xt

oraz T(x,0) = Ty(x),

gdzm Y(z) oraz T;(x) sa znanymi funkcjami, x* € (x,, x;) przy czym autor przyjmuje
=0, x; =L, x* = E< L O 1i ¢, zaklada si¢, ze mogg by¢ funkcjami temperatury
i znuennych przestrzennych.

Wiellcosciami poszukiwanymi sa pow1exzchmowy strumien ciepla i powierzchniowa
emperatura.

Rozwigzanie tego problemu moze zosta¢ wyznaczone przez zastosowanie kilku przy-
blizent przy pomocy réznic skonczonych, jak zrobiono np. w [3]. Jednakze z pracy [7]
wynika m. in., Ze je$li zmniejszaé kroki czasowe, to coraz wyizsze pochodne po czasie
funkcji Y{#) i strumienia w punkcie x* = FE staja si¢ nie do pominigcia. Przy uzyciu forma-
lizmu réznic skonczonych oznaczaloby to konieczno$é uwzglednienia réinic wyzszych
r2¢ddw. Z drugiej strony wiadomo [6, 34, 35], Ze zmniejszanie kroku czasowego prowadzi
do utraty stabilno$ci procedury numerycznej.

Idea nieliniowych estymacji pozwala po czgéci omina¢ te trudnosci, aczkolwiek kosztem
pojawienia si¢ nowych, o ktérych mowa ponizej.

Jako zerowe przyblizenie dla g tzn. jako ¢° przyjmuje sie rozwigzanie problemu linio-
wego. Nastepnie wyznacza sig, rozwiazujac nieliniowe zagadnienie brzegowo-poczatkowe
(3.1)y, (3.1)3 (3.1)4 przy wykorzystaniu wyznaczonego ¢°, przebieg temperatury T stanowia-
cej odpowiedZ temperaturows punktu E na wymuszenie ¢°. Procedura wyznaczania stru--
mienia g polega na minimalizowaniu funkcjonah
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7
G2) . . F@ =) (Tri= Y2,
i=1
gdzie g = [g1, 42, ..., qn] jest wektorem, ktérego wspélrzgdne okreslone sa nastepu-
-jaco:’ o
q(oa t) = qn dla @n—l <t< @n:

Y, 1 jest wartodcig zmierzonej w punkcie £ temperatury w chwili ¢, ;, T, ; jest temperatura
wyliczong dla chwili ¢ +i przy zalozeniu, ze warto§¢ - umienia ciepla na powierzchni
wynosi ¢. (Zatem dia ¢° otrzymuje si¢ temperaturg 7°).

Krok czasowy dla wyznaczenia Y, ,; czy T, ; moze si¢ rézni¢ od kroku czasowego
dla wyznaczenia g,. Zachodzi migdzy nimirelacja 40 = m - At, gdzie m — liczba naturalna,
AO — krok czasowy przy dyskretyzacji strumienia, za$§ Ar dotycza Y i T. Oznacza to, Ze
@, 11, sa tg sama chwila czasu gdy m M = ».

Liczba J, do ktdérej nastgpuje sumowanie po prawej strome (3.2), jest réwna J = mr,
gdzie r = 1, 2, 3 lub 4; rzadko trzeba przyjmowaé r wigksze od czterech. Dzieki temu dla
r > 1 przy wyznaczaniu strumienia wykorzystuje si¢ ,,przyszie’ temperatury. Jesli bowiem
wyznaczana jest wartodé g, to sumowanie obejmuje wskazniki od = m + M poprzez
n+m=m(M+1) az do y+rm = n+J. Dzigki temu autor uzyskuje bardziej precy-
zyjne wyniki; chwyt dotyczacy mozliwosci wprowadzenia do (3.2) temperatur T,
gdzie i > m, polega na zatozeniu (tylko na uzytek chwilowo wykonywanych rachunkoéw),

Z€ Grme1 = Iue2 = - Iual.

Aby zilustrowaé sposob, w jaki funkcjonuje metoda, zalézmy Ze wyznaczone jest
glrl,, tzn I—1 przyblizenie strumienia ciepla w chwili (M +1) 460. Oznacza to, Ze znamy
réwniez Ti7}!,. Rozkladamy teraz T),, w szereg Taylora:

(3.3) T; i o~ T-,;J-zl-l'@M 0, i VqM+1’
gdzie Vgl = Ghry1—qhri1 zas Pl jest tzw. wspolczynnikiem wrazliwodci [4], okre-
Slonym mnastepujaco:
o= T = aT’llH ~ 7l+‘ [[IM+1 (1 _}-ﬂ___ ’7"'_,1_[.(15‘;;’1?11_% g <€ 1
> " f aqui & (IM+1 ’

Za ¢ przyjmuje autor warto$é 0,001,

Jak wigc widaé, przyjmuje sig zalezno$¢ funkeyjng pomiedzy T,,; oraz gy ;. Wyko-
rzystujac nastepnie fakt, ze F(g) ma osiagnaé minimum, oraz zwiazek (3. 3), otrzymuje.
sig wzOr na zmiang wartosci strumienia po l-tym przybliZzeniu:

(3.4) VqMH-[Z[@Mm] Z(Y,,H i) Br L.

i=1
Kolejne przyblizenia prowadzi sie az do chwili, gdy zmiana Vg, , bedzie znikoma, np.
bedzie réwna 0,005g}7};.

Metoda daje zadowalajace wyniki dla r = 3 lub 4 nawet przy m = 1. Dla r = 2 roz-
wigzanie silnie oscyluje wokét rozwigzania Scistego, za$§ dla r = 1 procedura numeryczna
jest niestabilna. Metode te mozna takze stosowaé w celu rozwiazania liniowego problemoéw
odwrotnych. W tych przypadkach funkcjonuje ona na zasadach zblizonych do procedury
opisanej w pracy [35]. '
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3.2. Metody calkowe, Zasadnicza réznica pomigdzy metoda catkowa, uzyta przez IMBERA
[23], a metoda omdéwiong wyzej, polega ma tym, ze Imber wyznacza rozwiazanie zagad-
nienia odwrotnego jako funkcje ciagla, podczas gdy BECK [6] wyznacza tylko ciag wartosci
dyskretnych.

Rozwigzanie Imbera sklada sig¢ z dwéch czesci. W czgsci pierwszej rozwaza on bezpo-
$rednie nieliniowe zagadnienie wyznaczenia pola temperatury dla potprzestrzeni. Dokonuije
‘tego metoda kolejnych przyblizerd. Jako przyblizenie zerowe T, rozwigzania réwnania
(3.1), z warunkiem poczatkowym (3.1)4 przyjmuje rozwiazanie dla problemu liniowego.
Znajac rozwigzanie bedace n-tym przyblizeniem (n = 0, 1, 2, ...), uzyskuje sic n+1 —
przyblizenic nastgpujaco. Konstruuje sie- funkcjonat

o I n
o (, 0T\ 0T SN
1(3.5) I(a, CO) CI’ seny Cn) = ojvbf‘ {—a}— (}. —a;)— W - . Ck axz } dxdt,

‘ktdry nastepnie nalezy zminimalizowaé, prZy czym wspéiczynnik a musi by¢ réwny czesci
state] wspdtczynnika przewodnictwa cieplnego A, oznaczonej A;. Funkcja T(x, ) wchodzac
'w skiad prawej strony zwiazku (3.5) jest rozwigzaniem réwnania

| oT  &°T Z 2T,

'(3-§) Qc—; = 0W+k ’ Ceg2 5

state Cy dla k = 1,2, ..., n wyznacza si¢ na podstawie warunkdw koniecznych osiggnigcia
“minimum przez fimkcjonai 1. Zatem aby otrzymac T, ((x, t), trzeba wyznaczy¢ wspolczyn-
niki C,, C,, ..., C, z réwnan
a o
6a  ° aC,
przy jednoczesnym podstawieniu @ = 4;.

Jak wigec widaé, rozwigzanie zagadnienia bezpoéredniego otrzymane jest metoda
rozktadu problemu nieliniowego na ciag probleméw liniowych,

Natomiast nieliniowe zagadnienie odwrotne autor rozwiazuje w oparciu o zreferowana
juz metode rozwiazywania odwrotnych zagadnieri liniowych [18]. Na podstawie rozwiazania
zagadnienia- bezposredniego stwierdza om, iz krzywa opisujaca przebieg odpowiedzi tem-
peraturowej w punkcie wewnetrznym dla zagadnienia'nieliniowego daje sie lokalnie przy-
blizy¢ odpowiednimi krzywymi otrzymanymi dla zagadnies liniowych. W zwiazku z tym
przy nieliniowym zagadnieniu odwrotnym traktuje sie wspolczynnik przewodnictwa A jako
odcinkowo staly i otrzymuje si¢ rozwiazanie jako sklejenie rozwigzan dla poszczegdlnych
zagadnien liniowych. Dla stwierdzenia, czy otrzymane przybliZenie, na podstawie odczytow
z dwdch termopar, jest w poszczegdlnych .przedzialach czasu wystarczajaco $ciste, pro-
ponuje Imber, aby umiescié pomigdzy tymi termoparami trzeci, kontrolny czujnik.

3.7 0, k=12 ..n,

4. Zagadnienia odwrotne wielowymiarowe przewodnictwa cieplnego

Po raz pierwszy dwu- i tréjwymiariowe zagadnienia odwrotne przewodnictwa ciepla
rozwazal IMBER [20] w 1974 roku. Rozwazal on zagadnienic dwuwymiarowe dla ciala
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o dowolnych ksztaltach, natomiast dla zagadnien tréjwymiarowych okreélit sposéb otrzy-
mania rozwigzania.

Aby rozwazaé zagadnienie odwrotne wiclowymiarowe, trzeba znaé a priori tempera-
ture w zamknigtym obszarze wewnatrz ciala. Z tego powodu termopary winny by¢ usy-
tuowane na brzegu tego obszaru, tzn. na krzywych w przypadku dwuwymiarowym lub
na powierzchniach w przypadku tréjwymiarowym. Staje si¢ jasne, ze w przypadkach
wielowymiarowych dokladno$é predykeji temperatury w dowolnym punkcie na zewnatrz
obszaru ograniczonego przez krzywe (powierzchnie)- na ktorych przebiegi temperatur
sa znane, w istotny sposob zalezy od ilosci termopar uzytych do wyznaczenia tych prze-
biegow. '

Ograniczajac si¢ w rozwazaniach do zagadnienia dwuwymiarowego, konstruuje Imber
rozwigzanie w sposob analogiczny jak dla problemu jednowymiarowego [18, 19]. Roz-
wigzuje on zatem roéwnanie '
4.1 . V2T = e
z jednorodnym warunkiem poczatkowym oraz z warunkami opisujacymi temperature
w rogach pewnego prostokata

’ N
(4.2) T(xi, yot) = D) bY 1% ij=1,2,
. ’ n=1 .
oraz na bokach tegoZz prostokata
(4.3) T(x,y;, 1) = f;(1)  pizy czym x € (x, X2),
(4.3), T(x;, 3, 1) = /() przy czym y € (yy, 2)-

W celu otrzymania rozwigzania we wnetrzu prostokata, wykorzystuje transformacje
Laplace’a. Specjalnych metod trzeba uzyé dopiero przy eksploatacji rozwiazania poza
ten obszar. Istota metody ekstrapolacji temperatury w przypadku wielowymiarowym polega
na sprowadzeniu zagadnienia do jednowymiarowego. Dokonuje si¢ tego, dobierajac
odpowiednie drogi, na ktérych przeprowadza 8ig operacje ekstrapolacji. W rozwazanym,
dwuwymiarowym przypadku autor wybiera przediuzenia bokéw prostokata. Uzyskuje
w ten sposdb do predykcji temperatury na zewnatrz obszaru te same dane, ktore poshuzyly
mu do wyznaczenia rozwjazania wewnatrz prostokata. Postepujac teraz zgodnie z omoéwiona
w rozdziale 2.1, pracy metoda, [18], otrzymuje w ten sposéb po jednym lub kilku krokach
przebiegi temperatur w o$miu, punktach na brzegu rozwaZanego ciala. Aby wyznaczyé
przebiegi temperatur w punktach wewngtrznych badZ brzegowych nie lezacych na wspo-
mnianych wyzej drogach, nalezy obra¢ jako nowe drogi ekstrapolacji badZ proste prze-
chodzace przez prostokat (réwnolegle do poprzednich), badz przecinajace obszar wyzna-
czony przez te proste. W ten sposéb mozna wyznaczy¢ przebiegi temperatur w kazdym
punkcie dwuwymiarowego ciata o dowolnych ksztattach, tyle tylko, ze czeéé wyznaczonych
przebiegéw beda to wyniki niejako drugiej generacji (w oparciu o dane — wyniki ekstra-
polacji na drogach przechodzacych przez obszar prostokata).

Metoda Imbera jest dosyé ucigzliwa w zastosowaniu do probleméw wigcej niz jedno-
wymiarowych. Potrzeba wykorzystania jako -danych wyznaczonych uprzednio poza

3 Mech. Teoret. 1 Stos. 4/80
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obszarem przebiegow temperatury znacznie zwigksza mozliwo$¢ biednej aproksymacii,
Ponadto minusem metody jest konieczno$¢ wprowadzenia do badanego obiektu duzej
iloéci termopar. Imber podaje, ze przy osmiu czujnikach (w kazdym narozu i w $rodku
kazdego boku prostokata) otrzymane wyniki sg obarczone blisko 10%; bledem. Wspomina
on takze o ,,waskim gardle” metody, jakim jest — przy duzej liczbie termopar — wielkosé
ukladu réwnan na wyznaczenie statych w zwigzkach typu (2.8). Przy dwunastu termopa-
rach (po dwie termopary pomiedzy narozami) i przy uwzglednieniu tylko pigciu pierwszych
wyrazéw szeregdw typu (2.8), (zawieraja one — z uwagi na dwuwymiarowo$¢ zagadnie-
nia — wyrazy o dwéch wskaZnikach, podobnie jak po prawej stronie zwiazku (4.2)) —
liczba niewiadomych. wynosi 40 [21], tzn. do wyliczenia s wyznaczniki o rozmiarach
40x 40 i to jeszcze na etapie przygotowywania danych do wyznaczenia ekstrapolowanej
temperatury! Z tej przyczyny Imber proponuje [21], aby termopary umieszezad blisko
interesujacego nas obszaru, a wymiar prostokata i liczba termopar powinny by¢ jak naj-
mniejsze.

Wydaje sie, ze stosowanie metody Imbera nie moze da¢ wynikéw bliskich rzeczywi-
stoéci, gdyz wprowadzenie duzej liczby czujnikdéw spowoduje niewatpliwie zmiany w polu
temperatury. '

5. Odwrotne zagadnicnja temperaturowe w termosprezystoscl

Zupelnie nowe mozliwosci, szczegdlnie jesli chodzi o wyznaczanie pola temperatury
na zewnatrz obszaru o znanych warunkach brzegowych, wprowadzajg idee zawarte w pra-
cach [10]1 [12]. W pracach tych oméwione sa metody wyznaczania temperatury i strumienia
ciepla na powierzchni cial, gdy uwzglednia sig efekt sprz¢zenia pola temperatury z polem
przemieszczen. Dokonana analiza dotyczyla jednowymiarowych zagadnien teorii naprezen
cieplnych (a wigc bez uwzglednienia tzw. efektéw krzyZzowych). Sformulowanie problemu
zawierato réwnanie przewodnictwa cieplnego (2.1) z jednorodnym warunkiem poczatko-
wym, warnnkiem symetrii (izolacji w przypadku plyty) dla x = 0 oraz réwnanie ruchu
w przemieszczeniach.

2 1-28 & 1-28 1 @& AT(x, 1)
[ Wt T T e e |t =k
z warunkami brzegowymi i poczatkowymi

du(x, 1)
ot

5.1

(5.2) u(x, Q). =

=0, u0,0)=0; o.(,1)=0

2G (1+26%)
e[1—-(1-2fp] "

f# — wspébtczynnik ksztattu, oméwiony w rozdziale 2.2, u(x, t) — przemieszczenie w kierun-

gdzie ¢? = G — modut Scinania, » — liczba Poissona, o — gestosé,

kuosix, kg = T:}_—%a,, o, — rozszerzalno$¢ cieplnej. W rozpatrywanym zagadnieniu
B # 0,5. o,y jest wspotrzedna tensora napreZenia, okre§lona nastepujaco:
2G wll u
5.3 = 28 - )22 - el
(5.3) Tee = [T —2B) [(1+ By +(1-28)» : (1+9)0, T]
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W celu otrzymania rozwigzania zagadnienia odwrotnego pola temperatury stosuje si¢
tu, podobnie jak i w wielu poprzednio oméwionych pracach, analiz¢ transformat Laplace’a.
Pozwala ona wyrazi¢ temperaturg powierzchniowa lub strumien ciepla na brzegu, gdy np.
znany jest przebieg przemieszczenia w punkcie x*, tzn. u(x*, ) = u,(t). Dla transformaty
temperatury oraz strumienia ciepla na powierzchni ciala zachodza woéwczas zwigzki
[10]

(1, 5) = w(s) Cf;;sk . _V SIs(Y5) Ly(s. B) :
I‘ﬂ"'l(x* ]/S ) Ll(s’ ﬁ) “I-ﬁ+1(x*—c—)L2(S, ﬁ)
(54) | . _
2, 9) = () — i - sTpy(Vs) Li(s. B) :
: I-p+1(x* ]/S) Ll(S, ﬁ)—I_ﬂ+l(x=k_C_) LZ(S, ﬂ)
gdzie )

Ly(s, ) = (1+29) I_ﬂ(—f;-) ~(1=20) U =(1 =281 =T, (—j)

La(s, f) = (1+267) Ki I(/5)=(1=28) [1=(1=28) "1~ Ty u(V/5)

Podobne zwiazki mozna podaé dla przypadku, gdy znany jest w punkcie wewngtrznym

przebieg naprezen cieplnych [10, 12]. Aby transformaty zwigzkéw (5.4) byly odwracalne,

funkcja u,(f) musi by¢ odpowiednio regularna tak, ze beda spelnione dla niej warunki

analogiczne do warunku (2.12) {10, 12]. Przy zastosowaniu pomiaru przemieszczen me-

toda np. znaczonych atoméw (umieszczenie w odlewie np. cylindra silnika §ladowych ilosci
izotopu pierwiastka promieniotwérczego) uzyskuje si¢ mozliwo$¢ dokonywania posrednio

pomiaréw temperatury na tej powierzchni cylindra, kiéra wspotpracuje z tlokiem.

6. Podsumowanie

Niniejsza praca zawiera przeglad wazniejszych metod rozwiazywania zagadnien od-
wrotnych przewodnictwa ciepta. Jednakie oczywistym jest, Zze nie wszystkie prace dadza
si¢ jednoznacznie ,,zaszufladkowaé”. Do takich nalezy np. praca TuL1szkl [38], gdzie
nie tylko rozwigzano ztozony problem pél temperatury i naprezed, ale takze podano
sposOb wyznaczania temperatury powierzchniowej, ktérego nie da si¢ poréwnaé z zadnym.
z oméwionych. Nalezy jednak przy tym zaznaczyé, iz z uwagi na ztozonoéé rozwazanego
zagadnienia metoda podana w pracy [38] nie jest tak prosta i elegancka jak metoda IMBERA
[18, 22] czy BeckaA [6). Niniejszy przeglad nie zawiera réwniez wszystkich prac napisanych
na temat zagadnien odwrotnych przewodnictwa ciepla. Pominigto np. prace cytowane
w monografii TIEMKINA [36], jak réwniez sama monografig, ktora — choé traktuje o za-
gadnieniach odwrotnych — jest stosunkowo malo czytelna i nie zawiera treici przydatnych
dla eksperymentatora. Niewatpliwie niektore z podejéé zaprezentowanych w tej monogra-
fii, jak np. rozwijanie splotu w szereg, moze jeszcze znalezé zastosowanie, lecz wydaje sig,

3=*
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7e metody omowione w rozdziatach 2.1, 2.4. czy 3.1. naszego opracowania $a znacznie
prostsze i bardziej cleganckie.

Dalsze kierunki badan dotyczacych zagadnien odwrotnych, to rozwaZania dotyczace
probleméw nieliniowych jak réwniez rozwijanie metod predykcji temperatury przy-zna-
nych odpowiedziach przemieszczeniowych czy naprezeniowych w punkcie (punktach)
wewnetrznym. Te drugie problemy stanowia przedmiot badan autoréw tego przegladu.
Warto podaé, Zze w ogdlnosci zagadnienia odwrotne w sensie punktéw 1° 1 2° ze wstgpu
mozna podzieli¢ na -

a) zagadnienia odwrotne jednorodne, tzn dane i poszukiwane s3 przebiegi funkcji
tego samego rodzaju, np. temperatury, oraz :

b) zagadnienia odwrotne nicjednorodne, tzn. dane i poszukiwane sa przebiegi funkeji
réznych rodzajéw (por. rozdziat 5 pracy).

Rozpatrujgc zagadnienia odwrotne niejednorodne, gdy dane sa przebiegi dwoch roZnych
wielkosci, kazda w innym punkcie wewnetrznym, dochodzi sie do wniosku, ze ilo$é pro-
bleméw czekajacych na rozwigzania (zastosowania?) jest znaczna. Zwrécimy chociaZby
uwage na to, ze w punktach x, i x, moga by¢ znane przebiegi, odpowiednio, temperatury
i przemieszczen, temperatury i naprezen, przemieszczen 1 strumienia ciepla itd., a wobec
tego zagadnienia odwrotne moga dotyczyé np. w obszarze,, do tytu” temperatury, a w ob-
szarze ,,do przodu” przemieszczen, jak to jest w przypadku pierwszej ze wspomnianych
par znanych przebiegdéw. Jednocze$nie proste (bezpodrednie) zagadnienie brzegowo-
poczatkowe z warunkami typu Dirichleta badz Neumanna okazuje si¢ by¢ szczegdinym
przypadkiem problemu odwrotnego. Sa to wspomniane w rozdziale 2.2. brzegowe za-
gadnienia odwrotne, wéréd ktérych tylko jeden rodzaj probleméw — z warunkami brze-
gowymi trzeciego rodzaju [10, 12] — to brzegowe zagadnienia odwrotne. wlasciwe,

Ponad potowa prac oméwionych w przegladzie to publikacje z dziesieciolecia 1970 - 1980.
Wydaje sig, ze obecnie, przy burzliwym rozwoju metod badaf nieniszczacych, problematyka
zagadnien odwrotnych, nie tylko dotyczacych pol temperatury, jest szczegélnie aktualna
1 istotna.
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Peawme

OBPATHBIE 3AOAYUM TEMUIOIPOBOIHOCTH — OB30P JIUTEPATYPLI

B paGoTe npoAHCKyTHPOBAHO NYGTHKALIMY,, OTHOCSIIHECS K BOXPOCOM OOPATHBLIX IOl TeMIepaTyp.
DTOT psill BOIPOCOR, KOTOPDLI KHHTEPeCOBaX aBTOPOB 0030pa OCOGEHHO, CBAISHHBIE C NpoGremMamu
ONpeNeNICHMA PaspelllcHHMA BOMpoca KPacBo- HavalbHOrO BHE ofnacTd, onpegenéHHOH uepes Geper,
HA KOTOPOM 3afaHkl YCiHOBHA. Omucado 3afady JIMHeHHbIE Y HEIMHEHHbIE , ONHO K NBYXMEPHBIE, a TAKMKe
ofpaTHbIe 320Ul JULS CONPFOKERHBLIX mToneit. B xoxue paboTh! JaHbL aKTyaIbHBIC HANPABICHA U3y YeHIA
¥ BO3MOXXHOCTH ITPAKTHYECKHX MPHMEHEHHH 06GDATHbIX 337ad.

Summary

THE INVERSE HEAT CONDUCTION PROBLEMS — REVIEW

The papers dealing with the inverse heat conduction problems are being reviewed. The concerns
the following problems: to find a solution of an initial-boundary value problem outside the region deter-
mined by the boundary with prescribed conditions. The linear and nonlinear as well as one- and two-
dimensional problems are discussed. Also some inverse problems of the coupled fields are briefly presented.
In the last part of the review some new aspects and approaches to the problems as well as the possibilities
of application of their solutions arc given.

POLITECHNIKA POZNANSKA

INSTYTUT MECHANIKI TECHNICZNEJ

POLITECHNIKA POZNANSKA

INSTYTUT TECHNIKI CIEPLNEJ I SLLNIKOW SPALINOWYCH
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