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W zagadnieniach mechaniki niejednorodnego oérodka ciaglego rozpatruje si¢ trzy
podstawowe typy niejedgorodnoéci: nieciagta, dyskretna i stochastyczna. Dla kazdego
z przedstawionych typéw, rownania oraz metody rozwigzania sg zupelnie rézne, dlatego
mozna rozpatrywaé trzy samodzielne klasy zagadnien mechaniki niejednorodnego osrod-
ka cigglego.

Zadania z pierwszym typem niejednorodnosci sprowadzaja si¢ do réwnan réznicz-
kowych ze zmiennymi wspolczynnikami, w drugim przypadku rozwigzanie polega na
,,Z5zycin” rozwiazaf ma granicy obszar6w z wlasno§ciami jednorodnymi, w ostatnim
przypadku nalezy postugiwaé si¢ aparatem statystyki matematycznej.

W tej pracy rozpatrzymy niejednorodnosci pierwszego typu, kiedy mechaniczne cha-
rakterystyki materiatu sg ciggltymi funkcjami wspéirzgdnych, przy tym w kazdym punkcie
ciala spelione sg ogdlne prawa teorii sprezystosci lub plastycznodci. '

Niejednorodnoéé o konkretnej postaci powstaje przy réznych sposobach obrébki
cze$ci, w procesie produkcji (dzialanie wybuchowe, prowadzace do lokalnego zagesz-
czenia lub spulchnienia materiatu, twardnienie betonu itp.), przy napromieniowaniu,
istnieniu pola temperatury itd. W ostatnim przypadku, w zaleznoéci od materiatu, gradient
temperatury powodujacy niejednorodno$é moze byé istotnie rézny, od kilkuset stopni
(metale) do kilku stopni (zamarznigty grunt). I tak w zamarznigtym gruncie przy zmianie
temperatury o 5—7 stopni modul Younga moze zmienié si¢ dwukrotnie i wigcej. ZaleZ-
noé¢ charakterystyk mechanicznych od wspdirzednych wyznacza si¢ doéwiadczalnie
w kazdym konkretnym przypadku, a potem aproksymuje sie funkcje E(x, y, z), v(x, v, 2),
o,(x, y, z) itd. Tutaj E, v i o, sa odpowiednio modulem Younga, wspotczynnikiem Pois-
sona, granica plyniecia materiatu. Czesto otrzymanie odpowiednich danych doswiadczal-
nych jest bardzo trudne, dlatego funkcje te moga byé wrzigte w przyblizenin, aby tylko
pokazywaly tendencje¢ zmieniania si¢ wiasnosci, a w rezultacie rozwigzania konkretnego
zadania mechanicznego otrzymamy jakosciowa ocene wplywu tego czy innego czynnika.
Dalej bedziemy zakladaé, ze wszystkie charakterystyki mechaniczne osrodka sa znanymi
i zadanymi funkcjami. ‘

Jedne z pierwszych prac podwieconych teorii sprezystoici oérodka niejednorodnego
napisat S. G. MicHLIN [1, 2], wyprowadzil w nich réwnania plaskiego zagadnienia dla
ciaglej i dyskretnej niejednorodnosci. PdZniej podobne réwnania dla bardziej ztozonych
przypadkéw zostaly podane w pracach [3, 4 i innych). Jedna z podstawowych prac na
temat teorii plastycznoéci osrodka niejednorodnego jest praca W. Orszaka, J. RYCHLE-
WSKIEGO 1 W. URBANOWSKIEGO [5]. W ostatnich latach prace po$wigcone mechanice
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oérodka niejednorodnego opubli\kowali G. P. Korcziv [6, 7], W. A, Lomakin [8], N. A.
RosTocew [9] i inni autorzy [10-12]. Jest takZe duza ilos¢ prac poswigconych konkret-
nym zagéldnieniom mechaniki, w ktérych niejednorodno$é odgrywa istotna role. W pierw-
szej kolejnosci, oczywiscie, rozwigzano klasyczne zagadnienia mechaniki ciata stalego —
zagadnienie Lamégo dla walca i kuli [13-15 i inne], zadanie o klinie [16], zadanie Fla-
manta-Boussinesqa [17, 18]. Poréwnanie otrzymanych rozwiazas ze znanymi klasycznymi,
pokazuje, Ze niejednorodno$é osrodka motze istotnie zmieni¢ obraz stanu naprezen i od-
ksztakcen.

Niniejszy przeglad poswigcony jest przede wszystkim pracom, w ktdérych rozwigzane
sg zadania o rozkladzie naprezen w poblizu otwordéw. Wéréd wielu zastosowan takich
zadan w technice, szczegélna uwaga bedzie zwrdcona na zagadnienie koncentracji napre-
zefi w poblizu podziemnych pustek (jam, wydrazen), majacych prosta postaé: pustka
kulista i usytuowany poziomo, dostatecznie dlugi otwér walcowy. W pierwszym przypadku
zadanie jest osiowosymetryczne wzglegdém osi ¥ (Rys. 2.), a w drugim zadanie mozna
rozpatrywaé jako zadanie o plaskim stanie odksztalcenia (Rys. 1.). Jedynym obcigZzeniem,

y )

TINTTTIT T TI7TTTT 7 y

H \
Roo _
- 8 . , «
TN X -
AN TP 3 : '
: . 13} [
QN be - _
p .
. Y4
Rys. 1 Rys. 2

ktére powoduje powstanie pola naprezen jest cigzar wlasny osrodka. Przy tym cigzar
wlasny jako obciaZenie zewngtrzne wystepuje dwojako. Jesli z masywu Wciqé pewng
objetos¢ zawierajaca pustke, to przechodzace do zadania brzegowego i zewngtrznego brzegu
danej objgtosci, nalezy przylozyé obciaZzenie normalne p i styczne q.

p = —(H—Ryc0s0) |2 sin2@+ooszg),
® Y | 1—2» |
q =7(H—Rmcos@) i sin20,

' gdzie y — cigzar wlasciwy materialu, R, — promien wycigtej objetosci, ©® — kat bie-
gunowy. Oprécz tego, cigzar whasny wywoluje sily objetoéciowe, ktdre we wspbirzednych
kartezjasiskich maja postaé ¥ = —y, X' = Z = 0, a we wspdlrzednych biegunowych
i kulistych - : - _

' R = —yco0s8,
@ 6O = ysin®,
. trzecia skladowa jest réwna zeru. '

‘
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Okreslenie naprezen nawet w przypadku jednorodnym nie jest zadaniem elementar-
nym, jest kilka prac [19-22], w ktérych rozpatruje si¢ plaskie zagadnienie z otworem wal-
cowym. Na przyklad, zgodnie z [20], naprezenie 6y w poblizu szczeliny okresla si¢ wzorem

‘ I | AN I ST 8 4% Gnse| -
B =715 [(3a+ rs)sm@+( e 41_5 sin30 | —
CpH|[ 1 2} 122
_12—[1—11 (1+ir2-)+ 1_: (1+34)cos2@]

1 r 1-2v a 9 a®
+ya{[77-+ ) r A= )r3]51n@+

1 r 1 a3 5
el in3@;,
+{4a Tt ]sm@}
gdzie r — promien poprowadzony ze §rodka pustki, @ — promienr otworu. W przytoczo-
nych wyraZeniach ostatnie skladowe odpowiadaja stamowi naprezenia w nieskoriczonej

plaszczyZnie z otworem, a pierwsze dwie wystepuja przy przejéciu do polptaszezyzny.
Poza tym, druga skladowa odpowiada rozwigzaniu zadania Kirscha, jesli w kierunku

pionowym wystepuje obcigZenie yH, a w poziomym Tv—v yH. W ten sposéb, wplyw

cigzaru wlasnego wycietej objetosci okresla sie, w przytoczonym wyrazeniu, pierwszg
i trzecig skladowa. Jedliby ocenié¢ rzad poprawki, jaka wprowadza uwzglednienie cigzaru
wlasnego, to okazuje sig, Ze na brzegu otworu wzdluz promienia poziomego (€ = 0, m)
poprawka zeruje si¢, a przy innych wartosciach @ zalezy ona od » i osigga najwigksza
n 3n
272
tomiast rzad naprezen, okreslony druga skladowa, réwny jest yH. Mozna wycmgnqc
dwa wnioski:

wartos¢ dla v = 0 w punkme r=a,0 = . Warto$é poprawki réwna jest ya, na-

1. Wzdiuz poziomego promienia, tam gdzie W);stgpuje najwigksza koncentracja mna-
prezen, uwzglednienie wplywu ciezaru wlasnego ofrodka nie zwigksza dokladnosci w po-
réwnaniu ze znacznie prostszym zadaniem Kirscha.

2. Uwzglednienie wplywu cigzaru wlasnego os$rodka daje istotng poprawke w rozwia-
zaniu, gdy promienn otworu jest poréwnywalny z glebokoscia potozenia szczeliny H.
W przeciwnym przypadku poprawke mozna pominaé.

Oczywiscie, podobne wnioski beda prawdziwe réwniez w przypadku pustki kulistej.

W ten sposéb, dla oceny stanu naprezenia pray spetnieniu warunku H & aw przypadku
jednorodnym mozna wykorzystaé rozwiazanie Kirscha w zadaniu z otworem walcowym,
a przy pustce kulistej — zadanie o $ciskaniu oérodka w trzech kierunkach z takim samym
otworem. Ostatnie rozwigzanie -otrzymuje sie bardzo jatwo droga superpozycji trzech
rozwigzan dotyczacych rozciagania (§ciskania) preta z pustka kulistg [23]. Przytoczymy
Wwzory na mnapreZenia wystgpujace przy Sciskaniu oérodka w trzech kierunkach. Niech
w pewnej odlegloéci od pustki na oérodek oddziatywuja obciazenia fciskajace

0y = —’}/H, Oy = 0, = —
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Wowcezas w poblizu pustki naprezenie o, = 0, a dwa pozostate naprezenia normalne
w punktach charakterystycznych oblicza si¢ ze wzoréw (Rys. 2).

by (A+»)(5r—1)
o = o = 7”H 7= (1—»)

3 O-16v+5°)
(7 ) (1—») °
2 3 (=14 14y ~150%)
A A (e
Na Rys. 3 pokazaliSmy zaleznosci tych trzech naprezen (zauwazmy, ze pxzy Zmianie
kata © przyjmuja one wartosci ekstremalne) od wspolczynnika Poissona. Poza tym, przy-
toczylismy wykres réznicy napreZen gtdwnych of?—of?. Widaé, ze wykres ten lezy po-
wyzej wykresu o2 dla malych wartoéci » i w tym naog6t rzadkim przypadku moze odpo-
wiadaé za zniszezenie. Praktycznie, przy warto$ciach » (0.2 +0.35) réznica miedzy napre-
zeniami gtownymi 6§ — o!? tzn. w rzeczywistosci samo naprezenie 65 (o, = 0) jest mak-
symalne i zmienia sig meznacznie przy zmianach », Ostatni fakt pozwala stosowaé do oceny
naprezed jeszcze prostsze rozwigzanie — zadanie Lamégo dla grubosciennej powloki
kulistej. Zauwazmy, ze rozwigzanie (4) dla » = 0.5 (przypadek réwnomiernego wszech-
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stronnego $ciskania) jest rozwigzaniem zadania Lamégo. Jedli z tego punktu widzenia
Tozpatrzymy powyzej wspomniane rozwiazanie zadania Kirscha dla plaskiego zagadnienia
Tomax
yH
w zaleznosci od wspoiczynnika Poissona-zmienia sie w 'granicach od2 (»=05)do 3
(» = 0), co pozwala stosujac rozwiazanie zadania Lamégo dla rury grubosciennej, wpro-
wadzi€ poprawke dla dowolnej wartoici ».

z otworem walcowym, to okaze sig, Ze wspolczynnik koncentracji napreZzen K =
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Przytoczone powyZej rozwazania, dotyczace sprowadzenia zadania o koncentracji
naprezed w poblizu podziemnych pustek do znacznie prostszych zadafi mialy dwa cele.
Po pierwsze, pokazaliSmy, Ze zatozenia o nie istnieniu cigzaru wlasnego i o tym, ze wspol-
czynnik Poissona jest bliski 0.5 przy okreslonych warunkach nie daja istotnych réznic
w poréwnaniu z rozwiazaniem $cistym. Po drugie, przy przejsciu do zagadnieni z wiasnos-
ciami nicjednorodnymi rozpatrzenie tych duzo prostszych zadan pozwala duzo jadniej
i zrozumialej wyjasni¢ wpltyw réznych czynnikéw na stan odksztalcenia i napr@Zenia.\
Przy tym, jak widaé, wyniki obliczen tak jglk i w zadanijach dotyczacych o$rodka jedno-
rodnego nie bedg bardzo rézni¢ si¢ od rzeczywistosci. Wigkszos¢é prac o komcentracji
naprezen w oérodku niejednorodnym, tak w teorii sprezystodci, jak w teorii plastycznosci
poswiecona jest jednowymiarowym zadaniom symetrycznym. Przed przejéciem do roz-
patrzenia poszczegélnych prac, warto zatrzymac¢ si¢ krétko na podstawowych réwnaniach
mechaniki ciaglego oérodka niejednorodnego i niektérych metodach ich rozwiazan. Jak
wspomnieli§my powyzej, réwnania teorii sprezystosei ciaglego o$rodka nicjednorodnego
dla zagadnienia plaskiego zostaly wyprowadzone w pracach [, 3]. PdZniej analogiczne
réwnania otrzymano w pracach [4, 6 i innych]. Tak jak w przypadku plaskiego zagadnienia
jednorodnego, mozemy peshuzy¢ si¢ funkcja naprezen Airy’ego — i w ten sposéb zagad-
nienie sprowadzi si¢ do jednego roéwnania czwartego rzedu, ktoére mozna zapisaé w po-
staci
(5) V4P + LO+PH+P° = 0.

gdzie V2 = A — operator Laplace’a, L — operator rézniczkowy trzeciego rzedu, a PH
i P® — odpowiednio niejednorodny i jednorodny operator, dzialajace na cziony nie zawie-
rajace . Zardwno w biegunowym, jak i w kartezjanskim ukliadzie wspétrzednych wspo-
mniane operatory przy dowolnych. zaleznosciach, obu statych sprezystosci od wspoirzed-
nych majg bardzo skomplikowany zapis (tak np. operator L w biegunowym ukladzie
wspotrzegdnych, w ogdlnym przypadku sklada si¢ z 33 sktadowych). Jednak dla przejrzy-
stosci przytoczymy tutaj postaé operatordw L i P¥ dla szczegélnego przypadku, kiedy
v = const., a modul Younga zadany jest przez jedna z prostszych zaleznoici E = Eqr”,
przy czym z poérod sit objgtosciowych rdzna od zera jest tylko sktadowa pionowa (Rys. 1.)
réwna y (cigzar wlasny oérodka). W tym przypadku

: _ 2n 00 2n O*® 2n Bn  n(n+1) | 8*®
© LP=—F 50~ 7 a ["7«? = —7*—](3—
3n._"Bn(n+l) | 3*°@ n  Bn(n+1)| 0P
FR T O PR R N
1 -
n pe ==n(n—+)[-—(1 —B)ycos®+ (1+ B)ycosB@cos260] —

2r?
1+B

— %[ ~2(1 —B)ycos©O-+ ycosOcos2@+ (1+ B)y sin® sinZO] .

Tutaj B = Ti_v Widaé, ze takze w tym stosunkowo prostym przypadku réwnanie (5)

ma bardzo zlozona postaé.
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Wiérdd 'réinych metod rozwigzan plaskiego zagadnienia niejednorodnej teorit spre-
zystodel, w wigkszosci stosuje si¢ tradycyjnie: metode zmiennej zespolonej [24], funkcje
specjalne -[18], metode matego parametru, rozwigzania przy pomocy szeregéw [4, 25] itd.
Interesujaca jest ogélna metoda rozwigzania réwnania (5), przedstawiona przez G. B.
Korcziva [26] metoda kolejnych przyblizen. W metodzie tej poszukuje si¢ funkeji @ w po-
staci szeregu

(8) o=D0.

]
=0

Wéwezas réownanie (5) mozna przedstawi¢ w postaci nieskonczonego ukladu réwnan

. 4 . V4¢0 - ‘—PH :_PO,
(9) VAQ)l = —L®0,
V4q}k = _Lék—l

Jesli przyjmiemy, ze szereg (8) jest malejacy i poczynajac od pewnego N odrzucimy jego
- czlony przyjmujac, Ze ostatni zatrzymany jest dostatecznie maly, to otrzymamy LD,_, = 0.
Wéwezas mozemy przejéé do skoniczonego ukladu réwnan (9), w ktérym pierwsze
réwnanie daje rozwigzanie zadania jednorodnego, a wszystkie nastgpne s3 pewnymi po-
prawkami wynikajacymi z niejednorodnoéci. Przy korzystaniu z tej metody warunki brze-
gowe musimy spelni¢ jedynie przy calkowaniu pierwszego réwnania, tzn. rozwiazujac
zadanie jednorodne. We ‘wszystkich nastgpnych etapach calkowania warunki brzegowe
sa jednorodne. Jesli w pierwszym etapie nie udaje si¢ dokladnie spelni¢ warunkéw na gra-
nicy, to mozna to osiagnac przy obliczeniu nastgpnych przyblizen. Metoda ta byla zasto-
sowana przez G. B. KorLcziNa w rozwiazaniu pewnych zagadnien [6], a takze przez W. N.
TORLINA [25]. Nalezy zauwazy¢, Ze jak przyznaje sam autor tej metody, zbiezno$¢ jej nie
jest udowodniona i moZe byé jedynie przeanalizowana droga poréwnania kolejnych
przyblizen. .
Ponizej, na przykladzie zadania Lamégo rozpatruje si¢ dwa przypadki postugiwania
si¢ ta metoda. Rozpatrzymy rurg gruboscienna, ktérej promien wewngtrzny réwny jest a,
a zewnetrzny b = 2a, obcigzona zewnetrznym réwnomiernym ci$nieniem p, Przypusémy,
ze v = 0.5, a zalezno$¢ modutu Y'ounga od promienia ma postaé

(10) ) A E = Eom.

Takie zadanie ma rozwiazanie §cisle, przy czym nie potrzeba postugiwa¢ si¢ réwnaniem
(5), lecz mozna rozwiazac¢ zadanie, przyjmujac jako funkcje rozwiazujace naprezenie o,.
W danym przypadku zadanie sprowadza si¢ do rozwiazania réwnania drugiego rzedu
" {27, 28]. Nie zatrzymujac si¢ nad szezegélami wyprowadzenia tego réwnania i metodzie ,
rozwiagzania (co pokazemy w drugiej cz¢éci pracy), przytoczymy tu postaé réwnania dla
danego przypadku oraz wzory na napreZenie otrzymane z¢ §cistego rozwigzania zadania

¢8) ' rol’ + (3 —n)o. = 0.
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Tutaj prim oznacza rézniczkowanie wzgledem promienia

p r n—2
e T

oo = —l_—gn_—; [1 —(n—l)(-;—)n_ J

Dane rozwigzanie jest prawdziwe dla kazdego n, za wyjatkiem n = 2. W tym przypadku
w wyniku calkowania otrzymuje si¢ logaryty. Zadanie to mozZna rozwiaza¢ metoda ko-
lejnych przyblizen, ktéra moze by¢é zastosowana do réwnania (11). Jesli wydzielié w tym -
réwnaniu cze$¢ odpowiadajaca zadaniu jednorodnemu, to mozna zapisaé je w postaci

(12)

(11a) ‘ ro,’ +30, = no,.

Z prawej strony szt@puje odpowiednik operatora L z rownania (5). Znajdujac roz-
wiazanie zadania jednorodnego

_ 4p( a?

13) T 1—7)’
| o, ___4P 1+"a_2

60 — 3 r2 >

z réwnania (112) mozna obliczy¢ pierwsza poprawke danego rozwigzania, ktérama postaé

4n 1 a? a> r .

4n 1 a? a? { r

a po pierwszej iteracji otrzymuje sie rozwiazanie w postaci sumy

(14)

oV = 010+ 0,p,
08" = 0o+ 0oy

Poréwnanie naprezen og, obliczonych ze wzordw (12) i (15) pokazuje ze juz po pierw-
szym przybliZzeniu otrzymuje si¢ nie wiele réznigce sie¢ wyniki dla pewnych n, na przykiad
n=11 n= —2. .

Jednak w przypadku n = 3 réznica wynosi 50% i w tym przypadku jasne jest, Ze pierw-
sze przybliZzenie jest niewystarczajace. Wida¢, ze nawet przy rozwiazaniu jednego-zadania,
w zaleznodci od iloéci parametrow, potrzeba duzej ilosé etapow iteracji dla otrzymania
dobrych wynikéw. Zauwazmy, ze w danym przykladzie &cisle rozwigzanie otrzymuje sig
latwiej, niz przy zastosowaniu metody kolejnych przyblizen; ale czgsto metoda ta moze
by¢ stosowana znacznie efektywniej, kiedy $cislego rozwigzania nie udaje si¢ otrzymac.

Przytoczony ponizej drugi przyklad réwniez dotyczy zagadnienia zbieZnosci roz-
patrywanej metody kolejnych przyblizend. Autorowi tej pracy wspdlnie z T.S. Daniking
udalo si¢ dla szczegdlnego przypadku otrzymaé rozwigzanie w postaci szeregu, ktory
przy okreslonych warunkach jest zbiezny do écistego rozwiazania. Tak jak i w poprzednim
przykladzie, rozpatruje sie rure gruboscienna, ktérej wewngtrzny promient ¢ = 1, a zew-
. ngtrzny ¢ = b (p,— bezwymiarowy promief). Rura moze byé obciazona dowolnym rdw-

a5
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nomiernym ci$nieniem na zewnetrznym i wewnetrznym brzegu, Kladac v = 0.5 i przyj-
mujac zalezno$§¢ modulu Younga od promienia w postaci

(16) . E(o) = Eo(l —’9’—1)

podstawowe réwnanie rozwigzujace to zadanie mozna zapisaé w mastgpujacej postaci

d?F 1 dF F

¢¥) 7 Er I P L(F),

gdzie F — funkcja zwigzana z napreZzeniami nastgpujacymi zaleznosciami
F dF

.0, = -— Cpn = ——
. e’ © do’
a L(F) operator okreslony przez niejednorodnos$¢ materiatu

dF 1 dF F mn (dF F
do” "¢ dg T ) T \de T o
W przypadku m = 0 modu}l Younga jest staly, operator L(F) = 0 i réwnanie (17) odpo-

Lo 4}
wiada zadaniu jednorodnemu. Zadajac funkcj¢ F w postaci szeregu F = Z F, i prze-
K=0 :

(18) L(F) = =

ksztalcajac réwnanie (17) w uklad (9), udaje si¢ skonstruowaé zaleznos¢ rekurencyjna
(19) L(Fy) = fL(Fe-r) = BL(Fo),
gdzie '
me btz —1 .
B==i2 n+2 S YT ) i

Zauwazmy, Zze warunki brzegowe w tym rozwigzaniu spelione sa juz w pierwszym
etapie przy rozwiazaniu zadania jednorodnego, a we wszystkiclh nastgpnych etapach
20) Flo=1)=F(=b=0k=1,2,...

Na podstawie zaleznosci (19) daje sie takze wyrazi¢ wszystkie nastgpne rozwigzania F
przez funkcje Fy: F, = f~1F,,

= ﬁk_lFl ’

2mBy | o 1
F, = n+2'[?+(1—°¢)0“’9,,—+‘f],

przy tym

a By, — jedna ze stalych roniqzania jednorodnego zadania

FO z%—'—c()\_

W ten sposéb, pelne rozwigzanie réwnanja (17) przedstaw1a si¢ w postaci nieskon-
czonej sumy

1) F=§' = Fo+ ZF —+cog+F1§ﬂk~1.
k=0 =1
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B
1-§

Szereg ten jest zbiezny dla |f| < 1 i w tym przypadku rowny Po prostych prze-

ksztatceniach funkcje F mozna doprowadzi¢ do postaci

Bor _p B 1

@ F = Cogt B8~ Bow oo

gdzie

o
C01 = Co‘{‘Bor*l _

Sciste rozwiazanie rownania (17) otrzymano w [29], pokrywa si¢ ono z rozwiazaniem (22).
Rozpatrzmy warunek zbieznosci szeregu (21)—|B| < 1, ktéry naklada okreslone ogra-
niczenia na parametry m, n i promied b. Tak np. dla m =075, n = =1, 6 =2, 8 =1
szereg jest rozbiezny. Dla funkcji (16) asymptotycznie zbiegajacych do wartosci granicznej
przy zwigkszeniu si¢ o, n jest zawsze dodatnie, a m < 1 (je§li m > 1, to dla ¢ = 1, E mu-
sialoby by¢ ujemne). Rozpatrujac przypadek b — oo (x = 1) mozna okre§lié obszar

. . . 2m .
zbieznosci szeregu (21) w danym przypadku. Poniewaz teraz f = PRt to warunkiem
koniecznym zbieZno$ci szeregu jest, by state m.in byly zwiazane zaleinoécia

_n+2 <m< nt2 .

Prawa nieréwnos¢ przy przedstawionych powyzej ograniczeniach (m < 1, n > 0) spel-
niona jest zawsze, a lewa moze nie by¢ spetniona, wowczas szereg bedzie rozbiezny. W tych
przypadkach, kiedy szereg jest zbiezny, szybko$¢ jego zbieznosci w duzym stopniu zalezy
od wielko$ci . Dla maltych f w celu otrzymania dostatecznej dokladnosci konieczne sa
2-3 przyblizenia. Jesli § jest bliskie 1, to dla otrzymania dokladnych wynikow moze byé
niezbedna duza liczba iteracji. Fakt ten jest potwierdzony takze przez rozpatrzony powy-
zej przyktad. : '

Zanim przejdziemy do oméwienia poszczegdlnych prac, dotyczacych rozwiazan zadan
zwigzanych z koncentracja naprezef w osrodku niejednorodnym, przedyskutujemy bardziej
szczegbtowo wplyw nicjednorodnodci na mechaniczne wlasnoéci materiatéw. Jako pod-
stawowe zrodia rozpatrzymy prace {5, 29]. W pracy [5] gtéwna uwage zwrécono na zmiang
sprezysto-plastycznych wiasnodei metali pod wplywem dwoch podstawowych przyczyn:
napromieniowanie strumieniami neutronowymi i pole temperatury. Przytoczone sa dane
do$wiadczalne dotyczace wplywu wymienionych czynnikéw na wykres rozciggania, gra-
nicg piynigcia oraz wytrzymalto§é pewnych metali. Zauwazmy, Zze zwigkszenie strumienia
neutronéw prowadzi do zwigkszenia sie dwoch ostatnich charakterystyk, a zwigkszenie
temperatury obniza granice wytrzymatosci i plastycznoéci. Pokazane zaleznosci dodwiad-
czalne maja naogoét skomplikowany charakter, rézny dla réznych materlaléw i ich ana-
lityczne przyblizenie jest bardzo trudnym zadaniem. ‘

W pracy [29] na podstawie wlasnych badai do$wiadczalnych oraz na podstawie wyni-
koéw prac [30-34] przytoczono dane na temat wlasnogci mechanicznych mineratéw i ich
zmian, powstajacych pod wplywem wybuchdw i proceséw cementacji. Przy wybuchowym



528 W. I. ANDREIEW

wierceniu tuneli oraz przy tworzeniu pustek za pomoca zamaskowanego wybuchu moga
zachodzi€ rozne zjawiska, w zaleznosci od typu skaty. W pewnych przypadkach moze na-
stapi¢ zgegszczenie materiatu, prowadzace do zwigkszenia modutu odksztalcenia (analo-'
logiczne zjawisko zachodzi w-mineralach zgeszczonych przez cementacje), a w kruchych
skalach moze powstaé obszar zarysowan, w ktérym modut odksztaicenia jest mniejszy
niz w niezniszczonym masywie. Na Rys. 4 przedstawiony jest charakter zaleznosci dwdch
oméwionych typow. W miare oddalania si¢ od pustki, modut dazy asymptotycznie do
wartosci wyjsciowej. Dla takxch zaleznodel zaklada sie anahtycznq forme zapisu (tutaj
zastosowano inne oznaczenie niZz w pracy [29])

(23) | E = E, [1 + (kg — 1)(-‘,’—)]

Rys. 4

gdzie E,, — modul Younga w nienaruszonym masywie, k, E, — wartoé¢ modulu na
brzegu pustki, a — promied pustki, n — parametr. Funkcja (23) dobrze opisuje rzeczy-
wiste zaleZnoscl, dla k; < 1 jest to typ niZszej krzywejna Rys. 4., a dla k, > 1 — wyZszej.
Dla funkcji asymptotycznie zbiegajacych do wartosci granicznej, oczywiscie n > 0. Za- "
uwazmy, Ze podobna zaleznodé wystepowala juz wezesnicj (16).

Poza zmiang wiasno$ci odksztatceniowych, przy pojawieniu si¢ niejednorodnosci po
wybuchu zachodzi takze zmiana wytrzymaloéciowych wlasnoéci materiatu, W [29] przy-
toczone sa pewne zaleznosci granicy wytrzymatoéci w miare oddalania si¢ od brzegu
pustki. W celu analitycznego zapisania tej zaleznoéci oraz zaleznosci granicy plyniecia
od promienia moZna tez wykorzysta¢ funkcje typu (23). Zatrzymajmy sie jeszeze nad
pewnymi postaciami aproksymacji wlasno$ci mechanicznych, W niektérych pracach
[S; 14, 38 i innych] dla modutu Younga stosuje si¢ funkcje typu E = E, 0", E = Eo(4 + Bo)",
E = Eqem" i inne. Pierwsza z przytoczonych funkcji jest najprostsza przy calkowaniu
réwnania rézniczkowego, jednak moze ona doéé efektywnie aproksymowaé rzeczywista

_zalezno$¢ jedynie w ciatach ograniczonych, poniewaZ dla ¢ — co, E réwnieZ roénie nie-
ograniczenie, co przeczy rzeczywistosci. Zatrzymajmy sig jeszcze krétko na drugiej cha-
rakterystyce sprezystej — wspétczynniku Poissona v. W pracach [35, 37 i innych] dla tego
parametru stosuje si¢ takze rézne zaleinodci funkcjonalne, jednak niedostateczno$é i nie-
wiarygodno§¢ danych do$wiadczalnych dotyczacych wplywu niejedporodnosci na ten
wspolczynnik nie pozwala okreélié tej zaleznosci. Oprécz tego, w pracy [37] wskazuje sig
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na stosunkowo niewielki wplyw tej charakterystyki na stan naprezenia, a na podstawie
wszystkich powyzszych rozwazan nalezy w obliczeniach plzyjmowac staly wspdtczynnik
Poissona.

Wracajac do problemu koncentracji naprezen w poblizu pustki w masywie skalnym,
rozpatrzmy zagadnienie o podstawowym stanie napreZern w nim. Korzystajac z pracy' [29]
i pomijajac anizotropig¢ masywu, w znacznej odlegto$ci od pustki naprezenia mozemy przed-
stawi¢ w mnastgpujgcej postaci:

Oy = _VH’
249 0, = 0, = — Ty——v_yH .
Dla dostatecznie duzych wartoéci » (bliskich 0.5), ciénienie na gl¢bokosci H mozna roz-
patrywaé jako hydrostatyczne, na co w szczegdlnosci wskazuje praca [38]. Zauwazmy,
ze z (24) wynikaja przytoczone wyzej réwnania (1).

Na podstawie powyZszych rozwazan mozna pokazaé, ze dla oceny wplywu mejedno—
rodnosci na stan naprezenia w pobliZu otworéw, wygodnie jest rozpatrzy¢ jednowymiarowe
zadania z osiowa i Srodkowa symetria. Podobne podejscie jest dostatecznie usprawiedli-
wipne z punktu widzenia stosunkowo nieduzych rézni¢ w jakoSciowej ocenie koncentracji
napreZen w rzeczywistych warunkach i pozwala pogladowo przefledzi¢ jakosciowy wplyw
poszczegdlnych czynnikoéw. Wladnie tak postgpuje wigkszo§¢ autoréw [24, 39, 43, 44]
nie méwiac o pracach po$wigconych bezposrednio jednowymiarowym zadaniom [38, 40,
41, 45, 46 i inne]. W niektérych z wymienionych prac [24, 39] podstawiono znacznie ogol-
niejszy problem, przy dowolnych zaleZnoéciach charakterystyk sprezystych od dwoch
wspolrzednych, wyprowadza si¢ petne réwnania dla plaskiego zagadnienia. Jednak kon-
kretne rozwigzania otrzymano dla przypadkéw uproszczonych, przechodzac od ogdlnych
rownan do zadania jednowymiarowego.

W sposéb najbardziej pelny w literaturze rozpatrzono sprezyste osiowosymetryczne
zagadnienie walca grubodciennego [25, 36, 37, 39]. W tym przypadku zadanie sprowadza
sig do zwyczajnego réwnania rézniczkowego drugiego rzgdu ze zmiennymi wspolczynni-
kami. Jako funkcje rozwiazujaca stosuje si¢ albo funkcje naprezed Airy’ego — albo
znacznie prostsze funkcje (patrz np. (17)). Jeéli obie charakterystyki sprezyste E i » s3
funkcjami promienia, to przy braku sit objetosciowych i temperatury, rébwnanie rozwiazu-
jace dla @ zgodnie z [25], bedzie mialo postaé

(25) f"V"V"@ 2f1f1 i VZ@ -——flf1 L®—I[f.f1 —2(f1)2]L2(Z5-—
- ,
—”of1( fifz *2f1f2) (L1+”of2 2 J(b'*'”oflfz a2 = 0.
Tutaj f; (r) 1 f5(r) — funkcjonalne czgéci charakterystyk sprgZystych

E = EofL(") Y= "’sz(")
1 d a2 d? 1 d
LI-ZTE—VOJ}WV’ L, =Tz —vofa— = dr’
d? 1 d
2 = —_— —_———
v 7
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Oczywidcie 1zad tego réwnania moina od razu obnizy¢ przez wprowadzenie funkcji.

_eD

=—

Jeszcze bardziej upraszcza si¢ réwnanie, jesli jedynie modul Younga jest wielkoscig
zmienng. Wowczas, postugujgc sie funkcja rozwigzujaca F(17), otrzymamy réwnanie
drugiego rzedu [39]

dr r
Podobne do wyzej otrzymanych réwnania uzyskano tez-w innych -rozpatrywanych pra-
cach. Ztozono$¢ rozwigzania réwnania (26), przede wszystkim zalezy od postaci funkcii
E(r). Jak wyzej wspommiano, najprostsza funkcja ma postaé E(r) = E,r", jednak nie
zawsze opisuje ona w zadowalajacy sposob rzeczywiste zaleznodci. Dla takiej funkcji
otrzymaho rozwiazania w [25, 36, 41]. Bardziej zloZony przypadek rozpatrzony jest réw-
niez w [36], gdzie otrzymano rozwigzanie z pomoca szeregu dla funkcji

(B—r)y

(b—a)y

a i b oznaczaja odpowiednio wewnetrzny i zewngtrzny promien rury lub pierécienia. *

Nie analizujgc szczegblowo wszystkich mozliwych postaci funkcji E(r), przytoczymy

jeszcze wyniki pracy [39], w ktérej otrzymano rozwigzanie dla funkcji postaci (16) przy.
warunkach brzegowych

dF [ E()

(26) EOrSE B —EQ)] —E@|r =0

27) E() = E

r=aqa 0, =0,
(28) r=>b- o o, = —yH.
Warunki te odpowiadaja zadaniu o zag}@bionéj pustce w masywie skalnym przy oddzia-
lywaniu cidnienia hydrostatycznego. Przytoczymy tu wzdr okreSlajacy napreZenia o,
n+2-2mn+Dr-" 1 ]

(29) 0 = yH[1+ e |

Oczywiscie dla m = 0, co odpowiada przypadkowi jednorodnemu, rozwiazanie przechodzi
w znane rozwiazanie zadania Lamégo. Wraz ze zwickszaniem si¢ m, tzn. przy zmniej-
szaniu sig modutu Younga w miarg przyblizania sic do brzegu otworu naprezenia zani-
kaja, a obszar najwigkszej koncentracji naprezefi przenosi sig¢ w glab masywu (Rys. 5.).

B I I
m=0
15 .
=
s
['s]
10— ]
m>0
| | [
051 2 3 4 5

Rys. 5
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© Nie zwracajac uwagi na to, ze wspdlczynnik koncentracji w danym przypadku jest
mniejszy niz w przypadku jednorodnym, ale uwzgledniajac takze zmiane we wiasnosciach
wytrzymatosciowych, nie moZna by¢ pewnym, Ze niejednorodnosé¢ takiej postaci gwaran-
tuje stabilnos¢ pustki. Fakt zmniejszania si¢ naprezen jest dostatecznie oczywisty, poniewaz
rozmigkczenie materialu w podblizu otworn prowadzi do zwigkszenia przemieszczen i czes-
ciowego odcigzenia strefy otaczajacej otwor. Przy istnieniu obszaru zageszczenia mate-
riatu, gdzie modut Younga jest wigkszy, niz przy nienaruszonym masywie sytuacja jest
odwrotna.

Nalezy powiedzie¢ kilka stéw o drugiej stalej sprezystej —». Jak pokazujg prace M.
M. Prornixowa [31, 37 i inme], wplyw tego parametru na stan naprezenia jest niewielki.
Jednak trzeba tu zauwazyC, Zze w zadaniu o masywie skalnym, przy zalozeniu ci$nienia
hydrostatycznego, zagadnienie wplywu » na stan napreZenia jest postawione niepopraw-
nie, poniewaz zaklada sie, Zz¢ v = 0.5 na zewnatrz wycietej objetosci i bytoby nielogiczne
przyjaé inng warto$¢ wewnatrz objetosci. Rownoczesénie zagadnienie wptywu na koncen-
tracje naprezen jest interesujace w zadaniach nie zwigzanych z zaltozeniami mechaniki
gorotworu. .

Wérdéd prac poswieconych zagadnieniu sprezystemu dla grubodciennej powtoki ku-
listej, Tozpatrzymy [35, 39, 42], przy czym w [42] rozwiazanie zadania sprezystego jest
czescia zagadnienia sprefysto-plastycznego. W pracy [35] przytoczono réwnania rozwia-
zujace dla funkcji ¢, zwiazane] z naprezeniami zaleZnodciami N
A e 1dp 2 dp

do> " @ do * o do

Jest to réwnanie trzeciego rzedu dla przypadku anizotropowego i przy uwzglednieniu
pola temperatury -

(30) d*p + (_2_ 1 da,, ) d’p 1 [d(2a12+a22) —

O

do® o a, dg do® " axpe do
2a;+a) ] dy 1 [ d(eo T) ]
—_— = = o, —p)fd —p————{.
Q do @220 '(e 02 =¢ do.

Tutaj a;; — stale sprezyste, «,, oo — wspdlczynniki liniowej rozszerzalnosci, T — tem-
peratura. Dalej w rozpatrywanej pracy réwnanie (30) sprowadza si¢ do réwnan klasycz-
nych dla réznych zaleznoSci moduldéw sprezystosci 1 wspolczynnikow poprzecznej defor-
macji. Tak wiec, jesli moduly sprezystosci sa funkcjami potegowymi typu (10), a wspot-
czynniki poprzecznej deformacii sa state, to réwnania (30) przechodzi w réwnanie Eulera.
Rozpatrzone sg takZe zaleznosei typu (27), wykladnicze i inne. W kazdym z tych przypad-
kéw otrzymuje si¢ réwnania znanego typu: Bessela, hipergeometryczne itd. .

W pracy [39] otrzymano rozwigzanie dla pustki kulistej w masywie skalnym przy zato-
Zzemiach rozpatrzonego wyzej zadania o pustce walcowej. Przy czym mnalezy zauwazyc,
Ze w przedstawionej pracy jest blad, ktory doprowadzit do blednych wynikéw liczbowych.
Jakosciowy wplyw niejednorodnoéci na stan naprezefi i odksztalcen jest taki sam, jak
w plaskim zagadnienin osiowosymetrycznym.

Na zakoficzenie przegladu rozpatrzymy dwie prace W. OLSZAKA i W. URBANOWSKIEGO
[41, 42], po$wiecone rgzwiaczaniu sprezysto-plastycznemu dla grubosciennego walca i kuli.
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Sformulowanie tych dwéch zadan, réwnania I metody rozwigzania ich sg bardzo podaobne,
dlatego zatrzymamy si¢ jedynie na rozpatrzeniu zadania o kuli. Rozpatruje si¢ materiat
idealnie plastyczny, kt6rego modut sprezystosci i granica plyniecia sg dowolnymi funkcjami
promienia. Przyjmuje si¢, ze wspolczynnik Poissona jest téwny 0.5, jak zwykle w zagad-
nieniach plastycznosci. Rozw1qzame w obszarze sprezystym otrzymano przy pomocy
catki

& so) = [ ar

gdzie G(r) modut odksztalcenia postaciowego. Dalej wyprowadzone sg zaleznosci okres-
lajace ci$nienie pomigdzy obszarem sprezystym (zewnetrznym) i plastycznym (wewnetrz-
nym), oraz réwnanie przestgpne dla okreslenia promienia ¢ rozdzielajacego te dwie strefy.
Réwnanie to ma postaé

@ P =0 = ha() ~ho(@2050(0) ~ o] 53¢

’i"utaj p i g — wewnetrzne i zewnetrzne réwnomierne cisnienie, Q(r) — charakterystyka
plastycznoéci, a h(r) — catka postaci

(33) ho(r) = 2 f Qi’) dr,

Otrzymano warunki powstawania strefy plastycznej na wewnegtrznym brzegu i uplas-
tycznienia sig calej kuli. W szczegblnodci, Zzeby spetni¢ pierwszy warunek, konieczne jest

monotoniczne zmnigjszanie si¢ funkcji :—3 G(rQ(r). Jako przyktad rozpatrzono przypadek,

gdy charakterystyki materiatu sa funkcjami potggowymi
(34) G(r) = 4r%, Q(r) =

Zauwazmy, Z¢ zaleznosci te pozwalaja stosunkowo tatwo otrzymac rozwiazanie, dzigki
prostej postaci catek (31) i (33). Przy bardziej ztozonych funkcjach (34) otrzymanie roz-
wigzania w zamknigtej postaci jest trudniejsze, przy czym, jak bedzie pokazane w II-giej
czefei pracy, odksztalcenia plastyczne moga powstawaé nie tylko na wewnetrznym brzegu
" kuli, ale takZe wewnatrz jej Scianki. W tym ostatnim przypadku okazuje sig, Zze dla otrzy-
mania rozwiazania zadania nie wystarcza warunkéw brzegowych w napreZeniach i na-
lezy rozpatrzyé przemieszczenia.
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_Pezrome

BOIIPOCEI KOHIEHTPALIMIM HANPSDKEHUM BBIVI3YM OTBEPCTBUM
B HEOOHOPOMHOM CPELE. YACTE I. OB30P

B paﬁore IPHBCHEH 0630p paSOT PEUICHHBIX 330aY KOrMa MEXAHUCCKUC XapaKTCPUCTHIKH MaTepyuana

ABJIAIOTCA HENPEPBIBHbIMI GYHKINaMH KoopauHat. O6Cy)KHaloTCa 3aaa L TCOPHH YITPYTOCTH M IISIACTHY-
HOCTH.

Summary

STRESS CONCENTRATION IN THE NEIGHBOURHOOD OF CAVITIES IN
NONHOMOGENEOUS MEDIA. PART I-REVIEW

A review is given of the papers concerning the solved problems. When the mechanical properties of the

material are the continuous functions of the coordinates. The problems of the theory of elasticity and
plasticity are discussed.
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