MECHANIKA

TEO RETYCZNA

1 STOSOWANA
3, 18 (1980)

DRGANIA UKEADU PRETOWEGO Z TARCIEM COULOMBA NA POWIERZ CHNIE
NIECIAGLOSCIY

ALFRED ZMITROWI1CZ (GDANSK)

1. Wstep

Liczne urzadzenia mechaniczne posiadaja konstrukcyjne nieciaglosci w postaci pola-
czen, miejsc podparcia, powierzchni rozdzialu. Wiréd nich wyréznia sie te nieciggtosci,
ktére charakteryzuja si¢ wyraznym ruchem wzglednym stykajacych sie powierzchni, zwa-
nym poslizgiem lub makroposlizgiem. W tych przypadkach zazwyczaj pomija si¢ odksztal-
calnoéé stykajacych si¢ powierzchni i traktuje je jako idealnie sztywne. Osobna grupe
stanowia pofaczenia w ktérych zachodza t.zw. mikropoélizgi, wskutek sprezystosci po-
wierzchniowej styku lub obecnoéci dodatkowych elementéw sprezystych (mity, $ruby,
sworznie).

Towarzyszace poslizgowi i mikropoélizgowi sily tarcia suchego powoduja rozpraszanie
energii ruchu, przemieszczajacych si¢ wzgledem siebie elementéw. Przez zjawisko dysypacji
energii 'drgajacego ukladu mechanicznego, tarcie suche przyczynia si¢ do redukcji odksztal-
cen 1 naprezenn dynamicznych a tym samym do zwigkszenia niezawodnosci i Zywotnosci
urzadzenia. Tiumienie drgan na skutek tarciowego oddzialywania stykajacych sie po-
wierzchni jest szczegdlnie pozadane tam gdzie wymiary, cigzar, stopien zlozonosci lub
koszt urzadzenia odgrywaja decydujaca role. Ponadto tarcie powierzchniowe stykajacych
sie elementéw jest na ogét wigksze od tarcia materialowego i w wielu maszynach jest gtow-
nym mechanizmem ttumienia [1, 2, 3].

Stosowany opis sif oporn w konstrukcyjnych nieciagioéciach nie zawsze jest zwigzany
z okre$lonym sposobem dysypacji energii. Zazwyczaj tlumienie to jest przedstawiane w 3
znanych postaciach (lepkie, histerezowe, tarciowe) lub ich kombinacji. Tarcie suche ge-
nerowane podczas ruchu najczesciej okrefla sie znanym wzorem Amontonsa i Coulomba.
Przyjecie liniowej zaleznosci sity tarcia od wersora predkosci poslizgu i wielkosci wzajem-
nego docisku, wprowadza nieliniowo$ci do réwnan ruchu.

Drgania zlozonych ukladéw konstrukcyjnych z tarciem suchym na powierzchniach
niecigglosci zazwyczaj opisuje sie zastepczym ukladem o 1 stopniu swobody. Taki model
dynamiczny przyjmowano dla belek warstwowych [1, 4, 5] oraz belek wspornikowych
z niewielkim obszarem styku [1, 4]. Podobnie postgpowano w przypadku pretéw z tar-
ciem suchym w obszarze zamocowania [1, 4, 6, 7]. W [8] modelem dynamicznym topatki
maszyny wirnikowej z tarciem konstrukcyjnym w zamocowaniu jest uktad o zmiennej

9 Praca wykonana w ramach planu badan MR I/26, temat 09.3.
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“liczbie stopni swobody (1 lub 2). Stan sztywnego i przesuwnego zamocowania a tym
samym liczbe stopni swobody ukiadu okresla zalezno$¢ ujmujgca wszystkie parametry
uktadu. Przemieszczenia fopatki sprezarki z tarciem suchym w styku t.zw. pétek opisano
w [9] .dynamicznymi liczbami wplywowymi. Przy tym zalozono zlinearyzowana postas
sity tarcia suchego. Ciagle ukiady belkowe z tarciem suchym na powierzchni rozdziaty
i w zamocowaniu rozwazano w [10, 11, 12]

Prosty uklad o 1 stopniu swobody z tlumieniem tarciowym jest przedmiotem analizy
zamieszczonej w podrecznikach teorii drgan np:. [13,14, 15, 16]. Jego ruch opisuje nie-
liniowe réwnanie rézniczkowe. Rownanie to mozna przedstawié w postaci 2 rownan li-
niowych ktérych rozwiazania ,,zszywa si¢” ze soba w chwilach zmiany znaku predkosci.
Wiele prac po$wigcono analizie rozwigzai bardziej ztozonych réwnan rézniczkowych
zwyczajnych ze skiadnikiem uwzglgdniajacym wplywy tarciowe np:. [17, 18]

Trudnosci zwiazane z opisem sit oporu w miejscach nieciaglodci oraz z poszukiwaniem
rozwigzan nawet najprostszych réwnan ruchu sprawity, ze w cytowanych powyzej pracach
rozpatrywano jedynie wybrane zagadnienia dynamiki. MozZna stwierdzi¢, Ze przyjecie
zlozonego ukladu dynamicznego z reguly pociggalo za sobg uproszczenie modelu tarcia
suchego (np. jego linearyzacje) i na odwro6t. Miedzy innymi teoria ukladéw o przeliczal-
nej ilodci stopni swobody z udziatem si tarcia suchego jest jeszcze w trakcie opracowy-
wania. ‘

W niniejszej pracy podjeto probe sformuiowania metody analizy drgafn wkiadu preto-
wego z tarciem suchym w miejscu konstrukcyjnej nieciggtosci. W odréznieniu od znanych
rozwazan [1, 4, 9] modelem dynamicznym jest ukiad o wielu stopniach swobody. Ogdlny
opis sil tarcia suchego na powierzchni styku otrzymano przy wykorzystaniu tensora tarcia
Coulomba. Na przykladzie drgan pakietu lopatek turbinowych wskazano na efekty wzbu-
dzen drgafi przez tarcie oraz sprzezen poprzez sprezysto$é i anizotropig tarcia suchego,

2. Sposob dyskretyzacji

Rozwazmy pokazany na rys. 1 uktad ramowy z powierzchnia nieciggtosci i sztywnym
podparciem. Zatézmy pewien inercjalny ukiad wspotrzednych OXYZ, rys. 1. Postepujac
zgodnie z formalizmem metody elementdéw skonczonych i korzystajac z jednowymiaro-
wych elementdw pretowych o 12 stopniach swobody [19, 20], mozna dokonaé dyskret-
nego opisu ukladu. Przyjeto, ze deformacje pretowych elementéw skoficzonych okresla-
ja rdwnania technicznej teorii zginania (z pominieciem deplanacji przekroju) oraz réwna-
. hia teorii skrecania swobodnego. Zaltozenie o plaskich przekrojach dotyczy réwniez po-
wierzchni kontaktu. Srodki $cinania pokrywaja sie ze é$rodkami ciezkoéci przekrojow
preta, . '

Z rozwigzania réwnania rézniczkowego preta Sciskanego (rozcigganego), zginanego
1 skrecanego okresla sie elementy macierzy funkcji ksztaltu. Te same funkcje interpoluja
przemieszczenia statyczne i dynamiczne na diugosci elementu pretowego. Wyznaczone
zgodnie z powyZzszymi zaloZeniami lokalne macierze mas i sztywnosci podane sa w lite-
raturze przedmiotu [19, 20]. Przy tym w konsystentnej macierzy mas uwzgledniono wy-
razy odpowiadajqce_bezwladnos’ci obrotowej i skretne;.
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Rys. 1. Schemat ukladu dynamicznego. Numeracja weziow i elementéw.

Podziat uktadu ramowego na elementy skonczone przeprowadza si¢ tak aby w miejscu
niecigglosci wystapit wezel. W weile tym dopuszceza sie wzgledny ruch translacyjny na
plaszczyznie Oyz oraz wzgledny ruch wirowy wokdt osi Ox, rys. 2. Stanem zespolenia
nazywa si¢ przypadek gdy stykajace si¢ powierzchnie nie przemieszczaja si¢ wzglgdem

Rys. 2. Przemieszczenia wezia nieciaglofci w stanie cal-
_ kowitego poslizgu.

siebie za$ stanem poslizgu gdy powierzchnie §lizgaja si¢ po sobie. W niniejszej pracy wy-
réznia si¢ 4 réZne stany wspélpracy kontaktujacych si¢ powierzchni: stan caltkowitego
zespolenia, stan zespolenia w ruchu translacyjnym i po$lizgu w ruchu wirowym, po§lizgu
w ruchu translacyjnym i zespolenia na wzgledny obrét oraz stan catkowitego poslizgu.
Niech kazdy z elementéw skonczonych majacy jeden wezet w miejscu nieciggtosci de-
formuje si¢ pod wplywem obciazen i ruchu jak belka wspornikowa o swobodnym koficu
w wezle nieciagloéci. Ponadto w zaleznosci od stanu wspoipracy stykajacych si¢ powierzchni
naklada sig warunki zgodnoéci przemieszczenn weztowych kontaktujacych sig elementow
na ustalonych kierunkach. 1 tak w stanie catkowitego zespolenia przyjmuje si¢ wigzy zgod-

9 Mech. Teoret. i Stoso. 3/80
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nosci wszystkich przemieszczen i obrotéw wezla. Wowcezas przemieszezenia i odpowiednie
sity wezlowe w miejscu nieciaglosci opisuja wektory,

(21) » XW = [X> Ys Z: Vx> Yy» wZ]Tp
(2"2) FW[FX’FY9F29 WX> WY’ WZ]T'

Podczas calkowitego poslizgu w wezle nieciagloéci naklada sie wigzy zgodnosci przemie-
szczen X i obrotow vy 1y, z lewej i prawej strony wezla, rys. 2. W stanie tym przemieszcze-
nia 1 sity okreélaja wektory,

(2.3) X% = [X, Y, Y, Z ZP, vk, vE, vy, w5,
(24) FW: [FX,Fé’aF?,FIZ)F%: W)l{’ WJI(),WYa’WZ]T'

Wskazniki /i p oznaczaja wielkosci zwiazane odpowiednio z lewa 1 prawa strona wezla,

W zaleznosci od ilosci mozliwych poélizgéw w weZle nieciagtosei nalezy odpowiednio
zbudowaé wektory przemieszczen, sit weztowych, lokalne macierze mas i sztywnoéci ele-
mentéw z wezlem nieciaglo$ci. W celu zachowania ogdlnej reguly agregacji globalnych
macierzy mas i sztywnoséci oraz uwzglednienia niezaleznego opisu translacji i wirowania
dla obu powierzchni styku, wektory stanu elementéw z wezlami nieciaglo$ci maja wy-
razy zerowe a macierze zerowe wiersze i kolumny. Niech wektorami stanu elementéw
z wezlem nieciagloéci, podczas calkowitego zespolenia, beda

(2.5 U' = [U, U, ..., UL,
(2.6) Ur = (U3, U2, ..., U,]".

W przypadku catkowitego poslizgu wektory te przyjma postaé
2.7 U'= [UY, ..., UL, 0,Ub,0, U, 0, UL, ULIT,
2.8) U® = [U%,0, U2,0, UZ,0, UL, ..., UB,].

Szkic lokalnych macierzy elementéw z wezlem nieciaglosci pokazano na rys. 3, gdzie li-
niami ciaglymi oznaczono ciagi wyrazéw zerowych dla stopni swobody ktérych dany
element nie okrefla. Tak zmodyfikowane macierze mas i sztywno$é zachowuja symetrig
uktadu.

Transformacji ukladu inercjalnego OXYZ w uklad lokalny O;x;y;z; zwiazany z wy-
branym elementem prgtowym dokonuje si¢ przez réwnolegle przesuniecie poczatkéw
tych ukladéw oraz przez wykonane kolejno trzy obroty skoniczone. Dwa katy obrotu
okreslone sa wspdlrzednymi koncéw preta w ukladzie globalnym a kat y obrotu do-
kola osi preta jest wielkoscia dana. Macierz takiej transformacji ortogonalnej C po-
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Rys. 3. Schemat lokalnych macierzy -sztywnosci elementéw z wezlem nieciaglodci.
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dana jest np.: w [19, 20]. Ze wzgledu na zrhiang macierzy mas i sztywnosci elementow
z weztem nieciggloéci, nalezy zmieni¢ macierze transformacji tych elementéw, wstawiajac
odpowiednio zerowe wiersze i kolumny z jedynkami na przekatne;j.

Korzystajac z ogdlnego formalizmu metody elementéw skoriczonych buduje sie nastep-
nie globalne macierze mas M i sztywnoéci K dla catego ukladu. Na macierzowe réwnania
ruchu naklada sie¢ warunki brzegowe sztywnego zamocowania.

3. Drgania ukladu zachowawczego

Nietlumione drgania swobodne ukladu opisuje réwnanie
(3.1) Mx+Kx = O,

gdzie x jest globalnym wektorem przemieszczen uogdlnionych. Poniewaz ilo§¢ stopni
swobody uktadu zalezy od liczby mozliwych poélizgdw w wezle nieciaglosci dlatego na-
lezy analizowaé rézne przypadki wspdipracy kontaktujacych si¢ powierzchni. .
Czestosci wlasne drgah () i formy (@) sa nietrywialnymi rozwigzaniami zagadnienia
na wartosci wlasne,
(3.2) (K—v*M)P = 0.
Znane s3 liczne metody poszukiwania rozwiazaf zagadnienia (3.2). W zamieszczonych
w pracy przykladach obliczeri numerycznych przyjeto nastgpujacy tok post@powém'a.
Réwnanie (3.2) sprowadza si¢ do postaci standardowej korzystajac z symetrycznego roz-
ktadu macierzy M na macierze tréjkatne L, zgodnie z metoda Cholesky-Banachiewicza
21, 22].

(3.3) M= LL"

Po redukcji réwnanie (3.2)' ma postaé

(3.4) - AW =AW,

gdzie

3.5) A= LKLY, W=LT®, 1=

Nastepnie macierz A przedstawia sig w postaci symetryczoej tréjdiagonalnej za pomoca
procedury Householdera [21, 22]. Korzystajac z wlasnodci ciagédw Sturma, metoda bi-
sekcji okresla si¢ przyblizone wartoéci wlasne [21, 22). Za pomoca metody odwrotnych
iteracji wyznacza sie przyblizone wektory wlasne macierzy trojdiagonalnej. Zgodnie z przy-
jeta transformacja (3.5) postacie drgan wiasnych ukladu okresla réwnanie

(3.6) ® = (LH~1w.

Wektory wiasne sa ortogonalne wzgledem macierzy mas i unormowane tak, Ze
3.7 STMD = 1,

(3.8 STKP =D,

gdzie I jest macierza jednostkowa za$ D jest macierza diagonalng ktérej elementami sa »7.

9%
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4. Dyskretny element tavciowy

Wzgledny ruch czastek stykajgcych si¢ powierzchni mozna ztozy¢ z ruchu translacyj-
nego z predkoscia ¥ i ruchu obrotowego z predkoscia £2. Z warunku stycznosci wynika
zgodno$¢ przemieszezen i predkosci w kierunku normalnym do styku. Wobec tego skta-
dowa predkosci translacji ¥, (normalna do styku) jest réwna zeru. Ruch obrotowy mozna
przedstawié¢ jako czyste toczenie.o skiadowej €2, w plaszczyZnie stycznoéci do obu po-
wierzchni 1 wirowanie okreslone skladowa £2, normalng do styku. Skladowa pozioma re-
akcji wiezéw podczas czystego toczenia z predkoscia £2, ma charakter tarcia statycznego.
Wobec tego wystarczajaco do opisu tarcia podczas ruchu, pole predkosci wzglednych
okre$laja, wersor predkoéci translacji o i wersor predkoéci wirowania o
£ 2,
12K 12,0

gdzie V, jest skiadowa styczng predkoscei translacji.

Wzglednym ruchom w obszarze styku przy zapewnionym docxsku towarzysza sily
tarcia suchego. Przyjmijmy model tarcia wg Amontonsa i Coulomba.

w styku o obszarze S zatézmy ukiad wspéirzednych Oln o bazie (ky, k., n), rys. 4.

4.1) D=

Rys. 4. Dyskretny element tarciowy.

Wektor sit tarcia Conlomba w dowolnym punkcie 4 styku s, podczas poslizgu, zgodnie
Z opisem zaproponowanym w [23], okresla réwnanie.

(4.2) Ti= —~N,Qv= —NAQU”jkta i,j=1,2

gdzie QY sa elementami reprezentacji tensora tarcia Coulomba @, v; sa sktadowymi ko-
wariantnymi wersora predkosci poélizgu v, N, jest wielkoscia docisku w punkcie 4. Re-
prezentacje tensora tarcia @ wyznaczono przy zaloZeniu analogii rozkladu sit tarcia z roz-
kladem naprezenn w plaskim stanie napigcia oraz przy'za_loieniu reguty skladania tenso-
réw [23, 24]. Opis skladowych tensora @, uwzglednia kierunkowo$é chropowatosci kazdej
z powierzchni oraz cﬁwilowq konfiguracj¢ styku.

Podczas wzglednego ruchu wirowego wokdt normalnej z wersorem n do styku, tarcie
w punkcie 4 styku S, odniesione do érodka wirowania, okresla wektor sity tarcia T, i wek-
tor momentu tarcia W,
4.3) _ T,= —N,R ok, 1=1,2
(4.4) : s ~ W,= —N,Rjon,
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gdzie o jest sktadowa wersora predkosci wirowania na osi n, Rk(k = 1, 2, 3) sa charakte-
rystykami tarciowymi styku [24]. Charakterystyki RY zaleza od ksztaitu obszaru styku
oraz od jego zmiennosci w czasie.

Pole sit tarcia w styku S, podczas ruchu mozna opisaé¢ wypadkowym wektorem sit
tarcia T = T'%; (i = 1,2) oraz wypadkowym wektorem momentu si tarcia W = W,,
1rys. 4. Zgodnie z przyjetymi zalozeniami [23, 24] istnieje liniowe odwzorowanie [L]
wypadkowego wektora sit tarcia i wersora pola predkosci wzglednych,

T! v,
(4.5) 2| =|L]|| 2]

w w
Wyrazy odwzorowania [L] zwanego chaiakterystykq dyskretnego elementu tarciowego
tworzy si¢ przez redukcje pola sit tarcia opisanego wzorami (4.2), (4.3)1 (4.4), do $rodka 0,

Q”fNAdS - Ac S
(4.6) Ll=—| & f N REdS| ij=1,2
o' : k=123

Opis sit tarcia za pomocg (4. 5) i (4.6) uwzglednia anizotropig kazdej z kontaktujacych sig
powierzchni, ksztalt styku, chwilowe pole predkoéei wzglednych, chwilowa konfiguracie
stykajacych si¢ powierzchni oraz dowolny rozktad docisku.

Definicja: Dyskretnym elementem tarciowym nazwano taki model chropowatego styku
cial, ktéry ustalonemu punktowi styku S przyporzadkowuje wlasnosci bieguna pola pred-
kosci wzglednych w tym styku oraz wlasnosci §rodka redukceji, powstalego podczas ruchu
pola sit tarcia.

5.! Wektor sit tarcia Coulomba

Podczas drgan analizowanego ukladu pretowego (rys. 1), sily tarcia suchego sg gene-
rowane tylko na powierzchniach konstrukcyjnej nieciaglosci. Wobec tego globalny wektor
tarcia zawiera wyrazy zerowe 1 wektor tarcia T* w wezle nieciaglo$ci,

(5.1) T = [0:T":0]".

W przypadku catkowitego poslizgu T¥ moze mie¢ 6 niezerowych skladowych na kierun-
kach ruchu wzglednego,

(5.2) : I = [T}, T0. T, TF, W, W, -
Zgodnie z zasadg o wzajemnym oddzialywaniu
(3 T = —T¢, T'= -T7, W' = —WPr

liczba skiadowych wektora T* wynika z chwilowego stanu wspoipracy kontaktujqcych
si¢ powierzchni.

- Kazda z powierzchni styku moze mie¢ wlasng anizotropowa chropowatosé opisana
wspolczynnikami tarcia p{P@i,j=1,2;s=1,p) np. dla kierunkéw pokrywajacych si¢
z gtéwnymi osiami bézwladnodei kontaktujgcych si¢ powierzchni preta. Powierzchnie styku



482 : : A. ZMITROWICZ

zZtozono ze soba w chwili poczatkowej tak, ze kierunki pomiarowe tarcia (gtéwne osie bez.
wladnos$ci przekrojéw) pokrywaja sie. Kat wirowania okre§lajacy wzajemny obrét ukta-
dow odniesienia na powierzchniach styku w tym przypadku rowny jest réznicy katoéw
obrotu lewej i prawej powierzchni memqgloscn

" Kat wirowania w miejscu styku praktycznie w kazdej deformacji (rys. 1) jest wielkog-
cia pomijalnie mata (p = 0). Stad przyjeto, ze podczas wirowania styk zachowuje swé;
pierwotny prostokatny ksztalt. Ponadto w styku panuje staly i réwnomierny docisk a ¥
jest wielkoscia wypadkowej sit docisku z calej powierzchni kontaktu.

Zgodnie z opisem dyskretnego clementu tarciowego i powyzszymi zalozeniami skia-
dowe sily tarcia w miejsce nieciagtoéci (odniesione do lewej strony wezta) opisuja naste-
pujace réownania, ‘

T; Q11 le 0 v;
T} Q0 0 ||
(5.5) = —N R
. 1 A3 14
w 0O 0 N | 1)

Elementami macierzowej reprezentacji tensora tarcia @ w tym przypadku sa,
x O = w(uR +u®), Q12 = w(uB+uP)
O = U+, 0% = W ),
gdzie % jest t.zw. wspolczynnikiem zloZenia [24]. Poniewaz §rodkiem wirowania styku

prostokatnego o wymiarach (axb) jest srodek symetrii, wigc charakterystyka tarciows
styku [24] jest

6.7 R; = N(Q"A4;+Q2%4,),

gdzie :
T b2 o (b b2 . [a a? )

1 et 2 B
A4 = 1—2 labZI/Z—Z+1 —-b3ln (%+V ZZ -+ l) +2(131n( b l/ az +|)]

Sktadowe wersora prgdkos’cf poslizgu w miejscu nieciaglosci okreslaja wzory

I

(5.6).

oy S
(5.9) vl = —— _Y Y_ —, U= = .Z Z. —
V (Y V)2 p (2 — 27)? 1/ @ 7?2 4 (2 —2P)>?

o' = sign(@@i—p

gdzie Y Ly, 7t Zv, Pk, P2 s skladowymi wektora pr@dkosm lewej i prawej strony wezia
n1e01qg10501, rys. 2.

6. Drgania tlumione silami tarcia Coulomba

Zatozmy, ze drgania ukltadu odbywaja si¢ wokot pewnego stanu odksztatconego wsku-
tek dziatania obcigzen statycznych okreslonych wektorem G. Stan deformacji 'statycznej
X, opisuje rownanie

6.1) . Kx,=G.



DRGANIA UKEADU PRETOWEGO 483

W zamieszczonych w pracy obliczeniach numerycznych rozwigzania réwnania (6.1) po-
szukiwano metoda eliminacji Gaussa [21, 22]. _

Ruch ukladu dyskretnego z tarciem, dla ustalonego stanu wspoétpracy w miejscu nie-
ciaglodci, we wspdtrzednych uogélnionych okresla réwnanie

(6.2) Mi+Kx = F+T(%),

gdzie F i I'(x) sa globalnymi wektorami sit zewnetrznych i sit tarcia Coulomba.,

Wiadomo, ze w przypadku drgan nieliniowych z udziatem tarcia Coulomba, okres
drgan ttumionych jest réwny okresowi drgan ukladu zachowawczego — przy tych samych
charakterystykach sprezystych i bezwladno$ciowych, [1, 4,13, 14, 15, 16].

W ustalonym stanie wspolpracy stykajacych sig powierzchni rozwigzanie réwnania
ruchu (6.2) moze by¢ przedstawione jako liniowe rozwinigcie wedtug form drgan wlasnych

(63) X = yl(t) q's(l)+y2(t)¢(ﬂ)+ . +J’n(t) qj(n) = qjy,
y jest wektorem a @ macierza zbudowang z postaci drgan,
(64) P = [Q(I): qj(ll); e (D(")]_

Nalezy zaznaczyé, ze liczba stopni swobody r zalezy od przyjgtego podzialu na elementy
skonczone oraz od ilo$ci mozliwych, w danej chwili, ruchéw wzglednych w miejscu sty-
ku. Réwnanie (6.3) okresla transformacjg wspétrzednych uogélnionych x do wspdtrzed-
nych y zwanych normalnymi lub gléwnymi. Wprowadzajac operacje transformacji ma-
cierzy i wektoréw réwnanie (6.2) przyjmuje postaé,

(6.5) (PTMP)(P %)+ (PTEKD) (D 'x) = PTF+ PTT(x).
Réwnanie (6.5) mozna zapisa¢ w prostej. formie
(6.6) myFky = fE1(x),
przy nastgpujacych oznaczeniach
' m= ®TMD, k= ®TK®D,
(6.7) ' y = &%, y =& 'z,
f= @TF, t(x) = OTT(%).

W ogdlnym przypadku nie mozna sformutowac wektora tarcia # poprzez wspétrzedne nor-
malne. Fakt ten zmusza do powrotu do wspdirzednych uogélnionych na kazdym etapie
w ktorym okresla sie sity tarcia. Z warunku unormowania wektoréw wilasnych (3.7) i (3.8)
wynika, Ze m jest macierza jednostkowa a k macierza diagonalng z elementami »7. Ma-
cierz odwrotna @' mozna okreslié korzystajac z wlasnosci opisanej réwnaniem (3.7).
Mnozac (3.7) prawostronnie przez @~ otrzymuje sig

(6.8) P! = PTMPD-!,
stad
(6.9) . D= ®TM.

Przy tak okreslonej macierzy @' wspétrzedne normalne wyrazaja si¢ poprzez wspoi-
rzedne uogdlnione nastepujacym wzorem

(6.10) . y = &TMx.
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Uwzglednienie w rozwinigciu (6.3) tylko k-tej (k < n) liczby niZszych form drgas
wlasnych sprowadza opis uktadu do k pierwszych réwnan typu (6.6). Wtedy macier
transformacji jest niepeina macierza @, ograniczona do k pierwszych wektoréw. Post-
gujac sie pelnymi macierzami M, K i pelnymi wektorami x, F, T, dziatania opisane réw-
naniami (6.7) i (6.9) sa formalnie takie same, rowniez dla niepeinej macierzy @. Uzyskane
z operacji (6.7) i (6.9) wyniki obliczed sa elementami petnych macierzy m, k, &1 oraz
pelnych wektoréw p, f; t(x). W ten sposob otrzymano wygodne narzgdzie analizy jakos-
ciowej drgan ztozonych ukladdw.

Réwnania ruchu (6.6) w przypadku drgan niettumionych rozprzegaja si¢. Tarcie spra-
wia wzajemne sprzezenie tych rownai, ktére odpowiadaja formom drgan z wzglednymi
przemieszczeniami w miejscu nieciaglosci. Réwnania (6.6) opisuja ruch tak dlugo jak
dhugo liczba kierunkéw poslizgu w miejscu niecigglosci a tym samym liczba stopni swo-
body ukladu jest niezmienna. . '

Tylko w przypadku gdy macierz transforfnacji @ sklada si¢ z 1 wektora wlasnego, row-
nanie (6.6) moZna rozwigzaé w sposob Scisty. W celu uzyskania ogélnej procedury roz-
wiﬁzywania zagadnienia (6.6) skorzystano z jednej z metod przyblizonego, bezposredniego
catkowania ukiadu réwnan rozniczkowych [25, 26]. Wybrano metode jednokrokowego
calkowania réwnan wg Newmarka [25, 26, 27]. Metoda ta dla stosownie dobranych
wspéiczynnikéw Newmarka i kroku catkowania, charakteryzuje sic dobra zbieznoécia.

Zadane warunki poczatkowe ruchu we wspétrzednych wogélnionych

(6.11) x(to) —xo = O, x(to) —%o = O,

weding wzoru (6.10) formutuje sie¢ we wspotrzednych normalnych
C(6.12) Yo = ®TMx,, yo= OTMx,.

Nastgpxﬁe z réwnanie '(6.6) wyznacza si¢ przyspieszenia poczatkowe

(6.13) : Yo = —Dyo+1(to) +1(%o).

-7

Korzystajac z parametréw ruchu wyznaczonych w (i—1) chwili czasu, ruch w chwili i —
tej okreélaja: réwnanie ruchu (6.6) i nastgpujace wzory Newmarka [25, 26, 27]

2
- Vi = P+ (= 0)hyy_ F 63,
h = ti_tl'-l'

. 1 . .
Yi=Yiathy o+ (ﬁ —Oi)hz_}\i;_l + ozhzy,,
(6.14) :

W oparciu o obliczenia testowe, jako wsp. Newmarka przyjeto

(6.15) a=1/4 i §=1/2/
a jako optymalny krok catkowania
(6.16) o h=0,1-"
ly(l) )

gdzie () jest czgstoscia analizowanych drgasi. Kryterium doboru wsp. Newmarka i kroku
czasowego stanowily: dokladno$é i stabilno$é numeryczna amplitudy i czestosci w kolgj-
nych cyklach drgan oraz rozsadnie diugi czas obliczen. \
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Z powodu nieliniowosci réwnania ruchu (6.6), w przypadku stanu czgéciowego i catko-
witego poélizgu jego rozwigzania poszukuje sie¢ w sposéb iteracyjny. Zgodnie z wzorami
Newmarka i przedstawionymi powyzej wiasno$ciami ukladu w kazdym kroku czasowym
t; iteracyjnie rozwiazuje sig nast@pujqcy uklad réwnan

4 4 {1 . . .
(6.17) ( 2 I+D).Vt =7 (Tyl—l 'f‘.Vz—J_) T Ffi+1(x),
(6.18) . Yo = yt—x‘f‘—z“(yi—x +¥0,
. 4 4. .
(6.19) Y= '}Tz‘(}’l—ytq)"“h—yz—J_—.Vg—l-

Réwnanie (6.17) jest réwnaniem ruchu (6.6) zapisanym w przemieszczeniach y;. Powra-
cajac z rozwigzaniem do wsp. uogdlnionych, ruch w i — tej chwili okreslaja

6200 : x, = By, itd.

Cykl iteracji nieliniowej funkcji wektora tarcia rozpoczyna sie od oszacowania pred-
koéci w i — tej chwili w oparciu o znane parametry ruchu w chwili (i— 1), wedlug wzoru

(6.21) % =x,_, +h¥_;.
Stad pierwszym przyblizeniem wektora tarcia jest
(6.22) T = TED), 9= @TT.

‘Rownanie (6.17) rozwiazuje sie z tak oszacowanym wektorem tarcia. Z otrzymanych roz-
wigzan (6.18) okresla sig odpowiadajacy im wektor tarcia,

(6.23) T = TEDY), #? = 7T,

z ktérym ponownie rozwiazuje si¢ réwnania (6.17). W analogiczny sposéb, s — tym przy-
blizeniem wektora tarcia jest

(6.24) IO = T(EE-).

Kryterium zakornczenia procesu iteracyjnego stanowi zbleznosé wektora tarcia z dwéch
kolejnych iteracji, do wartosci ustalonej

(6.25) ITO-TE <8

gdzie § jest natozong dokladnoscig iteracji. Na ogot, korzystajac z wzoru (6.21) uzyskuje

si¢ zbiezno&ci iteracji z bledem nie przekraczajacym 194 juz w 1 - 2 kroku. Trudnosci z za-

pewnieniem zbiezno$ci wystepuja tam gdzie kierunek sity tarcia, co prawda w sposob
ciagly lecz gwattowny, zmienia si¢ o kat bliski z. W tych przypadkach mozna konstruowaé

inne procedury trafniejszego wyboru wektora tarcia spelniajacego chwilowe warunki réw-

nowagi dynamicznej ukladu. Najprostszym (lecz czasochionnym) sposobem poprawy zbiez-

nosci jest zmniejszenie wielko§ci kroku catkowania rownan ruchu.

Korzystajac z lokalnej macierzy sztywnoéci elementu pretowego oraz jego przemieszczen
wezlowych przetransformowanych do ukladu lokalnego, mozna okreslié chwilowe sity
przngzlbwe w danym elemencie pretowym.

Niech N'i NP sg chwilowymi sifami normalnymi na lewej i prawej powierzchni miejsca
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nieciaglosci. Brane sa pod uwage tylko te przypadki ruchu podczas ktérych N* i N? g3
sitami $ciskajacymi. Warunek ten gwarantuje wprowadzany do ukladu, odpowiednio duzy,
niezalezny od czasu, docisk technologiczny okreSlony sitami Ny, rys. 1. Za miarg docisku
w styku przyjmuje si¢

(6.26) N = 0,5|N'—N7|.

Podczas procesu iterowania chwilowego wektora tarcia, brzemieszczenia podlegajg nie-
‘wielkim zmianom. Stad mozna zaltozy¢, ze w cyklu iteracyjnym docisk jest staty i réwny np.
dociskowi obliczonemu w chwili poprzedniej. W zamieszczonych w pracy przykladach
wielko$é docisku N praktycznie nie réznila si¢ od |[No|. Wynika to stad, ze dopuszczalne
deformacje sprezyste ukfadu, przy nieobcigzonym sitami normalnymi wezle nieciagtosci,
daja niewielkie sily normalne w tym wezle.

Istnieje klasa zadan w ktérych wektor tarcia ma staly w czasie kierunek dzialania.
Wtedy réowniez w pewnych chwilach czasu predkos$¢ wzgledna w styku przyjmuje wartosé
zero. W chwilach tych wektor tarcia jest nieokreélony; za$ funkcje przyspieszen maja nie-
ciaggtosé. Dla tych zadan formuluje siec dodatkowa procedurg¢ znajdowania miejsca zero-
wego funkcji predkoséci podlizgu i sposobu przejécia przez miejsce nieciggtosci funkcii
przyspieszen. Oszacowana predko$é wzgledng w kroku i — tym w oparciu o parametry
ruchu w kroku' (i —1) wedtug wzoru (6.21) poréwnuje si¢ z predkoscig kroku (i—1). W ten
sposob okresla sie przedzial czasowy < #;_;, #; > w ktéorym moze nastgpi€ zmiana kie-
runku predkosci poslizgu. Znaleziony przedzial dzieli si¢ na mniejsze o wielkoscei &, Na-
stepnie poroéwnujac rozwiazania rownan (6.17) — (6.19) w tak okre§lonych podprzedzia-
tach czasu, lokalizuje sig miejsce zerowe predkosei poslizgu z doktadnodcia @. Réznice
wartosci przyspieszen obliczonych dla najblizszego otoczenia miejsca zerowego predkosci
poslizgu, przyjmuje si¢ za skok funkeji przyspieszen.

Dodatkowej procedury wyznaczania wektora tarcia w chwili bliskiej f, wymagaja te
zadania w ktérych predko$é poczatkowa Jest réwna zeru. Wowczas po wyznaczeniu przys-
pieszen w chwili 7, (bez udzialu tarcia) szacuje si¢ wielko$¢ predkosci w chwili bliskiej #5,
Z wzoru :

(6.27) :i:(to'f‘g) = 8&0, £ < h.
Dla tak okreslonej predkosci wyznacza si¢ wektor sit tarcia
(6.28) : T(ty) = T(%x(1,+ ¢))

" Nastepnie z réwnania (6.13) okreéla si¢ przyspieszenie p, ktore jest wielkoscia startowa
do analizy ruchu w kroku pierwszym. PowyZsza procedura okazala sig wystarczajaca je-
dynie w przypadku ruchu ukfadu opisanego jedng forma drgan wiasnych.

Waznym jest okredlenie momentu w ktérym nastapi przejécie ze stanu poslizgu w stan
zespolenia i odwrotnie. Najogdlniej mozna stwierdzi¢, ze poélizg rozpocznie sig wtedy gdy
zostana zerwane wigzy tarcia statycznego w styku. Natomiast zakonczenie poélizgu (zwane
" zespoleniem) nastapi gdy ustanie ruch wzgledny w miejscu konstrukcyjnej nieciaghosci
i zostang nawigzane wiezy tarcia statycznego. W zamieszczonych w pracy przykladach
obliczelt pokazano tylko przypadek ruchu z catkowitym poélizgiem. W tym celu tak do-
brano warunki poczatkowe ruchu aby stan ten panowat juz w chwili z,. Moment zakoncze-
nia poslizgu mozna okre§li¢ badajac parametry ruchu uktadu. W pracy przyjgto, ze na-
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stapi to w chwili gdy predkodé wzgledna ma miejsce zerowe a przyspieszenie wzgledne
liczone dla sit tarcia dynamicznego zmienialoby znak.

7. Przyklad zastosowan do analizy ukladéw lopatkowych turbin, Opis problemu.

Lopatki turbinowe zakonczone fragmentem bandaza moga by¢ zestawiane ze soba
w pakiety. Wzajemne usytuowanie odcinkéw bandaza wptywa na charakter pracy topatek.
Przy tym mozliwe jest zachowanie luzu, monolityczne zlaczenie lub kontakt z zapewnio-
nym dociskiem. Jednym ze sposob6éw zagwarantowania docisku jest takie wykonywanie
fopatek aby ptaszczyzna korica bandaza byla przesunigta wzgledem plaszczyzny stopy lo-
patki. Po zestawieniu ze soba 2 - 4 fopatek osigga si¢ znaczny docisk na powierzchni nie-
ciaglosci bandaza. Najczgéciej powierzchnia nieciaglosei jest prostopadia lub ukoséna wzgle-
dem brzegu bandaza. Znane sa réwniez potaczenia z uskokiem w $rodku szerokoéci ban-
daza. Podczas ruchu na powierzchniach styku bandaza generowane sa sity tarcia suchego
[28]

Zasadniczym zadaniem mechanizméw tarciowych maszyn wirnikowych jest rozpra-
szanie energii dostarczanej do uktadu na skutek oddzialywan zaburzonego przeplywu
czynnika lub drgajacego wirnika. W szczegdlnoéci wymuszenia moga pochodzié od Zle
wykonanego kanalu przeplywowego w tarczy kierowniczej lub od nieszczelnosci na po-
wierzchni podziahi tarczy. Trudno ocenié jakiej wielkoici sa to oddziatywania. Nie ma
jednoznacznych opiséw wartosei sil 1 ruchéw wymuszajacych drgania elementéw turbiny
(28]

Rozwazmy pare cylindrycznych topatek turbinowych z odcinkiem bandaza. Powierzch-
nia styku, fragmentéw bandaza jest prostopadia do jego osi. Zalézmy, ze sity docisku
technologicznego zapewniaja ciagly kontakt a przemieszezenia wzglgdne w stykun bandaza
sa makroposlizgami. Pakiet znajduje sie w stacjonarnym polu sif masowych. Ksztalt ka-
natu przeptywowego wymaga uko$nego usytuowania lopatek wzglgdem ptaszczyzny tarczy
wirnikowej. Stad gléwne osie bezwladnosci przekrojéw fopatek i bandaza nie sa wzajemnie
réwnolegle. Zalézmy, Ze inergjalny uklad wspdlrzednych OXYZ jest zwiazany z wiencem
tarczy wirnikowej. Plaszczyzna OXZ pokrywa si¢ z plaszczyzna tarczy. Niech modelem
dynamicznym pakietu bedzie ukfad pretowy przedstawiony na rys. 1. W zamieszczonych
w pracy przyktadach liczono pakiet ztozony z topatek o szerokosci 0,03 [m] i wysokosci
0,172 [m]. Obliczenia przeprowadzono na EMC ODRA 1204,

W niewielu publikacjach zajmowano si¢ tak postawionym problemem teoretycznym.
W [29] analizowano drgania wiasne 2 topatek z monolitycznym bandazem korzystajgc
z modelu ramy plaskiej. Wyniki badan eksperymentalnych nad wptywem docisku w miejscu
nieciaglosci podczas drgani rezonansowych pary topatek zaprezentowano w [30].

8. Wyniki obliczen drgan wlasnych pakietu lopatek

Rezultaty obliczed pierwszych czgstosci drgan wiasnych ukladu, dla podzialu na 4,
618 elementow, przedstawiono w tabl. 1. Za kazdym razem bandaz dzielono na 2 ele-
menty. W wezle nieciggtodci, mozliwy jest catkowity poélizg. L.opatki osadzono uko$nie
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wzgiqdem plaszczyzny tarczy wirnikowej (y = 10°). Uzyskane wyniki wskazuja na dobrg
zhieznos¢, pierwszych czgstosci drgan ukladu dyskretyzowanego. Wedtug J. THoMASA [29]
optymalny podziat pakietu ze wzgledu na pierwsze czgstoéci to 3 elementy na lopatce

Tablica 1

Czestoscei drgad wlasnych dla réznych podzialéw na elementy skonczone (p — ilo§é element6w) w stanie cal-
kowitego poslizgu { dla y = 10° (w[i/s]).

D 1)) Yy Yy Yav) v Yvn Yeviny Vv

4 1907,55 | 3591,11 | 3629,77 | 17535,64| 19044,12| 19442,59| 33331,27| 33814,39

6 1904,33 | 3584,72 | 3623,73 | 12249,47| 12676,71| 19135,14| 23886,06| 24280,37

8 1904,03 | 3584,14 | 3623,18 | 12140,28| 12610,20| 19087,96| 23757,04| 24154,22

i 2 na bandazu. Niniejsza analiza potwierdza ten wniosek réwniez w przypadku pakietu
z niecigglym bandazem, Dalsze wyniki uzyskano dla takiego podzialu ukladu na elementy
skonczone. :
Dopuszczenie wzglednych ruchéw na kierunkach poélizgéw w wezle nieciaglosci, daje
znacznie nizsze wartosci niektérych czestosci drgan wiasnych w pordwnaniu z tym samym
pakietem o monolitycznym bandazu. W tabl. 2 zestawiono czestosci drgan wiasnych pa-
kietu (y = 10°) gdy przemieszczenia wezla nieciagltosci bandaza opisuje 6 skiadowych

Tablica 2

Czestoéel drgan wlasnych w rbéinych stanach wspélpracy stykajacych ste powierzchni (m — ilo$¢ stopni
swobody w miejscu nieciagloscd) gdy ¢ = 10° (wil/s)

w Y Yan Ya Pav) LD v Pvin Vv

2907,48 | 3584,14 | 10708,54| 12140,28 | 15683,14 | 23757,04 | 26238,42 | 35800,52

2901,35 | 3584,14 | 10672,29| 12140,28 | 15625,53 | 23757,04 | 24074,72 | 35800,52

6
7
8 1938,71 | 3584,14 | 4584,45 | 12140,28 .12730,03 19126,27 | 23757,04 | 26471,07
9

' 1904,03 | 3584,14 | 3623,18 | 12140,28 12610,.20 19087,96 | 23757,04 | 24154,22

(calkowite zespolenie), 7 (wzglegdne wirowanie), 8 (wzgledny ruch translacyjny) i 9 (catko-
wity poslizg). Np. pierwsza czgstosé drgan wlasnych jest mniejsza o 34,5% a trzecia 0 66,2,
na skutek odsztywnienia uktadu. Czestosci II i IV charakteryzujace drgania bez wzgled-
nych przemieszezeri w styku we wszystkich stanach wspdlpracy sa jednakowe. Czgstosci
w przypadku dopuszczonego wzglednego wirowania (7 sktadowych) sa nieznacznie mniej-
sze od czgstosci drgai w stanie calkowitego zespolenia (6 skladowych). Oczywiscie sa
identyczne w przypadku form bez wzglednego wirowania (1I, IV, VI).

Zmiana kata (p) ukoénego usytuowania lopatek wzgledem plaszczyzny tarczy witni-
kowej, powoduje male zmiany czgstosci drgan ukladu co pokazano w tabl. 3.

Szkic pierwszych 8 form drgafi w przypadku y = 0° przedstawiono ' na rys. 5. Linia

~
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Tablica 3

i
Czgstosci drgah wlasnych dla réznych katéw ukosnego usytuowania lopatek pakietu () w stanie calkowitego
poslizgu (w[1/s])

Y Y Yan Y Yavy Yvy Yo Yvin Yviy

0° | 1904,01 | 3623,18 | 3624,62 | 12118,32 | 12609,54 | 19079,16 | 23844,87 | 24167,49

10° | 1904,03 | 3584,14 | 3623,18 | 12140,28 | 12610,20 | 19087,96 | 23757,04 | 24154,22

20° | 1904,09 | 3465,36 | 3623,16 | 12202,55 | 12612,90 | 19113,55 | 23503,74 | 24115,88

30° | 1904,17 | 3276,20 | 3623,14 | 12294,86 | 12614.96 | 19153,46 | 23113,96 | 24056,71

9y =1904,01 11761 1,903, 1904 ¥y, 6,385 ¥,

12,693,

//

Rys. 5. Szkic form drgafd wlasnych w stanie catkowitego poslizgu gdy y = 0°

cienkg oznaczono niezdeformowany stan pakietu. W dalszej czgéci pracy postacie defor-
macji beda blizej okre§lane poprzez wyréznienie plaszczyzn i kierunkow dominujacego
rucha, odniesionych wzgledem ukladu OXYZ. ’

Sita tarcia jest generowana podczas drgan tylko z tymi formami, ktére maja wzgledne
przemieszczenie lub wzgledny obrét w miejscu konstrukcyjnej nieciagtosci. Z pierwszych
8 form drgan wlasnych, pokazanych na rys. 5, dysypacja energii wystgpuje podczas drgai
z 5 postaciami (I, IL, V, VI, VIII) za§ drgania z 3 pozostalymi sg zachowawcze.

Ukoéne usytuowanie lopatek w wieficu tarczy wirnikowej (p # 0°) wywoluje efekt
sprzgzenia drgan. Gdy kat y jest zerem to formy drgan wlasnych wystgpuja w czystej po-
staci, (bez wzajemnych sprzezen). I tak, gdy ¢ # 0° drgania z I postacig sa gléwnie drga-
niami w plaszczyZnie tarczy w kierunku OX. Nakladaja si¢ na nie drgania w kierunku OY
z II forma. Z analizy I formy (tabl. 4) wynika, ze ze wzrostem kata y zwicksza si¢ udziat
w drganiach II formy, poprzez wzrost wartoéci sktadowych ¥, wx i 9z, pokazanych dla
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wezla 4 1 5. Jednoczesnie zmniejsza si¢ wklad I formy, odpowiada temu spadek wartosci

X, Z i yy

Tablica 4

Sprz¢zenia drgan w plaszezyinje tarczy (D¢, ¥ = 0°) i z plaszezyzny tarczy (Pan, ¥ = 0°) na skutek
ukos$nego usytuowania lopatek okreslonego katem y. Na przykladzie przemieszczen wezla 4 1 5 w stanie
calkowitego poslizgu

Py, y = 0° Puy, y = 0° DPuy, ¥y =10° | B,y =20° @0y, y = 30°

X 19,2996210 —0,0000035 19,0066846 ]_8,1366670 16,7158496

Y —0,0000005 —19,2361931 3,3504032 6,5993992 9,6482273

z —0,0002645 0,0000000 —0,0002604 |© —0,0002485 —0,0002291
Ay, 0,0000000 1,5730921 —0,2739447 | —0,5395851 | —0,7888365

Wy 1,5782049 - —0,0000003 1,5542374 1,4830578 1,3668255

Yz 0,0000000 —0,1412941 0,0066147 0,0130297 0,0190500

X - 19,2998088 —0,0000035 19,0068697 18,1368436 16,7160124

Yt —~0,0000005 —19,4073922 3,3584179 6,6151867 9,6713095

Y® 0,0000056 . 19,4427800 —3,3584344 —6,6151723 —9,6713155

A —1,9100269 0,0000005 —1,8810203 —1,7948750 —1,6542044
5 z* 1,9100268 —0,0000006 1,8810204 . 1,7948752 ‘ 1,6542042

v 0,0000000 1,5732363 —-0,2739516 —0,5395987 —0,7888565

wE —0,0000004 - 1;576] 300 0,2739531 0,5395976 0,7888569

Yy 1,5783579 -0,0000004 1,5543882 1,4832018 1,3669579

Yz 0,0000000 :—0,1415520 0,0066268 0,0130536 0,0190850

Drgania z II postacia (gdy ¥ # 0°) sg drganiami z plaszczyzny tarczy, wzdluz osi OY
z III forma (dla y = 0°). Sa one sprzeZzone z drganiami w plaszczyZnie na kierunku OZ
z IV forma. Z analizy II postaé drgan wiasnych (tabl. 5) wynika, ze wzrost wartosci kata
ukosnego usytuowania topatek w zasadzie nie ma wplywu na zmiane tej formy drgan.

Drgania z III postacia (gdy » s 0°) sa drganiami z plaszczyzny tarczy w kierunku OY
(z I formg dla y = 0°). Towarzysza im drgania w plaszczyZnie tarczy na kierunku OX
z I postacig (dla y = 0°) w przypadku wzglednego ruchu translacyjnego i calkowitego
poSlizgu w wezle nieciaglo$ci. W przypadku stanu catkowitego zespolenia lub wzglgdnego
ruchu wirowego w miejscu styku sa one sprzgzone z odpowiednig V forma drgai (dla
y = 0°. '

Podobna analize efektéw sprzezen drgan poprzez sprezysto$é mozna przeprowadzic dla
dalszych form drgan.



Tablica 5

Sprzezenia drgan z plaszezyzny tarczy (P, y = 0°) i w plaszezyinie tarezy (®(vy, y= 0° na skutek
ukosnego usytuowania Jopatek, okreslonego katem y. Na przykladzie przemieszczen wezla 4 i 5 w stanie
calkowitego poslizgu
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D, ¥ =0 | @uvy,y=0" | By, y =10° | Sy, p = 20° @y, y = 30°
—0,0000027 0,0547074 0,0011286 0,0019027 0,0025771
Y 19,2869399 —0,0000005 | 192600057 |  19,2387286 192146241
4 0,0000000 0,0132329 0,0000084 0,0000142 0,0000159
¥x —1,57711722 0,0000000 —1,5721831 —1,5631514 —1,5522302
Py —0,0000002 —2,7013994 ~0,0211946 ~0,0381756 —0,0478345
Yz —0,0006294 0,0000001 0,0004834 0,0004559 0,0004063
o x —0,0000027 —0,0000019 0,0001002 —0,0000168 0,0000170
Yr 19,2874754 —0,(5000003 19,2603696 19,2390738 19,2149314
Y® 19,2517460 0,0000008 19,2614216 19,2390239 19,2149796
z- 0,0000003 1,6493734 0,0128274 0,0231134 0,0289573
aZ —0,0000003 1,6493713 0,0128474 0,0231100 0,0289604
vy —1,5773168 0,0000000 | —1,5723241 —1,5632824 —1,5523465
v —1,5744205 —0,0000001 —1,5724093 —1,5632782 —1,5523504
Py —0,0000003 —0,0000009 0,0000083 —0,0000014 0,0000013
Pz 0,0001302 0,0000001 —0,0000047 —0,0000001" —0,0000006

9. Wynikl obliczed drgan tlumionych pakietu lopatek

Thumiaca rolg tarcia suchego oraz wplyw anizotropii tarcia na drgania pakietu lopatek

rozpatrzono na przykladzie ,,czystych drgafi’’. Uklad mechaniczny wykonuje ,,czyste
drgania’ o jednej tylko czestosci drgan wlasnych gdy jest wprawiony w ruch z konfigu-
racji lub z predkoscia o rozkladzie zgodnym z wybrana forma drgan wlasnych. Podobnie,
drgania rezonansowe z dang czgstoscig realizuje harmoniczna sifa wymuszajgca o czgstosci
rezonansowej i rozkladzie amplitudy z odpowiadajaca danej czgstosci forma drgan. Przy
tym korzysta sie z wlasnosci uktadéw z tarciem suchym, ze czgsto§¢ drgan ukladu thumio-
nego i nietlumionego jest jednakowa [4].

Wymuszajac ,,czyste drgania’ z wybrang forma drgan wiasnych jednocze$nie wzbudza
si¢ drgania z innymi czesto$ciami. Liczba wzbudzanych form zalezy od warunkdéw ruchu,
typu tarcia oraz od tego, czy uwzglednia si¢ sprzezenia poprzez sprezystos¢ ukladu. Bu-
dujac macierz transformacji @ z wybranych wektoré6w wlasnych mozna ograniczyC roz-
wazania efektu wzbudzenia drgaf do kilku form. W ten sposéb otrzyma si¢ przyblizony
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_obraz drgani. O stopniu przyblizenia decyduje liczba wzigtych do analizy wektoréw wias-
nych. Krok calkowania numerycznego dobiera si¢ ze wzgledu na fdrmg Z najwyzsza czes-
toscia drgan. . :

Rozwazmy przypadek gdy macierz transformacji @ zawiera tylko jedna forme drgatt
z wzglednymi przemieszczeniami w miejscu nieciaglo$ci. Niech sity wymuszajace i warunki
poczatkowe majg rozklad zgodny z ta formg. Uzyskany obraz drgan bgdzie pierwszym
przyblizeniem rzeczywistych drgan ukiadu. Na rysunkach 6 przedstawiono przemieszczenia
(rys. 6.1), predkosci (rys. 6.2) i przyspieszenia (rys. 6.3), drgan swobodnych wezla 4 w kie-
runku OX, wywolane deformacja poczatkowa ukladu zgodna z I forma drgan (gdy y = 10°).
Na wykresach umieszczono przebiegi drgan niettumionych i drgan tlumionych sifami tar-
cia izotropowego, dla réznych wielkoéci tarcia- przy stalym docisku technologicznym
(N, = 700 [N]). Ekstremalne napregzenia normalne od zginania w stopie topatki, na sku-
tek tlumienia (u = 0,1) ‘zmniejszaly si¢ okolo 10-krotnie, z 34,3 [mP] do 3,38 [mP]
Na rysunkach 7 pokazano przemieszczenia (rys. 7.1), predkosci (rys. 7.2) i przyspie-
szenia (rys. 7.3) drgan swobodnych wezta 4 w kierunku OY, wywolane predkoscia
poczatkowa o rozkladzie zgodnym z III forma drgan wlasnych (gdy y = 10°). Wykresy
ilustruja przebiegi drgaf niettumionych (N, = 0) oraz drgaft tlumionych sitami tarcia
izotropowego (u = 0,1) gdy docisk technologiczny N, przyjmuje rézne wartosci. Pod
wplywem tlumienia (N, = 150 [N]) ekstremalne naprezenia normalne od zginania w stopie
topatki z 33,35 [mP] zostaty zredukowane do 4,32 [mP]. Na rys. 8.1, 8.2, 8.3 umieszczono
przemieszczenia, predkoséei i przyspieszenia drgan z I czestoscig rezonansowsa. Pakie-
towi lopatek nadano réwniez deformacje wstegpna zgodna z I forma (gdy y = 10°).
Na rysunkach pokazano drgania wezla 4 w kierunku OX. Wykresy zawieraja przebiegi
drgan niettumionych (uz = 0) i drgah tlumionych sitami tarcia izotropowego o réznych
wspolczynnikach tarcia, przy tym samym docisku Nj,.

Przebiegi ,,czystych drgan” uvzyskane dla macierzy transformacji zbudowanej tylko
z jednego wektora wiasnego majg znane wlasnoéci dynamiczne ukladu o-1 stopniu swobody
z tarciem suchym [13, 14, 15, 16]. Sa to takie cechy jak:
a) wystepuje przesunigcie §rodka drgad o + 4,
b) amplituda drgan maleje wg postepu arytmetycznego, :
©) funkcja przyspieszenn jest nieciagla (ze stalym skokiem 24v%) w mlcjscu zerowym

predkosei i.t.d. :
Dla rozpatrywanych ukladéw o wielu stopniach swobody

’Q(l)

vtt)

©.1) : A=

gdzie @, jest postacia analizowanych drgan, ».,, odpowiadajaca jej czgstoscia, T wektorem
generowanych podczas ruchu sit tarcia. Cecha charakterystyczng, tych zagadnied jest
staly w czasie kierunek dzialania wektora tar01a na powierzchni styku (bez wzgledu na
typ tarcia). .

Whplyw ilosci form drgafi wlasnych wzigtych do budowy macierzy transformacji @ na
obraz drgafi, pokazano na przykladzie drgad swobodnych wezla 5 (lewej strony) w kie-
runku OY, wywolanych predkoscia zgodna z IT forma drgan (gdy y = 0°). Na rysunkach
9 przedstawiono przemieszczenia, predkosci i przyspieszenia w przypadku tarcia izotro-
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Rys. 6. Przemieszczenia, predkosci i przyspieszenia we¢zla 4 w kierunku OX podczas drgait swobodnych
z 1 forma (gdy y = 10°).
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Rys. 7. Przemieszgzenia, predkoéci i przyspleszenia wezla 4 w kierunku OY podczas drgan swobodnych
z Il forma (gdy y = 10°).-
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Rys. 8. Przemieszczenia, predkodei i przyspieszenia wezta 4 w kierunku OX podezas drgan rezonansowygh
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Rys. 9. Przemieszczenia wezla 5 (Jewej strony) w kierunku OY przy réznych opisach transformacji.

powego, gdy macierz @ skiada si¢ tylko z drugiej formy drgan i gdy jest zbudowana z pie-
rwszych szeSciu postaci drgan wlasnych. Dla tak sformulowanego zagadnienia izotropowe
tarcie suche wzbudza dodatkowo te formy drgan, ktére maja wzgledne translacje w kie-
runku OY oraz wzgledny obrot. Z pierwszych szesciu wektordw wlasnych tarcie wzbudza
VI forme drgan wlasnych. Ogdélnie, wzbudzane sa te formy drgan na ktérych tarcie wy-
konuje prace, czyli '

(®.2) DE,T #0.

W nastepnych zadaniach przyjeto opis ukltadu szeécioma pierwszymi formami drgan.
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Rys. 10, Przemieszczenia, predkosci i przyspieszenia wezia 5 (lewe] strony) w kierunku OY podczas drgan
swobodnych ze sprz¢zeniami poprzez anizotropi¢ tarcia.
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Rys. 11. Przemieszczenia, predkodci i przyspieszenia wezla 5 (lewej strony) w kierunku OX wywolane
sprzgzeniami poprzez anizotropig tarcia. ‘

ra

W przypadku drgan z formami bez sprzgzeni sprezystych (y = 0°) tarcie anizotropowe
generowane podczas ruchu z wybrang foring, wzbudza jednoczes$nie wszystkie formy
z wzglednymi przemieszczeniami. Wynika to z wlasnoéci wektora tarcia anizotropowego,
ktéry zbacza z kierunku wymuszonego ruchu wzglednego o kat f. Méwimy woéwezas
o sprzgzeniu drgaf poprzez anizotropig tarcia suchego. Wiasnoéé te zilustrowano przykla-
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Rys. 12. Przemieszczenia, predkosci i przyspieszenia wgzta 5 (lewej strony) w kierunku OZ podczas drgari

swobodnych z réznymi sprz¢zeniami poprzez sprezysto$¢ ukladu (y 5 0°)

-

dem ,,czystych drgan’ z plaszezyzny tarczy, wywolanych predkoscia poczatkowa o roz-
kladzie zgodnym z II forma drgan (gdy y =0°). Na rysunkach 10 i 11 znajdujg si¢ prze-
biegi drgaf ttumionych tarciem izotropowym (u = 0,11) oraz dwa przypadki tarcia ani-
ZOtrOPOWego: gy = o = 0,07, gy, = —0,035, u,; = 0,17, % = 0,55 (8, = 67°40")
Ay = M2y = 0,04, g, = —0,11, pyy = 0,14, x = 0,45 (B, = 74°10"), przyjeto uf’ =
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Rys. 13. Przemieszczenia, predkosci 1 przyspieszenia wezla 5 (lewej strony) w kierunku OY dla roinych
sprzezen sprezystych (y # 0°)
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= u®. Rys. 10 pizedstawia przemieszczenia, predkosei i przyspieszenia drgad swobodnych
wezta 5 (lewej strony) w kierunku OY. Wzbudzane drgania tego wezta w plaszczyznie tar-
czy wskutek dzialania sit tarcia anizotropowego przedstawia rys. 11. Tarcie izotropowe
nie wymusza drgan w placzyzzsnie OXZ.

W przypadku drgai ze sprzgzonymi sprezy$cie formami (y # 0°) tarcie (niezaleznie
od typu) generowane podczas digan z wybrana forma, wzbudza wszystkie postacie ze
wzglednymi przemieszczeniami. Zilustrowano to przyktadami drgan swobodnych tiurio-
nych tarciem izotropowym g = 0,11 a wywotanych predkosdcia poczatkowg o rozkladzie
zgodnym z I formg drgan dla y = 10° 1 y = 30°. Na rys. 12 przedstawiono obraz drgas
swobodnych wezta 5 (lewa strona) w kierunku OZ a na rys. 13 drgania tego wezla w kie-
runku OY. W zdaniu tym nie uzyskano zbieznosci interacji wektora tarcia w chwili
bliskie] momentowi wygas$niecia ruchu wzglednego.

Wektor sit tarcia jest funkcjg ciagla wzgledem czasu wtedy, gdy drgania sa sprzezone
poprzez sprezysto$é (y # 0°) lub poprzez anizotropig tarcia. Wynika to stad, ze skladowe
wektora predkosci translacji maja miejsca zerowe w réznych chwilach czasu. Jednak w wielu
przypadkach zmiana kierunku wektora sity tarcia nastgpuje w bardzo krétkini czasie (mniej-
szym od przyjetego kroku catkowania réwnan ruchu). Pokazuje to przyktad (tabl. 6) zmiany
kierunku wektora tarcia izotropowego (u = 0,1; N, = 150 [N]) podczas drgan z 111 formg
drgan wlasnych (gdy ¥y = 10°). Przypadek zmiany kierunku tarcia anizotropowego (dla
Bo = 74°10") podczas drgan wedtug II formy (gdy y = 0°), przedstawiono w tabl. 7. W obu
przykladach skladowe wektora tarcia iterowano z dokladnoscia 6 = 2 [{]. Z ciaglosci
wektorowej funkcji sity tarcia wynika ciagtos¢ funkeji przyspieszen. Jednak ze wzgledu na
bardzo krotki czas w ktorym zmienia sie kierunek sily tarcia, otrzymany obraz funkcji
jest zblizony do przebiegu typu przeskok. Funkcja predkosci w tym przypadku moze
mie¢ gwaltowne ekstremum. W celu zachowania przejrzystego obrazu drgan na rys. 10
i 11 w przypadkach anizotropii nie naniesiono przebiegéw funkcji predkosci i przyspie-
szefi w przedzialach czasowych zmiany kierunku wektora tarcia.

We wszystkich pokazanych przykladach tak dobrano warunki poczatkowe drgan aby
sily tarcia dynamicznego byly generowane juz od chwili #,. Opis drgan koticzono z chwilg
ustania jednego (rys. 10, 11,12, 13) lub wszystkich (rys. 6,7,9) ruchéw wzglednych
w miejscu niecigglosci. Moment ten oznaczono na wykresach literg E.

10. Wnioski
Zasadnicze wlasnosci dynamiczne pary topatek turbinowych z tarciem suchym na po-
wierzchni nieciaglodei bandaza mozna sformutowaé nastepujgco:

a) Pakiet lopatek z nieciaglym bandazem ma dodatkowe stopnie swobody a jego czestosci
drgan wilasnych, odpowiadajace formom z wzglednymi przemieszczeniami, sa nizsze
od czestosci drgan ukladu z monolitycznym bandazem.

b) Ukoéne usytuowanie lopatek w wieficu tarczy wirnikowej (y # 0°) wywoluje efekty
sprzezen drgan z réznych plaszczyzn ruchu (jest to sprzezenie drgan poprzez sprezystosc).

c) Drgania z postaciami bez wzglednych przemieszczen w miejscu nieciagtosci nie bgda
generowaly sit tarcia. ‘

d) Przez odpowiedni dobdr parametréw tarcia mozna uzyskaé'powol?y wzrost amplitud
rezonansowych, dopuszczalny w okres§lonym czasie eksploatacii.
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Drgania pakietu z udzialem tarcia suchego sg superpozycja ruchéw z tymi formami
wiasnymi na ktérych generowana podczas ruchu sita tarcia wykonuje prace. W zalez-
nosci od warunkéw ruchu, typu tarcia oraz sprezystych sprzezen form drgan, sity
tarcia pracuja na niek(érych lub wszystkich formach z wzglednymi przemieszczeniami
w miejscu styku. We wszystkich rozwazanych przykladach ruch form rozpraszajacych
energi¢ ustaje jednoczesnie.

W przypadku sprezyscie sprzezonych form drgad (y # 0°) tarcie 1zotropowe i anizo-
tropowe generowane podczas ,,czystych drgan” z wybrang forma, wzbudza wszystkie
formy z wzglednymi przemieszczeniami, niezaleznie od tego czy wywotano drgania
o dominujacych przemieszczeniach w plaszcezyznie tarczy wirnikowej czy z plaszczyzny.
Sity tarcia izotropowego podczas ,,czystych drgan’ z niesprzezona sprezysécie forma
(y = 0°) wzbudzaja tylko te postacie w ktorych wzgledne przemieszczenia wystepuja
na kierunkach przemieszczen wymuszonej formy.

Sity tarcia anizotropowego generowane podczas ,,czystych drgan’ z niesprzezonymi
formami (y = 0°) zbaczaja z kierunku wymuszonego ruchu i wzbudzajg wszystkie
formy z wzglednymi przemieszczeniami w miejscu nieciagtosci (jest to sprzgzenie drgan
poprzez anizotropie tarcia). '

Przedstawiona w pracy metoda analizy dynamicznej umozliwia liczenie uktadéw o wielu

stopniach swobody z udzialem sil tarcia na powierzchniach rozdzialu. Uwzglednia ona
typowe dla opisu tarcia suchego nieliniowosci i niecigglosdci.

Na zakonczenie autor pragnie podzigkowaé Panu mgr M. LiDkE za liczne uwagi

1 sugestie wykorzystane przy uktadaniu programéw obliczeniowych na EMC.
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Peswme

KOJEBAHUS CTEPXHEBOM CHUCTEMBI C TPEHUEM
KYJIOHA HA ITOBEPXHOCTH ITPEPBIBHOCTH

B paGote mpeXcraBieH MeTOX pacucTa KoneOaduii CTep)KHeBON CHCTEMBI C CYXHM TpPeHeM B IOH-
CTPYKLMOHHOM NPEPBIBHOCTA,, PHC. 1. IIpH moMOLIy MeTona KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB CTEPIKHEBYIO CHCTEMY
ONMCAHO CUCTEMONH C KOHCUHBIM YHCIOM creneHeil ceobompl. OGulee onmMcaHue CHJI CYXOro TPeHHd Ha

. IOBEPXHOCTH, KOHTaKTa JaHO FNPH IIOMOLIK TeH3opa Tpeuus XKymoxa [23, 24]. ITpuuATO BO BHHMaHME
NYOBEPXHOCTHEI X4paKTep KOHTAKTZ M AHH3OTPOIHIO CYXOIO TDEHHS. : .

JuHamuaeckne CBOMCTBA CTEPyKHEBOM CHCTeMBbI HCCNENOBAHO HA NMPHUMEPE PAcueTa ,,UHCTHIX Kone-
Oammi’’ mawera, TypOurubix sonmatox. IToxasano agpdexTsr BO3BY>HCHUS KOjeOaHul CHamy TPEHHUS
M CHOPSKEHHMA KOomeGaHni yepes yIprOrocTh CHCTEMBI ¥ aHH3OTPOIHOE TPEHHUE.

Summary

VIBRATION OF A ROD SYSTEM WITH COULOMB FRICT ION AT DISCONTINUITY
SURFACE i

The paper presents a method of vibration analysis of a rod system with dry friction at the construc-
tion discontinuity place, fig. 1. The rod system was described as a system of finite degrees of freedom by
means of tche method of finite elements. General description of dry friction forces at the contact surface
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was made by means of Coulomb friction tensor [23, 24]. Friction anisotropy and a real character of
contact was taken into consideration.

The motion properties of the rods system were investigated by numerical studying of an example
of turbine blades packet ,,pure vibration”. The effects of friction excited vibration and of vibration coup-
ling resulting from elasticity of the system and/or anisotropic friction, were showed.
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