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1. Wprowadzenie

Punktem wyjscia jest teoria anizotropowych, niejednorodnych plyt Reissnera o zmien-
nej grubosci [11V. Praca niniejsza jest uogdlnieniem podejécia E. ReissNerA (21, [3], [4]),
ktéry obmy$long przez siebie teorig plyt grubych zastosowal do obliczania skrecania izo-
tropowych, jednorodnych pretdw o przekroju prostokatnym. Wyniki uwzyskane przez
E. Reissnera w pracy [2] zachecity F. EsSENBURGA 1 P. M. NAGHDIEGO [5] do Tozszerzenia
teorii 1 uwzglednienia zginania i skrecania plyt izotropowych o zmiennej gruboséci. Oka-
zalo sig, Ze rozwigzania zagadnienia skrgcania pretdéw o przekroju eliptycznym i przekroju
trojkata rownobocznego uzyskane na gruncie teorii plyt grubych pokrywaja si¢ z rozwia-
zaniami $cistymi, a rdéznice w wartoéciach naprezen stycznych -dla przekrojéw trapezo-
wych w poréwnaniu z teoria de Saint-Venanta nie przekraczaja 5%. Bledy w wartosciach
katow skrecania sa okoto 10 razy mniejsze od bledéw w wartosciach napreZen.

Rezultaty powyZzsze wskazuja, Ze teoria Reissnera zastosowana do obliczania sztyw-
noéci skretnej daje — praktycznie biorac — wyniki $cisle.

Zasadniczy zaleta omawianej metody przyblizonej jest mozliwos¢ nzyskania wzordéw
na naprezenia i przemieszczenia w postaci zamknietej dla skrgcania przekrojow o jednej
osi symetrii. Poza tym naklad pracy rachunkowej jest duzo mniejszy w poréwnaniu z me-
todami $cistymi. Wymienione wyzej zalety stanowia o duzej wartosci metody. w proble-
mach projektowania i optymalizacji konstrukcji.

W pracy niniejszej podjeto probe dalszego nogodlnienia przyblizonej metody obliczania
skrecania swobodnego, na pryzmatyczne prety anizotropowe. Wyniki liczbowe dla pre-
tdw o przekroju prostokatnym i tréjkatnym poréwnano z rozwigzaniami $cistymi.

2. Sformulowanie problemu

Roéwnania podstawowe teoril ortotropowych, niejednorodnych plyt Reissnera o zmien-
nej grubosei zgodnie z praca [1] maja postaé (rys. 1):

. Teoria Reissnera uwzglednia wplyw sil poprzecznych na ugiecie piyty
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W rownaniach (2.1) 1 (2.2) wprowadzono nastgpujace oznaczenia:
M, , M, — momenty zginajace na jednostke szerokodci plyty,
M, = M, — moment skrecajacy na jednostke szerokodci plyty,

0., Q, — sily poprzeczne
h — grubos¢ plyty, .

na jednostke szerokosci, piyty,
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) ] — obciazenie zastepcze,

Pa, Pg — ObcigZenia dolnej i gérnej powierzchni plyty,
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A =AMy, My, My, O, Qy) — energia sprezysta plyty odniesiona do jednostki pola
plaszczyzny $rodkowej,
@¢, @y— Katy obrotu elementu normalnego dopowierzchni $rodkowej odpowiednio
wzgledem osi y i osi x.
w — przemieszczenie (ugiecie) plyty w kierunku osi z.
Dodatnie wartosci sit wewnetrznych M., M,, Q. i O, oraz przemieszczen @,, ¢, 1 w uwi-
doczniono na rys. 1 b), Ic). Réwnania podstawowe wyprowadzono przy zalozeniu, ze
" kierunki gléwne ortotropii materiatu plyty pokrywajs sie z kierunkami osi ukladu wspét-
rzednych x, y, z
Rozwazmy problem czystego squcama preta pryzmatycznego przedstawionego na
rys. 2. Pret ten mozna traktowa¢ jako plyte o zmiennej gruboéei k = h(x). Plaszczyzna

skrecania

Rys. 2.

$rodkowa tej ptyty pokrywa si¢ z plaszczyzna x, y. Obcigzenie ptyty jest przytozone tylko ‘
pa krawedziach y = +/. Wypadkowa tego obcigzenia réwna si¢ calkowitemu momentowi
skrecajacemu IR - dzialajacemu na pret:

Ent = f (Tyx' P2 Tyt x)dA’
A

2.3) [ tedda =0,
A
f Ty dA = 0,
A .

Zaleznosci (2.3) obowigzuja réwniez dla kazdego przekroju prostopadlego do osi y.

Pozostale powjerzchnie ograniczajace phyte sa wolne od naprezen. Oznaczato, zep = 0.
Przyjmiemy dalej, ze wspélczynmkx sprezystoéci materialu (moduly §cinania) moga by¢
funkcjami zaleznymi jedynie od wspblrzednej x. Podstawowym zalozeniem kinematycz-
nym stosowanym w omawianej teorii jest hipoteza de Saint-Venanta, wediug ktorej ksztalt
rzutu przekroju preta na plaszezyzne (x, z) nie ulega zmianie, a rzut ten doznaje jedynie
obrotu woké} §rodka skrecania o wspétrzednej x = S.
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Kinematyczne warunki brzegowe dla y = +/ prowadza wigc do nastgpujacych za-
leznosci:

w= +60-(x—s)1,

(2.4) . _’0~w_
o Px = dx

gdzie @ jest jednostkowym katem skrecania.
Z naprezeniowych warunkow brzegowych mamy

dla y= 41, M, =0,
(2.5) { Y

dla,x=bl J. X;:bz, Mx:M.\'y:Qx:O‘

Przy ézystym skrecaniu swobodnym zakladamy oczywiscie, Zze stan napr¢zenia nie
moze zalezeé od wspdirzednej y. Uwzglednienie tego faktu w réwnaniach réwnowagi (2.1)
przy spelnieniu warunkéw brzegowych (2.5) prowadzi do stwierdzenia, ze w calym ob-
szarze ptyty znikajag momenty zginajace i sila poprzeczna Q,, to znaczy, ze:

(2.6) M, = M,=0Q,=0. -

Tak wiec jedynymi réznymi od zera sitami wewngtrznymi sa moment skrecajacy M, =
= M oraz sila poprzeczna Q, = 0. Stosownie do wynikow prac [S] i [1]. wywoluja one
naprezenia styczne Ty, i Ty, :

_6M =z
T,,x—~h—2 m,

S R

Z powyzszych zaleznofci widaé, ze rozktad napreZef stycznych z,, na grubosci plyty
jest zawsze liniowy, co stanowi zasadnicze Zrédto bigdéw prezentowane;j teorii skrecania.
W omawianym problemie skrgcama preta ortotropowego wyrazZenie na energi¢ sprezysta
A upraszcza sie do postaci

2.7)

h

£3
A=a01,0 =5 [ |2

h

3

Gye | Gy

2.8) T
GM? 3 , - OM dh (M dh\? \
G.h* Y106,k [2Q 27 T+3(Td—) ’

gdzie G, 1 G,, oznaczaja odpowiednio moduly §cinania w p{aszczyznach v, xiy,z
7. zalezno$ci (2.8) otrzymujemy:

oA
o C;1M+012Q,
.9
o4
= ¢ M+4¢,5,0,

00
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przy czym:
o 12 9  [dn\?
w =G m Tae e \ax )
3 [dn\?
(2.10) Cip = €3 = __SG—,.;h—Z(E) s
o __ 6
227 5G,,h

Biorac pod uwage wzory (2.9) i (2.10) réwnania podstawowe (2.1), (2.2) modyfikuja sig
do postaci: :

aM
(2.11) ke 0
0@y
ox 0,
op. 0 :
69; + 8% ~cyM—c,Q =0,
op
2.12 > =0,
(2.12) -
ow
(px+ W = .0,
BB ow
Qo+ ———c3 M—c;3,Q = 0.
ly-nL ay ' : 22
Przyjmujac funkcje w(x, y) w postaci:
(2.13) w= -0(x~s)y,

spelniamy kinematyczny warunek brzegowy (2.4) oraz réwnania (2.12), 1 (2.12),. Warto
zwrdéic uwage, ze z réwnan (2.12) i (2.13) wynika zaleznoéc¢:
op 0w

2.14 T e - = = t.
(2.14) 3 % ay ® = cons

Jesli w réwnaniach (2.12), i (2.12)s uwzglednimy obecnie zalezno$ci (2.11), (2.13)
i (2.14), to otrzymamy uklad dwéch réwnan rézniczkowych zwyczajnych o dwéch nie-
wiadomych ¢, 1 M:

0 aM
R
(2.15) ' '
OCi—5) — ey M—csa 2 — 0
@y—O(x—5) ~Cyy C22 x

Rézniczkujac drugie z réwnad (2.15) wzgledem x oraz odejmujac je od pierwszego
uzyskamy réwnanie rézniczkowe zwyczajne na funkeje M(x):
c d*M | dcy, dM + dey,
222 dx dx dx

(2.16) —cll)M = —20.
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" Réwnanie (2.16) jest réwnaniem podstawowym przyblizonej teorii skrecania swobaod-
nego niejednorodnych ortotropowych pretéw pryzmatycznych o przekroju monosyme.

trycznym.
Zgodnie z warunkami brzegowymi (2.5), funkcja M(x) musi spetniaé zaleznogci:
217 M(b,) = M(b,) = 0.

Jednostkowy kat skrecenia @, wystgpujacy w réwnaniu (2.16), mozna wyrazi¢ przez

catkowity moment skrgcajacy wykorzystujac réwnanie (2.3); oraz réwnania definicyjne
h h
2
Tyezdz, Q = [ 7,.dz):
B

2

1

sit wewnetrznych & i Q (M =

N[}Lﬁwg

h
b; 2z

(2.18) m = [ f (ryxz ryzx)dz]dx = f(M —Q0x)dx -éfde

bx

2
Z réwnania (2.12)5 wnioskujemy, Zze @, = @,(x). Oznacza to, ze funkCJa deplanacji ¢
jest niezalezna od wspolrz«:dnej ¥y 1 wynosi:

(2.19) & = H(x,z) = z¢,(x).

Jak wida¢ funkcja deplanacji (spaczenia) w omawxanej teorii jest zawsze powierzchnig
prostokreslna.

W dalszym ciagu niniejszej pracy podamy kllka przykladéw zastosowah przedstawio-
nej teorii oraz poréwnanie wynikéw z rozwigzaniami $cistymi.

3. Skrgcanie jednorodnego preta o przekroju trapezowym

W przypadku, gdy material preta jest jednorodny i ortbtropowy, a wysoko$é przekroju
h jest funkcja wspétrzednej x, rownanie (2.16) mozna zapisa¢nastgpujaco: -

M dh M 1 [{an\*  a2n 5
3. 2 Yy il N S ¥ Rl - 2 3
Bk TR hdx = {2[(dx)+hd2]+10 }M 3G@h,
gdzie: ‘ "
G
G-2) {G Gyer 8% =5~
r——- by=1-by ———=y
‘bi:gibz".i 12)_
2
?m ) 7":&"32
i)
J -2
ra——G —i

Rys. 3.
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Dla h = mx, gdzie m jest stalg wieksza od zera, réwnanie (3.1) modyf ikﬁje si¢ do postaci:.

(3.3) EM —EM —a2M = —~GOB - &3,
gdzie: '
. X
57 - —b?’
2 _ 1 10g>
) 2 m2 "’
3.4
( 8 5mb3}
3 >
- ' ,_ d
(=40
Funkcja M (&) musi spelnia¢ warunki graniczne:
b
(3.5) ME) = M1) =0, & =
2
Rozwigzanie ogdlne réwnania (3.3) Jest nastgpujace: ,
(3.6) M(£) = M(§)+c, - E37 ey §77,
gdzie: : '
y =V1+a2

M(&) jest catky szczegdlng, a ¢; i ¢, sa statymi calkowania.
Calke szczegdlna wyznaczono metods uzmiennienia stalych. W rezultacie otrzymano:
GoOp
o T A2
3.7) M) =
( ( Gop .
B0y, y=2

£2, p #£2

Po uwzglednieniu warunkéw brzegowych (3.5) 1 wyrazen (3.7), rozwigzanie réwnania
(3.3) ma postaé:

G@ﬂ [@f'*7 +DE-7—£3], y #£2

(3.8) | M(§) =
GO =
(o 4frem]. -
gdzie:
_l-ggv o gv—gp __ HIng
(3.9 O=—T_g b—_l:E_%‘;“: R

Sita poprzeczna wynosi:
GO
(4—y%)b,
G@ﬁ[

(1 +7)& +b(L—)ET=3E], y £2
(3.10) Q® = = M & =
201 +3a)+ — +3§21n§] y =2
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Wyznaczenie funkcji M(&) i O(&) pozwala obliczyé sztywno$¢ skrecania, rozktad naprezeq
i funkcje deplanacji.
Przedstawimy obecnie szczegdtowe obliczenia dla preta o przekroju tréjkatnym (rys. 4),

. H
W zadaniu tym b, = 0 (4. &, = 0)ib, = B(j. &, = ) orazm = 5

Lt

—by= B———

Rys. 4.

Dla uproszczenia pominiemy przypadek, gdy y = 2, Oznacza to, ze w dalszych roz-
. H '
wazaniach m # 2g (t). EE # 2).
Wobec powyzszego a = 1, b = 0, a wyraZenia na sity wewngtrzne sa nastgpujace:

Gy (M@ = @), 0® = o

_E Y _3E2)
Py [(14+y)&" -3
Calkowity moment skrecajacy wynosi:

1
' GOPBB
M = bt o
2B of M©df = 55
Skad '
MmN
12 © GBI

Sztywno$¢ skrecania D, wystgpuje w mianowniku prawej strony(3.12c.) Podstawiajac
wyrazenie na § ze wzoru (3.4); otrzymujemy

m 5SGHB?
Wzory (3.11) po wykorzystaniu (3.12) mozZna zapisaé jeszcze inaczej:
im 2(2
M) = 5 2D @),
(3.149) M 202
+
Q8 = L_L)[(ur 7)€ —382).
Poziome naprezenia styczne stosownie do wzoru (2.7), wynosza:
. 6M =z m 24(2+y)
3.15 = = = . =24y .
Gl 2 = e = g 2o, € Dz

Na brzegu z = —;—/z(é) otrzymamy:
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1h) M 122+7y)

(316) ryx(é:’z— - BH2 2'—’}/ (E_I-H’."E)-

Rys. 5.

Pionowe naprezenia styczne t,,(&, z) obliczyé mozna ze wzoru (2.7),. Na brzegu Z =

L h(§) otrzymujemy:

2
1 , m 62+ ey
(3-17) Tyz (5; E—h) - HBZ 2“__,}}‘(5 —g)
Natomiast dla z = 0:
M 30+
(3.19) T, 0) = e s D (k7 -28).
Naprezenie 7,, w punkcie (1,0) wynosi:
m
(3.19) 7 = 7u(1,0) = — 32+,
natomiast w punkcie (£5, 0) napreZenie 7,, = 0, przy czym
1
2 \y-2
3.20 &y = (—) .
(3:20) =1
W koncu na brzegu & = 1 mamy:
‘ m i 2z \
(3.21) Tyz(l ,'Z) = — FB?B(Z‘,"}/) ll — (?) j‘.

Analizujac wzory (3.16) i (3.17) tatwo przekonac sig, ze

1
1”"(f’—z"h) _H M
T\ 2

1 2B
Tyz E, —Q—h
Oznacza to, ze na brzegu z = —21—h(£) wypadkowy wektor naprezefl T = 7Ty, + Ty ma kie-

runek styczny do konturu przekroju. Modut tego wektora wynosi: ,
M| 6Q2+7) ey V (H)2
= —_—— - - 4+ .
h A=y (¢ £) 5

(2  v=y e+ =t =
.. ' 1 . .
Najwigksze wypadkowe napreZenie styczne na brzegu z = —é—h(f) rowna sig:
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1
Tmax = T2 = 1(545“2—h)7

gdzie
1 \vz

Nietrudno stwierdzi¢, ze dla izotropowego tréjkata réwnobocznego (g =1, m=
H
B
scistym (por. np. [8] str. 238, 239),

Rezultaty obliczen dla wybranych przypadkdw skrecania pretéw ortotropowych o prze-
kroju tréjkatnym oraz poréwnanie ich z wynikami $cistymi uzyskanymi na gruncie teor
sprezystodci zamieszezono w punkcie 6.

2 . . . . ) )
= ]—/?) rozwigzanie podane wyZej pokrywa sie z dobrze znanym rozwiazaniem

4, Skrecanie jednorodnego preta ortotropowego o przekroju prostokatnym

Zalezno$é (3.1), podana w poprzednim rozdziale, przedstawia ogdlne réwnanie skre-
cania jednorodnego preta ortotropowego o przekroju monosymetryczoym. Je§li w réw-
naniu tym przyjmiemy, Zze A(x) = H = const., to otrzymamy (rys. 6):

a*M g 2 5 —

. 5
ITiew _f-
T x=§ 2
l:ﬂN
z )
Rys. 6

Wprowadzajac oznaczenia:

-  2x B _ S ' d
4-2 {£=':—, n =, a = 2,5 N, ’:—-_— R
@42) = = V2Sem (Y =—0)
‘réwnanie (4.1) mozna zapisa¢ nastgpujgco:
4.3) M7 -2M = - &% GO&>,

Warunki brzegowe wymagaja, by:
4.4 M(—-1) = M(1) = 0.
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Rozwigzanie réwnania (4.3) spelniajace warunki brzegowe (4.4) ma posta¢

' = H? chaé
4.5 M(é)——ﬁéz—G@(l-— Ch&).

Wobec powyzszego sifa poprzeczna wynosi:

H*GO . shaé
3ng cha

— 2 VB B
“6) 0B = =M@ =

Wychodzac z réwnania (2.18) obliczymy sztywno$é skr@cania D,:

1 _
— ~ ~—  BH?
E[R_B_j;M =t (1——tha),
skad
M BH? 1,

gdzie [ jest tzw. momentem bezwladnosci na skrecanie:

]’;,4
4.8) li= 5z [n—

1 N
————th(y'2,5gn ]
gy2,5 v , )
Dla przypadku izotropii (g = 1) i gdy B > H, wzér (4.8) daje wartoéci réwnie dokiad-
ne, jak ogdlnie znany wzor C. Webera, cytowany przez W. NOWACKIEGO [7]:
4

(49) I = %— [n —0,63+

0,052
4 bl

Naprezenia styczne obhczone ze wzorow (2.7) przy wykorzystamu rozwigzan (4.5)
(4.6) okredlaja nastepujace zaleznosci: :

o H chak

, e o 2 (1 ) 3]

(4.10) B i .
ryz(éaz)—‘ ""G@ 2;_:["' &'—Sc%l'_aa—é; 1_‘(%)],

lub po uwzglednieniu wzoru (4.7):

aMm - 3 chag\ [ 2z
(£, 2) = BH 1 (1 T “cha ) (—fi—)’
4.1) - m 3 shaf [ ( 2z )2]
Tyz( »Z) = Bﬁz chu —ﬁ— .
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Wartosci ekstremalnych naprezen stycznych 7, i 7, wynoszg (rys. 7):

3

1 i
_ H m 3(-1“'chz.z)
R ) o L)
n(l———th&
¢4

_ M 3y/10, thd
T, = 1,:(1,0) = "—‘—T%’—l—"
(1 — ?th&)

Na podstawie rownan (2.15) nietrudno przekonaé sig, ze srodek skrgcania (punkt
w ktérym @, = 0) wypada w srodku cigzkoéci przekroju, tzn. s = 0. Funkcje deplanacii
obliczymy na podstawie zaleznosci (2.19) wykorzystujac drugie z réwnan (2.15):

(4.12)

‘ 7 = H2 {— 2 shwE\[2z
PR e

Po wykorzystaniu zalezno$ci (4.7) réwnanie (4.13) mozZna zapisa¢ nastgpujaco:

— 2 shaé

E— — =
. M 32 a cha {2z
4,14 5 = — ) ——
(4.19) o) = —— 2 %)

1—-Lwa
o

5. Rozwiazania écisle teorii sprezystosci

5.1. Sformulowanie problemu. Podstawowe réwnanie rozniczkowe funkeiji naprezen y(x, z)

przy skrecaniu swobodnym sprezystych, ortotropowych pretéw pryzmatycznych ma postaé:
1 &%y 1y

5.1 : — = —

G- G, o TG o - 20

przy czym funkcja naprezen spelnia nastgpujace zaleznodci:

_ % _
(5.2) ' Tyx = Bz Ty = B
(5.3) W, = const,
(5.4) M =2 [ [ pdxdz = D,0,

gdzie v, oznacza wartosci funkcji naprezen na konturze preta.
Réwnanie (5.1) fatwo doprowadzimy do réwnania Poissona podstawiajac, ze

(5.5) X; = Xg, 2Z,=2.
Otrzymamy wowcezas

*p(x,, z,) 0%y(x,z,)
'6 1541 141
-6) ox3 + 073

= ~2G,.0.
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Problem skrgcania pregta ortotropowego sprowadza si¢ obecnie do rozwiazania skre-
cania zastgpczego preta izotropowego o g-krotnie zwigkszonych wymiarach w kierunku
osi x[11], [12}. .

5.2. Skrecanie preta o przekroju trojkatnym. W celu uproszezenia obliczén ograniczymy sie
do rozwigzania problemu skrgcania preta ortotropowego o przekroju trdjkata réwno-
ramiennego, przy czym wymiary przekroju dobieramy tak, by w ukladzie osi x,, z; za--
stepczy przekrdj izotropowy odpowiadal tréjkatowi réwnobocznemu (por. rys. 7a i 7b).

b)

Rys. 7

W przypadku trojkata réwnobocznego funkcje naprezen w(x,, z,) buduje si¢ jako
iloczyn réwnan bokéw trojkata (por. [8]). Mamy wiec:

(5.7 | (x5 2,) = A(x1+%c) (xl—%c—]/gzl) (x1 ——i—c+ 1/?21).

Stala 4 wyznacza si¢ podstawiajac wyrazenie (5.7) do réwnania (5.6).
Ostatecznie uzyskujemy:

2
Po uwzglednieniu transformacji wspétrzednych (5.5) funkcja naprezen p w ukladzie
osi x, z przyjmuje postaé:

2 B
(59 o op(x,z) = — —G”z"@ [g (—i—xzz — —gz—x:“) + (gzé'c2+zz)].

¥atwo sie przekonaé, ze funkcja v na konturze preta, zgodnie z warunkiem brzego-
wym (5.3), przyjmuje warto$¢ stala réwna zeru,
Stosownie -do zalezno$ci (5.2) sktadowe naprezenia styczne wynosza:

G011
(5.9) p(x,,z,) = ——2= [_6_(3xlz§——xi)+ (xf+z§)].

©
oo lp 00,
- 0z g ¢
(5.10) 2 3 .
' 7y = —i=260(—22—£x2+2x).
ox cg c
Jednostkowy kat skr¢cenia obliczono na podstawie zaleznosei (5.4):
4

(5.11) 0= ﬁ, gdzie D, = ——(—;—C—:

D; 2153
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i ostatecznie skladowe napreZemia przyjma postac:

m —{ 3gx
e = -?gIS]/:;( 5 +1)Z,

C
(512) S {3 3 L,
Ty, = F—g7,5;/3 (ng —&x+ 2 x)-

5.3. Skrecenle preta o przekroju prostokatnym. Rozwiazanie zadania brzegowego dla preta
prostokatnego przedstawionego na rys. 6 zbudujemy za pomoca szeregéw Fouriera, Po-
niewaz zadanie jest symetryczne wzgledem osi X, = X' g zaréwno funkcje naprezen
@(x,, z,) jak i prawa strong réwnania (5.6) przedstawimy w postaci pojedyficzego szeregu
COoSINUSOWego :

krx
(5.13) P, 7)) = Z‘ C,(cos( o L)z,‘(zl)
. k=1,3,5 Bl ’
. 4 Ll k
(514) szx@ = 2ny@ Z —TC—(.—I) 2 COS( fxl )7
k=1,3,5 7 B,

gdzie C, oznaczaja niewiadome wspotczynniki rozwinigcia funkeji v, B, =B-g

Po wykonaniu rézniczkowania i podstawieniu zaleznodci (5.13) do lewej strony réw-
nania (5.6) oraz podstawieniu zaleZznosci (5.14) w miejsce prawej strony zaleznosci (5.6)
dla poszczegdlnych wartosci k otrzymujemy réwnanie rézniczkowe zwyczajne na nie-
wiadoma funkcje Z.(z,):

*zZ. [ kx \ ' 4 L
Rozwigzanie tego réwnania jest nastgpujace:
knz knz 8G,.6OB? Ll
5'16 Z — A 1 i L R i 1 »x 1 _ 2
( ) k(zl) 1S Bl +A~Ch Bl k3an ( 1) >

gdzie 4, i A, oznaczaja stale catkowania.

Z symetrii zadania wynika, ze 4, = 0. Stala 4, zgodnije z (5.3) wyznaczamy z warun-
ku Zyl;, - vm,,, = 0.

Po obliczeniu statej 4. réwnanie (5.16) przyjmuje postaé:

knz,
8G,. 0B} AL N
( ) k(zl) k3an ( ) 1 an—-l
ch—=
_ - 2B,
Ostatecznie po podstawieniu do (5.13) i po uporzadkowaniu otrzymamy:
' 86,.,08: < 1 *=i| B l'chI kx
(5.18)  pOn,z) = 22220 M (- 1o P cos( a )
‘ k=1,3,5 ch ks H, B,

2B, .
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Funkcja napre¢Zen wyrazona przez zmienne X, z przyjmie postac:

ch kmz
8G6OB? 1. Lty gB knx
/
5.19 X,2) = — 35— E — (=D 1- — CO8 | ——
( ) tp( 71:3 L k3 ( kazH B
e ch——
2gB

Naprezenia styczne wyrazajg zaleznos¢:

. <h knz
op 8GOB 1 Lis gB knx
yx=732~: _—_'J'-ZTg_— 'I?f('—l) ————— " COS§ —
S k=135 ch _k”%l)
2g

(5.20) knz '

oy 8GOB 1 -t Ch( B )

w —_—
== O g [1- o E Sh(
k=1,3,5 ch( k“_.)
2g
Moment skrgcajacy I obliczony z réwnania (5.4) wynosi:
s meofem[lo® S Ly(BE) o,
' ST P 2gB

6. Poréwnanie rezultatéw teoril przybiZonej z rozwiazaniami Scistymi

445

Poréwnanie przeprowadzimy dla trzech przypadkéw: izotropii, ortotropii ,,A’ oraz
ortotropii ,,B”’. Wartosci modutéw écinania materiatu ortotropowego odpowiadajg drewnu

$wierkowemu, dla ktérego wedtug E. K. Aszkenaziego [9] mamy (rys. 8):
— Ortotropia A G,, = 4210 kG/cm?

G,. = 3540 kGfem? < G,,, g= 1/ g” = 1,0905
. rx
— Ortotropia B G,, = 3540 kG/cm?
G, = 4210 kGjem? < G,,, g = ‘/ _gy_ ~ 0,9170
»x

ortotropia A {Gy> Gy}

ortotropia B(G, <G, }

7 Mech. Teoret. i Stoso. 3/80
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Przypadki ortotropii A i B réznia si¢ jedynie sposobem wycigcia preta z pnia drew-
nianego.

Przypadek izotropii rozwazano przyjmujac, Ze modul Scinania jest réwny Sredniej

o 1

arytmetycznej modutéw dla przypadku ortotropii, tj. Gy = 5 (Gy. +Gyx) = 3875 kG/cm?,
W tablicy 1 przedstawiono wartosci naprezen 7, i 7, oraz sztywnosci skretnej D; dla preta
o przekroju trjkata réwnoramiennego (rys. 7a). W przypadku rozwiazywania takiego
zadania, niezaleznie od wartosci modutéw G, i G,, wspolrzedne &3 1 &4 maja stalg war-

2, 1 . . . .
toé¢ (por. rys. 9). & = £ £, = 5 Rozwiazanie przyblizone jest w tym przypadku roz-

wigzaniem $cistym. W tablicy 2. zestawiono wartodci sztywnosci skretnej Ds oraz napre-

~zen T, i 7, (por. rys. 10) dla preta o przekroju prostokatnym przy réznych stosunkach
bokéw n = B:H.

— B

T
yZ

Rys. 10

Przedstawione rezultaty pozwalaja stwierdzié, ze sztywno$ci na skrecanie dla pretow
ortotropowych obliczone w sposéb przyblizony wedtug teorii plyt Reissnera sa niemal
identyczne z wartosciami uzyskanymi z metody §cislej. Podobne stwierdzenia dla pretow
izotropowych zostaly przedstawione w pracy [5]. W pewnych przypadkach przekroju

Tablica 1
Pr¢t o przekroju tréjkatnym. Wyniki dla metody przyblizone] i Scisle]
Przypadek Ds Ty T2
Ortotropia A 0.0322 G 15 m Mm
Gye > G,» ,0322 ¢*G, —15,448 3 14,4976—3

‘Ortotropia B 0.0456 ot ' 0.9 m , m
Gy < Gy ) c*Go —10,923 -;3— ]],673:3_

tréjkatnego wyniki uzyskane z metody przyblizonej sg Sciste. Odnosi sig to zaréwno do
sztywnosci jak i do skladowych naprezen stycznych. W przekrojach prostokatnych war-
toéci napreZen réznia sie, a najwiekszg roznicg (do 10%) otrzymuje sie dla przypadkéw
gdy stosunek bokdéw prostokata wynosi 1:1.
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) Tablica 2
Pret o przekroju prostokatmym
Stos. - Ds: GoH* T, —‘13- T, A_a
dlug. Przypadek :
bok. rozwigzanie rozwigzanie rozwigzanie
n=HB:H przyblizone Scisfe przyblizone Scisle przyblizone Sciste
izotropia 0,1396 0,1406 4,3340 4,8080 5,2020 . 4,8080
1 ortotropia A 0,1388 0,1396 4,3070 4,5970 5,3250 4,9331
ortotropia B 0,1384 0,1396 4,3580 4,77717 5,0960 4,6633
izotropia 0,4566 0,4580 2,0050 2,0320 1,7250 1,6133
2 ortotropia A 0,4328 0,4334 1,9680 1,9639 o 1,8160 1,7010
ortotropia B 0,4760 0,4770 2,0320 2,0293 1,6440 —1_,555 )
- izotropia 1,1220 1,1240 0,8877 0,8865 0,7043 0,6596
4 ortotropia A 1,0415 1,0420 0,8754 0,8625 0,7563 0,7093
“ortotropia B ' 11,1989 1,1997 0,9008 0,8895 0,6570 0,6162
izotropia 2,4561 2,4546 0,4072 0,3979 0,3219 0,3027
8 ortotropia A 2,2600 2,2601 0,4043 0,3979 0,3486 0,3270
ortotropia B 2,6472 2,6483 0,4104 0,4050 0,2975 0,2791

7. Uwagl koficowe

Na podstawie przeprowadzonych przyktadowych obliczed mozZna stwierdzi¢, ze przed-
stawiony w pracy przyblizony sposdb wyznaczania sztywnosci, naprezen i deplanacji prze-
krojéw w ortotropowych prqtach' skrecanych jest szczegélnie przydatny do obliczania
sztywnosci skretnej dla dowolnych przekrojéw, o jednej osi symetrii. Przyblizony sposéb
stosowa¢ mozna réwniez do obliczania naprezen, przy czym nalezy si¢ liczy¢ z bledami,

ktére dla przekrojéw kwadratowych wynosza niemal 10%.

Ocene bledéw dla przypadkéw gdy nieznane jest rozwiazanie $ciste uzyska¢ mozna,
przy rozwiazywaniu zagadnienia na drodze teoretycznej, w zasadzie tylko na gruncie teorii
ofrodkéw z wiezami [10].
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Peswome

TTPUBJIYDKEHHAS TEOPUS CBOBOITHOI'O KPYYEHUS
i MIPU3MATUYECKUX CTERKHEN

B pafore nmpencraBieHo MPUONKEHHLIY METOX BBIYMCICHHA HANPAKeHH# B CKPYUMBAEMBIX
OPH3MATHYECKIX, aBU30TPONHBIX CcTep:xuax., Meron sBiserca obobuienuem teopuu . Paiiccrepa
IUIA AHK30TPOINHBIX, HEOMHOPOMUELIX MIACTHHOK M HEPEMEHHOMR TOJUIHMHOM.

ITonyuennie upulnuycéAnbIe PELUCHUA HMEFOT 3aMKHYTON Bil. IpeICTaBerHsL IPHMEpHI ¥ CpaBHe-
HHE MOJNYUEHLIX PE3YJLTATOB C PE3YJbTAaTaMy BBIYMCIEHBIMW TOUHLIM METOIOM.

" IlpemsosKeHblif METOX MOMKCET GBITh MCITONB30BAH NPY BBLIUHCICHHH OPTOTDOMHBIX CYepIKHel
C NPOM3BONBLHBIM [IOUEPEUHBIM CEYEHHEM M aKCHANBHOH MInMerpeH.

Summary

AN A-PPROXIMATE SOLUTION OF TORSION OF ANISOTROPIC PRISMATIC BARS .

An application of Reissner’s plate theory to torsion problem of monosymmetric anisotropic bars
is presented. The solution obtained by means of the method has a simple exact form. The torsion of
the rectangular and triangular cross-section bars are discussed. A good agreement (esspecially in case of
displacements) with exact solution & the theory of elasticity is shown. The approximate method presented
here is useful in design and optimization problems. :
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