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1. Sformulowanie zagadnlenﬁ

Punktem wyjécia rozwazait sa réwnania rézniczkowe dla termodyfuzji podane przez
S. PODSTRIGACA 1 W. NOWACKIEGO [1]. Przy zaniedbaniu wplywu temperatury mozna je
zapisaé w postaci

'(1.1) c,-,——%c', =kuj,ﬂl—%(x,t),
piy g+ (e Dy, = ouy g tyec,;~X(x, 1),
gdzie

51=1,2,3; xe R3; te (0, 0)

B> A, 0, ¥e, D, k — stale materialowe

¢ — koncentracja, u; — przemieszczenie

¢ — Zrédlo dyfuzji, X; — sity masowe.

Przyjeto jednorodne warunki poczatkowe

1.2) e(x,0) = 0; wy(x,0) =0; uy,(x,0) =0,
oraz warunki znikania w nieskonczonosci
(1.3) Im e(x,t) =0; limu(x,?) =0.

| %] 00 |x]|—>00 .

Zalozono, Zze w chwili ¢t = 0 zaczynaja dziala¢ w plaszczyinie x; = 0: zrédlo dyfuzji
i Zrédto dylatacji [2]

g DCO 6(1'1) ﬂ(t)’
X; — Py 0'(x) e n(t) by,

gdzie §; — symbol Kroneckera, 0(x;) — funkcja Diraca,
7(t) — funkcja Heaviside’a.
Zgodnie z [3], tak postawione zagadnienie posiada dokladnie jedno rozwigzanie w przes-
trzeniach Sobolewa: H?-! dla koncentracji, H* dla przemieszczenia.

2. Transformaty Laplace’a rozwigzan
Stosujac transformate Laplace’a [4] do ukiadu réwnan (1.1) - (1.4) otrzymano
' _ s _ - c
(2.1) C,’[——EC = ku_,'_ﬂ[ __’?O_ 6(x1),

3%
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9y
1

s—iw

2.1 — - - ,
([Cd)] ,uuj,”-f-(/l+u)u¢_u= QS2uj+'yCC,J'+P1(5(x1)

gdzie f(s) oznacza transformatg Laplace’a dla funkeji f(#), s jest parametrem transformacji,
Oznaczajac

A+2u Ve P,
2. = — = ;0 P=-
22 = L Iy At2u

dla yk s .1 rozwiazanie ukiadu (2.1) ma postaé

- . Pk o(x,) 1 P/C_ 4, Cof 52 efox]
e, 5) = 1=y s—iw 2]/1—1{[3—1'60 a'+—(o{1+c—f)] ia,
i o2 oc%%—s—z e
s—iw 2 s \ 22| ia, J
(2.3) - oF o
. sgnx, YYD oy |
Uy(%y,5) = 24 P o T efeslxl +
s
a3+ —- :
— P-Ti_g.ﬁl eit2|x Oy
—iw §
gdzie ) ‘
R Y N
1
¢ R
Sz = 3[1 —2ykt2 ]/yk(yk—l)],
argys—s, =0, gdy Re(s—s)>0 i Im(s—s,) =0,
1 sz s —
@5) Wy = _———(~+—¢ A).
2 (A-yi)\ez " D 4
Osobno nalezy rozwazyé brzypadek vk.=1
- Dc3 Pk 8"(x)) s Pk ¢
Xy, = — —_—
s 9) Ds+c§{s—iw s T Ds+c} s—iw s )+
$ Pk Dcos| el \
2.6) + [Ds+c} s—iw ¥ & ] 2iao(Ds+c§)}’
Z c3 0y, [PD d(x) 1 ( P c2 yDc(; : .
U (%, 8) = — farg] %1 ]
t J_'( 5 5) Ds+c? |s—iw s 2 \s—iw D(Ds+c}) + §2 sgnxy e
gdzie ' !
’ 2
@.7 . ad = J
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Ponadto, zgodnie z warunkami (2.4), wybiera si¢ na «,,, m = 1,2, 0, te jednoznaczne ga-
lezi pierwiastkéw /o2, dla ktérych. Im a,, > O.

atwo zauwazy¢, Zze przypadki szczegdlne py = 0 lub & = 0 daja 1ozw142an1a $ciste,
znane w teoriach niesprzg¢zonych. ’

3, Przyblizone roz§vlazanle zagadnienia

Poniewaz wartosci wspotczynnikéw y i k nie sg stablicowane w dostepnej literaturze,

nalezy rozwazy¢, z uwagi na (2.4), nastgpujace przypadk1 a) yk>1byyk =0, ¢)yk <
<1, yk>0

Wzory (2.3) oraz (2.6) dadza sie przedstawi¢ w nastepujacej, rownowaznej postaci

- _ Pk o(xy) i 7/’1(xl, s)
C(xl’ S) - S—'—J[ 1 ')/]C Al.(xl 51(0)) m >
P A.2 (xl, ICU)

_ I
Cu(xy, 8) = [ 5 W ]/*— =5 (%, 5)] Oiss

s o2 S ]

3.1)

\s—iew s(Ds+c?) (Ds+c2)?
;- . 1 DC REN
_mA3(xl,zw)+ ——;*3,77/’3(351’ s) l/ ° 2\
_ (S+ D). (S+ _5)
(32) c2 6" PD 6l(x ) A (x la)) 17)- (x S)
‘ _ _ 10y, 1 4\ Xy 5 4\V1 >
14 (%1,8) Ds+¢c? s—iw s + s—iw + c? 2
S+'3
ClyCOD iao|X1|(5 .
2(Ds+c2) 52 Sgnxie 1
gdzie

C eial(lw)lxll — i) el?2 ()| x|
Ay 1 2 o) e

iw—s; YViw—s,
Vio=s, Vi |
N e

c
Ay, ,i =t
o “.Lo) iw Vio —s, Yio—s, ’

3

(iw)? o
2 p mo(iw)|x1|,
63 * Gusio)= Der Pl o ) GwD T ) ©
A4(x1 ,1(0) Pcl Sgnx, 61" eiﬂo(lwﬂxxl, :

2D(iwD +c3)?

_ Pk : - .
i) = o ol e Ty, )]+

Co §2\ efaalxl T L ]
o F — B+,
) s [( ! 01) 0y 2T et 123 ? ’
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et

: P s s _
Eicf)] Valx1,8) == {:ﬁ[(ﬁ +3) el —\(a%+—5)e’“2’”*’ — Y/ Ady(x, ,iw)] +

¢} [ Pks® 2DYD . 2\
: [S'____—iaTei“°|x1l+—7'/A3(xlalw)(s'f‘_l) )

Pa(Xy,8) = — = -
¥3(x1, 9) 2D YD 3G —iw) D
— 'Ci'éu Jo A4(x1 lw)
= olwegf _ ZTANTAY T
V(e 8) 2D3 s—ig 20 ¥1® s—im

Metodg przyblizona (wg KryLOowA [5]) oblicza si¢ oryginaty transformat
— 1 - !
(3.4 F(s) = —————w(x,8); [=1,2,3,4; peN.
Y (s—s)p o
‘Oryginaly pozostatych skladnikéw wzoréw (3.1), (3.2) mozna obliczy¢ w sposéb scisty.
Rozwazmy przypadek vk > 1. Wéwczas 5, < 0, a wige funkcja F,(s) da si¢ zapisac

@) ACE 1/15 '/S,IH i, —515).
. Y1 1

Zgodnie z monografia [5] transformate odwrotna F,(¢) mozna jednostajnie przyblizaé
sumami

G6 Fi(t) & )] B(0)p; oy, —5:0),
=0 !
gdzie
' _ l-f—y;
(3.7 oy = —1—_7,

Yi,1=0,1,...,n, sa migjscami zerowymi wiclomianéw stopnia (rn+1) ortogonalnych
na przedziale (—1, 1) oraz :

(3.8) B = 2 /o one’
R 0= & rgeip o

=0
Wartosci a;;, 0; mozna znalezé np. w [6] tablica 6 lub tablica 7. _
Na mocy powyzszych rozwaZani mozna przedstawié oryginaly transformat wystepu-
jacych w (3.1) w postaci

| 1 1 .
c(xl N t) R —Pkl:—;kj‘ 6(x,_)+EA1(x1,lw)] L S
3.9) o +2 By (1) p1(e1y —s100),

=0

o P .. n _ :
up(xy, t) = [E—Az(xL, iw)efor + 2 B, (), (xy, —51 ol)] Oy
‘ ' : - 1=0
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‘Obierajac dla prz&kkadu n= 3 dostaje si¢ wzor na koncentracj@

c(x17 t) ~ _Pk[ 1 6(xL)+ A (xl’la)):leiwl_l_ .'

1 o :
.+. Eem[aoo'}’l(xu —$100)+.

{2 —— - 2, 22
+idi0 +‘Taut P (%158 0)+ azo‘f'aszH“T?azzt X
. - 2 22 22 2
XPy(Xy, —5102)F |@soFas —t+——-as,12+—
4 | _ 177173 1
Rozwazajac analogicznie przybadek yk = 1, otrzymujemy

' ‘51(5?1, 1) = _{Pkch [6”(3‘1) iwd(xy)

{7} 4
ioD|c} | iw iwD|c} ]-{—A3(x1,lw)}e ’
_ ‘ . . C%" . 2
- _ iwD ——t(iwD+ci)
N 2811 2
iwD+c? _D o)t . ioD+ct 200 |+
D2 . prD | D
+——Co 5(351_) e D r+ _—6"(36 )+DCO( ) o0n)+
.__—rD2 tj+1l2 ]/B _. c% |
]7]-|-5/2) a; —-———. ) tps X1r50'1 +
(311 ; “ymer
: +2_;:—3 ¢ coe DYar+1 ,
o 1 (o) Do) |,
- 2 L[ . I 0 | iw!
lul(x‘l,.t).N Pcl[2 (D) A4()IC1,?_CU)‘ .:i:'CQ(_iwD-I'—C%) e'of +
2 ___,__,— D L7 .
'+:PD [iwD _ iwD+c} e , ]6 (x.l)-_l_

2 .

D
j1=0

o : . S
' 1 -5 CH S c?
+-2_c D ‘Za,j [PD2 J+11p3(x1, G'l)-l-

D2 _ "Alxxl ]
. DVa+1sgnxy |.
| g

W przypadku 0 < yk < 1 warto$é s, , d;iha wiorém (2.4), jest liczba zespolong i wow-
czas ‘wzory typu (3.6) - (3 :8) zawieraja funkcje hipergeometryczne, co komplikuje algo-
rytmy obliczeniowe. Aby tego uniknaé, zastosowano tutaj rozwinigcie nieznanych orygi-
nalow transformat (3 1) W szereg wwlormanow ortogonalnych na przedziale (0,1). Mozli-
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woéé takiego rozwinigcia jest umotywowana twierdzeniem o istnieniu rozwizzania zagad-
nienia (1.1) - (1.4) dowodzonym w [3]. Otrzymuje si¢ '

e(x,, 1*) =~ Pk { 5(x1)+ A (xl,tw)] fwr*
- 2i(%
(3.12) +Z(21+1)a1P¢(e b )
K =0 !

. n . c?
P . . : o I
u, (3 1%) A S Ay, f) el + Z<21+1)b,P,(e D )

=0

gdzie P (x) jest wiclomianem Legendre’a

/
- % . I+ G+n!
Pl(x)—_’é_’_b/ﬂjlx": B = (- 1)+(]) ST
1/)1(x1: (1+]))
a, = Zﬂﬂ o2 —
]/ 1 —(1+5) -5,
(3.13) }
. _ cf- )
Vlj ) Cz 7/)7 Xy, _5'(1-*'.])
b, = P ﬂﬂz ! — >
— D c? .
= _D’(l"f‘J)"Sl
1D
* = ——
14 ) Cf t.

Wzory typu (3.12) znalesé mozna w monografii [5]. Wielomiany Legendre’a zastapié
mozna inng rodzing wxelomxanow ortogonalnych na przedzmle (0,1), otrzymujac wzory

podobne do (3.12).
Otrzymane wzory (3.9), (3.11) i (3.12) pozwalaja wyznaczy¢ w sposob efektywny,

z dowolnym przyblizeniem, koncentracje ¢(x,, t) i przemieszczenie u,(x,, 1).
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Peswome

TIJIOCKUE TAPMOHUWYECKHME BOJIHEI Y1 IV PY3UA B TBEPIIOM TEJE

B paGore onpenenenbl rojie NIEPeMYILERnA M ToJie KOHICHTPALMK B HEOIPaHHYeHHOR cpenie, Ml
muHamugeckoit saxauwn muddysun. Compspxéunbie ypaerenus Ruddysum manper C. IloncTpmrauém
u B. Hosanxum [1]. IlprBenenns1 meTonbl npubnmskenHoro ofpameHus npeobpasopanus Jlannaca.

_ Summary
PLANE HARMONIC WAVES AND DIFFUSION IN A SOLID BODY

On the basis of equations given by S. Podstrigad and W. Nowacki [1], the interaction between har-
monic waves and diffusion in solids is considered. To obtain the concentration and displacement the appro-
ximate method for inverse Laplace transform is used.
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