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1. Uwagl wstepne

Niniejsza praca poswigcona jest problemowi optymalnego ksztaltowania osiowo-
$ciskanych pretéw wspornikowych, wykonanych z materialu nieliniowo-sprezystego lub
sprezysto-plastycznego z nieograniczona granicg plastycznosei, ktory moze by¢ opisany
potegowym prawem fizycznym. Pret wspornikowy jest Sciskany sila skupiong dzialajaca
na jego swobodnym koncu, skierowang podczas wyboczenia do ustalonego punkiu.

Podobny problem, w przypadku materialu liniowo-sprezystego, zostal rozwiazany
w pracy A. GAJEWSKIEGO i M. ZYCZKOWSKIEGO [1], gdzie podano réwniez szerszy przeglad
literatury dotyczacej tego tematu.

Nietiniowo-sprezyste lub spreZysto-plastyczne wlasnosci materialu maja Jednak istotny
wplyw na optymalny ksztalt preta; szereg szczegblnych rozwigzan otrzymano w pracach
W. Krzysia [2], [3], A. GAJEWSKIEGO [4], A. GAJEWSKIEGO i M. ZYCZKOWSKIEGO [5],
przy zatozeniu, Ze sprezysto-plastyczne whasnosci materiatu sa opisane za pomoca specjalnie
dobranych praw fizycznych, zaproponowanych w pracy [3]. .

W wymienionych pracach zwrdcono réwnie2 uwage na wplyw' zachowania sig sily
po utracie statecznosci na jej warto$é krytyczna 1 na odpowiadajacy jej ksztalt optymalny
preta. Wplyw ten moze byé bardzo istotny, szczegdlnie w przypadkach, w ktérych zacho-
wanie sig sily jest niekonserwatywne. Jak wykazano w pracy A. GAJEWSKIEGO i M. Zycz-
KOWSKIEGO [6], oraz M. FARSHADA i I. TADIBAKHSHA [7], konserwatywno$é ukladu ma tu
podstawowe znaczenie, bowiem pozwala na stosowanie statycznego kryterium statecz-
noéci oraz powoduje wzgledne uproszczenie odpowiednich warunkéw optymalnodci.
W dalszym ciagu ograniczymy si¢ do przypadku dmalama sily skierowanej do bieguna,
tzn. do zagadnienia konserwatywnego.

Optymalne ksztalty $ciskanych pretéw liniowo- sprqzystych oraz pretéow sprezysto-
plastycznych z nieograniczona granicg plastycznosci charakteryzuja si¢ wystegpowaniem
zerowych przekrojéw. Prowadzi to do nieskohczonego wzrostu napreZzen i wymaga przy-
jecia dodatkowego warunku wytrzymaloéciowego, ograniczajacego napreZenia. Warunek
. ten uwzgledniono w pracy S. H. RASMUSSENA [8], w przypadku optymalnego ksztaltowania
preta przegubowo zamocowanego, $ciskanego sila eulerowska (o statym kierunku i punkcie
przytozenia), wykonanego z materialu spr@Zystol-Qlastycznego, opisanego nieliniowym

1 Praca wykonana zostala w ramach problemu weztowego 05.12 pt. ,,Wytrzymatos¢ i optymalizacja
konstrukcji maszynowych i budowlanych” — koordynowanego przez IPPT PAN.
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prawem Ramberga-Osgooda. Odpowiedni warunek optymalnosci otrzymano w oparciu
o klasyczny rachunek wariacyjny, a zagadnienie rozwigzano na drodze numerycznej
metodg kolejnych przyblizen.

Okazuje si¢ jednak, ze istnieje réwniez mozliwo$¢ otrzymania rozwigzan $cistych
w przypadku optymalnego ksztaltowania pretéw wspornikowych, $ciskanych sitg skiero-
wang do bieguna, jezeli ograniczymy si¢ do potggowego prawa fizycznego. Przedstawione
nizej rozwiazania éciste, z uwzglednieniem warunkéw ograniczajacych pole powierzchni
przekroju poprzecznego, mogg stanowié. bardzo dobre kryterium oceny zbieznosci réz-
nych metod przyblizonych, ktére, z koniecznosci, musza by¢ stosowane w podobnych
zagadnieniach przy innych prawach fizycznych. )

2. Sformulowanle zagadnienia
Y

Przedmiotem rozwaZzan jest jednostronnie, sprgiifs'cie utwierdzony pret, o dlugosci /,
sciskany statlg sita P, dzialajaca na jego swobodnym koncu (rys. 1). Sila ta jest stale skie-
rowana do bieguna polozonego w odleglosci ,,a” od utwierdzenia (« = a/l). Ksztalt
przekroju poprzecznego preta i jego zwiazek z momentem bezwladnosci przekroju jest
scharakteryzowany zalezno$cig:

D@ = [g®F, &@) =Jl, D¢ =F|F,

2.1 Fy = F(&y), Jo=J(),

Rys. 1

w ktérej: g(%) oznacza bezwymiarowy moment bezwladnosci, $(£€) — pole powierzchni
przekroju, F, i J, oznaczaja odpowiednio pole powierzchni i moment bezwladnosci
w pewnym, na ogét dowolnie wybranym punkcie & = &, a wyktadnik » okreéla sposéb
wyboczenia prgta (¢ = I'— pret plaskozbiezny, podlegaja;cy wyboczeniu z plaszezyzny
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zbieznodei, » = 1/2 — pret wszechstronnie réwnomiernie zbiezny, » = 1/3 — pret ptasko-
zbiezny, podlegajacy wyboczeniu w plaszczyznie zbieznosci). Bedziemy w dalszym ciggu
stosowali teori¢ modulu stycznego wg. koncepcji F. R. SHANLEYA [9], ktéra sprowadza
si¢ w praktyce do zastgpienia modulu Younga E w réwnaniu linii ugiecia dla zakresu
sprezystego, przez modut styczny E = do/de wykresu $ciskania o = o(e). W dalszym
ciggu ograniczymy si¢ do potggowego prawa fizycznego, ktére zapiszemy w postaci:

(2.2) ¢ = |a/n|"sgno,

gdzie n 1 n oznaczaja pewne znane stale materiatowe.
W niniejszej pracy uwzglednimy réwniez warunek wytrzymalosciowy:
3 P|F < o*,
w ktérym o* oznacza maksymalne naprezenie dopuszczalne. Warunek (2.3) zapiszemy
dalej w postaci:
(2.4) - FzF* lub @ = @*

Gdy parametr o = a/l, okreélajacy potozenie centrum sily jest zawarty w granicach:
0€a<o0i —0<a< —1, wobwezas wyboczenie preta nastgpuje w postaci jednej
poifali, co ogranicza wystgpowanie minimalnych przekrojéw @* do przedziatéw lezacych
w poblizu obu koncéw preta. Ograniczymy sie¢ do powyzszych wartosci parametru «
i przyjmiemy, ze czgs¢ preta. od utwierdzenia do, chwilowo nieokreslonego, punktu &,
oraz od nieokre$lonego jeszcze punktu £, do swobodnego korica & = I majg staly przekrdj
@*, Zaréwno czesé srodkowa (zawarta miedzy &, i &,). o poszukiwanym ksztalcie opty-
malnym, jak i czesci o stalym przekroju znajdujg si¢ w stanie nieliniowo-sprezystym,
opisanym zaleznofcia (2.2).

Roéwnanie linii ugigcia preta obciaZonego w sposéb przedstawiony na rys. 1 s naste-
pujace:

(BJ*w})"+Pwy =0 dla: 0 é<g§
(2.5) EIw")'+Pw' =0 dla: & <&
(EJ*wy)' +Pwy =0 dla:- &, <&
gdzie: w, i w, oznaczaja ugiecie w punkcie & dla czesci o stalym przekroju, w — ugiecie
dla czgsci o przekroju zmiennym, w' = dw/d, E = modul styczny, J* — moment bez-
wladnodci przekrojéw statych.
Jesli w dalszym ciagu wprowadzimy bezwymiarowe oznaczenia:

n=wll, ya=wll, y=wll, x=El, &*=F*F,

<&,
<l

H

06 O =EB®[E, f*=FE=const.
5o B
‘ EJ, |
to réwnania (2.5) moZemy zapisaé w postaci:
| (Frg*y) ' +By! =0 dla: 0<x< %
@7 fx)gx)y" T +8y" =0 dla: x <x<x
(f*g*y2) '+Byy =0 dla: x,<x<1.
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Do réwnan tych nalezy dolgezyé warunki brzegowe, ktére zgodnie z przyjetym charakterem
sily $ciskajacej, maja nastgpujaca postaé:

) =0
- P1(0) ~p(f*g*yY)e=0 = 0
(2.8) (f*e*y)x=1 =0

& k0,0 . ’ ____.}12_)] — O
[gf g%ys) +.B(J’2 T+a/ s »
w ktérej w charakteryzuje sprezystoéé utwierdzenia (gdy w = 0 — pret jest sztywnie
utwierdzony, a gdy y — co — pret jest zamocowany prz_egubowo). W dalszym ciggu
bedziemy rozwazali tylko prety sztywnie zamocowane.
Calkujac dwukrotnie réwnania (2.7) i wprowadzajac nowe zmienne zaleZne:
B, C,
2,(x) =y (x)——>——x,

L( 1( }3 ,8

B C
2.9) ) o(x) = p(x)—— — —x
( ’ (x) = »( 58
B, C, = = .

v,(x) = yz(x)—7 ~ 7 (B,, C;, — stale catkowania)
otrzymujemy :

G+ =0, 0<x<x,

(21

(2.10) ~ G(¢)+%= 0, x <x<xs,

A

Uz
G*+—T=O, x2<x
s,

1,

gdzie: G* i G s3 zdefiniowane nastgpujaco:

G(P) = _/; f(®)g(®) = —-; D1 (), /
2.11)
1 1.
* = — * * = — *1[?4 k
G 7 f(@%g 7 DD,

Funkcja G(P) jest zalezna od zmiennej x za posrednictwem funkeji @(x), natomiast wartosé
G* jest stala; w przypadku potegowego prawa fizycznego (2.2) ze wzorow (2.11) otrzy-
mujemy: :

G(®) = G@'i+r=1

2.12) | | G* = Geprapan-b
‘ . = _ Jo nFo "
6= nFyl2 ( P ) ’

Korzystajac z warunkéw cigglosci momentu zginajacego, sity poprzecznej, flmkcjiﬁ ugiecia
i jej pierwszej pochodnej w punktach x, i x, otrzymujemy réwnoéci: B, = B, = B,
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C, = C, = C oraz, z réwnari (2.8), warunki brzegowe (przy » = 0):
'U]_(O)'—a?){(o) = 0:

(2.13) oal) = 0.

3. Optymalizacja ksztalﬁx pr¢ta. Rozwiazanie ogélne

Zasadniczy problem pracy polega na znalezieniu takiego ksztaltu @(x) oraz punktéw
zszycia x; 1 x,, aby objgtosé preta byla minimalna (przy ustalonej wartosci sity krytycznej),
tzn. aby:

Xy ) X2 1
3.1) V= FOIU Drdx+ fr(~ ;,)dx—[- qu*dx]= min.
0 Xy x2

W funkcjonale (6.1) I" jest funkcja odwrotng do G(@) i wynika z rozwigzania drugiego
z rébwnai (2.10) ze wzgledu na @,

Problem polega na minimalizacji funkcjonatu (3.1), przy czym nie wszystkie warto$ci
brzegowe sa niezalezne i ustalone; nie sa rowniez okre§lone wartosci wspdtrzednych
x, 1 x,. Jest to wigc problem z korficami ruchomymi; obok réwnan Eulera-Lagrange’a
nalezy wykorzysta¢ podstawowy warunek konieczny istnienia ekstremum funkcjonatu
8V =0. ,

Warunek transwersalnoéci (podany w pracy [6]) prowadzi do dwdch réwnan okreéla-
jacych skoki w wartosciach drugich pochodnych przy z géry zatoZonych skokach pola
powierzchni przekrojéw w punktach x; i Xx,.

W dalszym ciggu zatozymy ciggto§é naprezen w punktach x; i x,, a wigc réwniez
pola powierzchni przekrojéw; z warunku transwersalnoéci wynika wéwczas ciaglosé
drugich pochodnych ugiecia w tych punktach:
v'"(x1) = 07 (x1),
v"'(x2) = v3 (x2).

W pracy [6] wykazano réwniez, Ze przy obcigZeniu konserwatywnym, réwnanie Eulera-
Lagrange’a dla funkcjonatu (3.1) przybiera prosta postaé: '

(3.2)

(33) 292 = C]j—’, gdzie:' I" — *E___ .
| ()
: v
W przypadku prawa potggowego (2.2):
‘. 1 . o \- 1/x+n:2
34 e 2 Tg-Mesn-n| _ © )T 1men-1
( ) 1/%+n—-1 G ( 'I)")

\

i réwnanie (3.3) mozna sprowadzi¢ do prostej postaci nieliniowego réwnania rézniczko-
wego trzeciego rzedu:. :

(3.5 gl @=mljadm — C, - C = const.

Réwnanie to moze byé scatkowane na drodze analitycznej; podstawiajac bowiem:
dp

3.6 = ¢’ " = p—

(36) | pE) =), v(x)=po

11 Mech. Teoret. 1 Stos. 2/80
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po prostych przeksztalceniach otrzymujemy:

(3.7) op(v) = i(A;”“/UH")‘FAé)I/Z’ Aj, A, — stale catkowania
a stad:

(3.8) x = & [ (Aot 4 A= 1i2dy,

Dokonujgc podstawienia:

3.9 _ :—’;7]2%/(1+xn) = sinp,

2
rozwiazanie réwnania (3.3) mozemy przedstawi¢ w nastepujacej postaci parametrycznej:
v = A, (sing)/**" PSP @
(3.10) . _ .
x=A, f Ising[***"~'dp @ — pewna stala catkowania
)

Poszukiwane bezwymiarowe pole powierzchni przekroju obliczymy z réwnan (2.10)

i (2.12): .

. A% 1,(.7-1‘—4.:1—1)
R °0 = | e |

Ogo6lne rozwigzanie zagadnienia sktada si¢ zatem z rozwiazania pierwszego z réwnan
(2.10):

sinZg.

(3.12) ?;(x) = Bysinwx+B,coswx, 0<x<x,
gdzie: '
(3.13) _ w = (G*¥)~12,

rozwigzania (3.10) oraz rozwiazania trzeciego z réwnan (2.10):
(3.14) U, (x) = Cysinwx+Cycoswx, x,<x< 1.

State A,, A,, ¢, B,, B;, C,, C, oraz punkty zszycia x; i x, naleZy wyznaczy¢ na pod-
stawie warunkéw brzegowych (2.13) i warunkdéw zszycia: '
v(x) = v(xy), V(x,) = v(x2),
(3.15) vi(x) = 2'(x),  2'(x2) = v3(x2),
' v (%) =0 (x,), ©7(x3) = vy(x,).
Ponadto musimy wyznaczy¢ sile krytyczna P; obliczymy ja podajac pole powierzchni
przekroju w pewnym, na ogét dowolnie wybranym punkcie x,:
(3.16) . _ D(xy) = Do.
Przyjmiemy w dalszym ciggu, ze wspoéirzednej x; odpowiada warto$¢ parametru g,
wspotrzednej x, warto$é @,, a wspéirzednej x, — warto$é g .
Poniewaz linia ugigcia preta po wyboczeniu jest okre$§lona z dokladnoscia do statego
mnoznika, wigc jedna ze statych jest dowolna; dla uproszczenia obliczen przyjmiemy:

(3.17) A, =1.
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Wprowadzimy ponadto parametr:

(3.18) O =D, 0<£OLI,

okre$lajacy stosunek powierzchni przekroju_w punkcie x; (tub x;) do powierzchni prze-
kroju w punkcie x,, oraz wyrazimy stal3 G za pomocg parametru o ze wzoru (3.13).

Przy powyZszych oznaczeniach otrzymujemy ostatecznie 12 réwnan algebraicznych,
pozwalajacych na obliczenie poszukiwanych statych:

B, —awB, = 0 | (1)

C,sinw+Cycosw = 0 . 2)

B, sinwx; + B, coswty = (sing, )*/*" 3)

wA, (B, coswx; —B,sinwx,) = (1/x+n)cosp, @

w?A3(sing, )"~ 2(B; sinwx; + B, coswx,) = 1[x+n ©)

(3.19) C;sinwx,+Cscoswx, = (sing,)!/*+" 4 ' 6)

wA,(Cjcoswx, —C,sinwx,) = (1/x+n)cosp, )

w2AZ(sin@,) "= 2(C, sinwx, + C,coswx,) = 1/x+n ®

QLin=10)2 A2(5in o) 2 4m=1) = | [y 9)
P1

X = A, [ Ising]r=1dg (10)
‘p?’z

X2 = A, [ Ising|*F+-1dp (11)
o

Xo = A, [ Ising|*F+=1dg : (12)

- P

Znajomo$¢ parametru w pozwala wyznaczy6 réwniez sitg krytyczna, ktdra obliczamy
z réwnania (2.12):

1/n . Lin
(3.20) P = y@stn=1n w? (F, Bg)i+n=1in — w? Frxen—1)n
) n nctl[? 00 "\ e ’
gdzie: .
(3.21) ¢ = FolJi.

Wzér (3.20) stuzy praktycznie do okreélenia przekroju podstawowego F, dla danej sity P,,.
Po prostych przeksztalceniach z ukladu réwnan (3.19) obliczamy stale:®

B. — (sin g ) *+n B oo (sin gy ) e
1 sinwx, + ¢wcoswx; 2 7 sinwx, + owcoswx,
cosw(sing,)thetn sinw(sing,)!*+"
Cl = > C2 = >

sinfw(l —x,)]

(A /x+n)'2
Cu@(l/u+n-~ 1)/2(Sin gvo)1/n+n—1 >

@, = arcsin(@*/%sing,), (sing; = OY%ing, = sing,),

sinfw(l—x,)]

(3.22) A _

@, = % +arccos(@'/%sing,).

11*
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Pozostate parametry: w, x;, X2, @q, p musimy wyznaczyé z uktadu rownan przestepnych:

cos @y (sinwx, + ¢wcoswx;)
(3.23) cos p,(coswx; — owsinwx,) glo(l—x2)],

(3.24) tgps = —(1/z+m)'tglo(l—x5)],

oraz réwnan (10) (11) i (12) ukiadu (3.19). Réwnania (3.19) ;0 (1 12, (3.13) i (3.24)
mozna rozwigza¢ analitycznie stosujac metode odwrotng, ktéra polega na przyjeciu
z géry parametréw @ i x, oraz wyznaczeniu odpowiadajacej im wartosci parametru o
(okre$lajacego polozenie bieguna sity). :

Obliczajac zatem kolejno ponizsze stale, otrzymamy rozwwgzame zagadmema

(3.25) : @, = aresin(@/3sing,),
(3.26) P =T—@y,
(x+m)t?
(3.27) . H = @(1/n+n—1)/2(Simpo)1/x+n~1 T
- _ g2 .
(3.28) . 0= arctg[ (l/x-l'-n)”z]’

P2
' x0+-§J sing|1*+=1dp
"(3.29) X, = 7o ,

P2
1+-——J [sing|*+m=1 do

Po

(3.30) Xy = Xg— iIQ —X2) f 'SIH(P|1/"+" d,
PL
0
(3.31) o=
(3 @ = L tg(d-ox),
Fo wx
(3.33) J [sing|tP+=1dp = H° ,

Nalezy zauwazyé, ze réwname (3.33) przyjmuje postac:

[ 1]
(3.39) [ (sing)r+r-tdp+ [ (sing)Hr-idp = “’]’;° gdy: < 0, albo:
1] 0
7o ¥ ) '
(3.35) f (sing) +=1dp = @Xo gdy: @=0.

H

Po obliczeniu stalych: ¢,, ¢,, H, 8, x,, x;, 0, a, @ znajdujemy funkcje okreslajace linie
ugigcia preta.optymalnego:

1 [x+n .
(3.36) 2, (x) = (ﬂ‘l:’]%_ sin[d—w(x, —x)] dla: 0<x<x,,



OPTYMALNE KSZTALTOWANIE PRETOW 313

v(p) = (sing)'*+",

L' P2
3.37 H
(337 x(p) = x;+ o f [sing| ' =1dp = x, — gf |sing| F+—1dp,
1 @
dla: x; € x € x2(p; < ¢ < @,).
. H 1/x+n
(3.38) 0y0) = BIBE TN 0], dlar xy <y <l

sinfw(l —x,)]
Znaczne uproszczenie obliczen otrzymamy zaktadajac, ze w punkcie x, wystepuje maksy-
malny przekrdj @,. Odpowiada to przyjeciu:
(3.39) Yo = /2.

3.1. Ogodlne rdéwnania (3.25) - (3.38) ulegaja zmianie, gdy rozwazamy przypadek
takiego obcigzenia preta, ktéry wymaga ograniczenia powierzchni przekroju tylko w gérnej
czgéci preta (rys. 2). Wykorzystujac rozwigzania (3.10) i (3.14), warunki brzegowe (2.13)

he jP

[+W.

T W

Rys. 2

oraz warunki zszycia w punkcie x, otrzymujemy:

A =1,
cosQ
A, = —
2 = a(l/x+n) (sing) >
P2 = %-f—arccos(@’/zsir@),
. P2
tgp (1/x+mtr e Npane
G40 o ~ {—arctgl (I/Mtf—:l)l/z]+@(1/"+"—1)/2(Sin¢)1/’¢+n—1 (sing)'F+m=dp,
[
‘= tgp
- w(l/,{+n)1/2@(1/x+n—l)/2 H
Xy = 1+;arctg[w].
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Stale C, i C, okreélone sa wzorami (3.22), lini¢ ugiecia preta opisuja wyraienia:

v(p) = (sing)!F*n,

@
(3.41) (1/+n)ti? f . N jtan_1 _
= ey sing)'*+n=14 dla: <9<
(@) w(sing,) 1**"=1 5 (sing 7 0; x ; Z;,
(3.42) 2,(x) = (singyy rern SOA=D] g e x <,

sinfo (1-x2)]" -
a bezwymiarowe pole powierzchni przekroju dane jest réwnaniem:
sin?gp

sin?g,

(3.43) D(p) = O*

Site krytyczna obliczamy, jak poprzednio, ze wzoru (3.20).

4, Przyklady liczbowe

~

4.1. Material liniowo-sprezysty: n = 1. W przykiadzie tym zalozymy, Ze ograniczenia inge-
ruja na obu koiicach prgta i ze wyboczenie zachodzi z plaszczyzny zbieznosdci, tzn. Ze:
x = 1. Wowczas otrzymujemy:

2 \12
@y = arcsin(0'/?), P2 =A@, H = (—)

2
0 1/2
6=a“%”éai25] L

VI (1)

Xo+

dé e .
SR
d o
> \1/2
4.1) Xy = Xg— ]/2 (16 X2) ( 10@) = 2Xp—X5,
) 1
w = =, o = —w—tg(é —wx,),

— WX
= — 2—
@ arccos( ),

H
x(9) =x, + —(cosp; —cos ),

D(p) = %{1 —- [C‘OS%_ - %(x —xl_)]z}~

Réwnoczednie, korzystajac z réwnania széstego powyzszego ukiadu, mozemy okresli¢
graniczne wartoéci wspélrzednej x,, dla ktérej punkt ‘zszycia x; wystepuje w punkciq
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utwierdzenia preta. Przyjmujac bowiem x, = 0 mamy:

e 1/2
4.2) Xog = ) 172 1-@\'* "
' arctg{ | 81212 )
2(1 —6) 2]
Ax @=01048
%o=0,45
W0 9=05
x=1n=1

Rys. 3

Zaktadajac np.: @ = 0.5; xpo = 0.45, obliczamy:

g, = 0.785398, @, =2.356194, H =2, &= 0.615480,
‘X, = 0.833219, x, = 0,066781, @ = 3.690351,

4.3) « = 0.104801, = § = 0.591098,
B(x) = Bo(0.310554+3.064206x —3.404673x2),

nJ
P = 6,809347 12° .

Optymalny ksztalt preta, odpowiadajacy powyzszym danym, przedstawiono na rys. 3.
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4.2. Material nlelinlowo-s'prei&sty: 1/x+n = 5. W przykiadzie drugim réwniez przyjmiemy,
e ograniczenia ingeruja na obu koncach preta i, ze: 1/x+n = 5, tzn. albo: x = 1, n = 4,
albo: % = 1/2 i n = 3. Zakladajac: @ = 0.5 i x, = 0.5 otrzymujemy:
@y = 0.785398, @, = 2356194, H = 8.944272, {§ = 0.420534,
x; = 0960259, x; = 0.039471, w = 10.581815, « =0,
x(@) = 0.0021071+0.316968¢p —0.211312sin2¢p+0.026414sin4¢p,
{@((p) = Dysin’g.
Optymalny ksztalt prgt‘a, odpowiadajacy powyzszym danym, przedstawiono na rys. 4.

(4.4)

Ax

a=0
X°= 0,5 .
6 =05

x=1/2,n=3

1

_____ b5 __|
0 [ T -
g \&7d,
D/ D,
Rys. 4

4.3. Material linjowo-spreZysty: n = 1. W przykladzie tym zalozymy, Ze ograniczenie prze-
kroju wystepuje tylko w gbrnej czgsci preta sprezystego (n = 1), plasko-zbieznego (x = 1),
Sciskanego silg eulerowska (¢ — +00). Z réwnaf (3.40) - (3.43) dostajemy tu proste
rozwiazanie: ’

P =xf2,"

4.5
. ( ) @2 = n/2+arCCOS(@1/2):
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2(1 -6) 1/2 ) 1/2
(4.5) “’"[_@ ] +‘"“”°‘g{[2(1n@)] }

[Cd] [Ll—@]m

I

]

X2 172 —1jzy
R I e

1. Gdy © — 0 rozwiazanie jest wazne dla ksztattu optymalnego bez ograniczedi na prze-
kréj:

@, =7, w~(2/@)1/2, a— o, x,=1, PzzElio‘
2. Gdy @ = 1 otrzymujemy sife krytyczna dla liniowo-sprezystego preta pryzmatycznego:
2
@ =nf2, o=n2, «o—cw, x,=0, P=EA_%

W innych przypadkach poloZenia bieguna, oraz dla dowolnych wartosci parametréw
n, » 1 ©, mozna wykonaé tablice przedstawiajace zaleznosci parametréw ¢,, w, @, X,
od statej @. )
Na rys. 5 przedstawiono optymalny ksztalt preta dla nastepujacych danych:
n=1, x=1, 6 =1/2, a=04236, ¢=1, ¢,=2.5043,
w = 3.6767, x, = 0.8688, P = 6.7591 %

[

I / .
[YETER W T A » @ P*
. 123

Rys. 5
Réwnania linii ugigcia oraz ksztalt optymalny sa tu nastepujace:
x(p) = 0.6464(0.5403 —cos @),
v(p) = sin’p, : dla: 1< @< 2.5043,
(4.6) D(p) = 2.8246D*sin2p,
{vz(x) = 0.7637sin[w(l —x)],

D, — P+ dla; 0.8688 < x<1,
2 = .
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5. Uwagl koncowe

W niniejszej pracy przedstawiono $cisle rozwigzanie analityczne problemu optymalnego
ksztaltowania preta Sciskanego sifg skierowang do bieguna, przy czym zatozono, ze materia}
preta jest nieliniowo-sprezysty i moze by¢ opisany pot¢ggowym prawem fizycznym. Na ogél
w podobnych zagadnieniach, w ktérych nakladamy pewne ograniczenia na zmienng
sterowania, (przedstawionych np. w pracy [8]) zachodzi konieczno$é stosowania metod
numerycznych z wykorzystaniem maszyn cyfrowych. Niniejsze rozwigzanie analityczne,
otrzymane dla szczegblne] postaci prawa fizycznego moZe stanowié zatem dobry test
dokiadnosci metody numerycznej.
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Pesrome

OIITUMAJIFHOE ITPOEKTUPOBAHUE CTEPXKHEY, CKUMAEMBIX
HEHTPAJIbHOY CHUJIO¥N, IIPY CTEIIEHHOM PU3WYECKOM 3AKOHE

B Hactosmeit paboTe HpEACTABIIEHO TOYHOE, AHANKTMUYECKOE perteHHe IpobieMbl OITHMAIBHOIO
TPOEKTHPOBAHUS CTEPIKHA, CKHUMAEMOro CHIION HalpaBIIEHOR K IOJIOCY.

ITpenmonaraerca, UTO MATEPHAJT CTEPIKHA HEJNHEHHO~YIPYTHH MK YIPYro-TUIACTHYECKHA 1 MOYKET
ObITH OmpelesleHHbll cTenenHbiM GHU3HUECKHM 3aKOHOM.

B pa6oTe ImpuHATO BO BHUMAHHE TOXKE HEPABEHCTBEHHBIC OTrPAHHYMBAIOUIHE YCIIOBHS Ha KDHTH-
YECKHE HaNpPSDKEHWS WM Ha IUIOLIaAE HONEPEUHOro CeUeHHd.

-

Summary

OPTIMAL DESIGN OF THE BARs; COMPRESSED BY A POLAR FORCE,
SUBJECT TO THE POWER PHYSICAL LAW

In this paper, the exact analytical solution to the problem of optimal design of a cantilever compressed
by a polar force is presented.

It is assumed that the material of the bar is nonlinearly elastic or elasto-plastic and it may be described
by the power physical law.

The inequality constraints on the critical stress or cross-sectional area have been taken into account.
POLITECHNIKA KRAKOWSKA ’
INSTYTUT FIZYKI
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