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1.  Uwagi  wstę pne

Niniejsza  praca  poś wię cona  jest  problemowi  optymalnego  kształ towania  osiowo-
ś ciskanych  prę tów  wspornikowych,  wykonanych  z  materiału nieliniowo- sprę ż ystego  lub
sprę ż ysto- plastycznego  z  nieograniczoną   granicą   plastycznoś ci,  który  może  być  opisany
potę gowym  prawem  fizycznym.  Prę t  wspornikowy  jest  ś ciskany  siłą   skupioną   dział ają cą
na  jego  swobodnym  koń cu,  skierowaną   podczas  wyboczenia  do  ustalonego  punktu.

Podobny  problem,  w  przypadku  materiału  liniowo- sprę ż ystego,  został   rozwią zany
w pracy A.  GAJEWSKIEGO  i M .  Ż YCZKOWSKIEGO  [1],  gdzie podano również  szerszy  przegląd
literatury  dotyczą cej  tego  tematu.

Niefiniowo- sprę ż yste  lub  sprę ż ysto- plastyczne  własnoś ci materiału mają   jednak  istotny
wpływ  na  optymalny  kształt prę ta;  szereg  szczególnych  rozwią zań  otrzymano  w  pracach
W.  KRZYSIA  [2],  [3],  A.  GAJEWSKIEGO  [4],  A.  GAJEWSKIEGO  i  M .  Ż YCZKOWSKIEGO  [5],

przy założ eniu, że sprę ż ysto- plastyczne własnoś ci materiału są   opisane za pomocą   specjalnie
dobranych  praw  fizycznych,  .zaproponowanych  w  pracy  [3].

W  wymienionych  pracach  zwrócono  również  uwagę   na  wpł yw'  zachowania  się   siły
po  utracie statecznoś ci na jej  wartość krytyczną   i na odpowiadają cy  jej  kształt  optymalny
prę ta. Wpływ  ten może  być  bardzo  istotny,  szczególnie  w  przypadkach,  w  których zacho-
wanie  się   siły jest  niekonserwatywne.  Jak  wykazano  w  pracy  A.  G AJEWSKIEGO  i  M .  Ż YCZ-
KOWSKIEGO  [6], oraz  M.  FARSHADA  i  I .  TADJBAKHSHA  [7], konserwatywność  ukł adu  ma  tu
podstawowe  znaczenie,  bowiem  pozwala  na  stosowanie  statycznego  kryterium  statecz-
noś ci  oraz  powoduje  wzglę dne  uproszczenie  odpowiednich  warunków  optymalnoś ci.
W  dalszym  cią gu  ograniczymy  się   do  przypadku  dział ania  siły  skierowanej  do  bieguna,
tzn.  do  zagadnienia  konserwatywnego.

Optymalne  kształ ty  ś ciskanych  prę tów  liniowo- sprę ż ystych  oraz  prę tów  sprę ż ysto-
plastycznych  z  nieograniczoną   granicą   plastycznoś ci  charakteryzują   się   wystę powaniem
zerowych  przekrojów.  Prowadzi  to  do  nieskoń czonego  wzrostu  naprę ż eń  i  wymaga  przy-
ję cia  dodatkowego  warunku  wytrzymałoś ciowego,  ograniczają cego  naprę ż enia.  Warunek
ten  uwzglę dniono w pracy  S. H .  RASMUSSENA  [8], w przypadku  optymalnego kształ towania
prę ta przegubowo  zamocowanego, ś ciskanego  sił ą  eulerowską   (o stał ym kierunku  i punkcie
przył oż enia),  wykonanego  z  materiału  sprę ż ysto- plastycznego,  opisanego  nieliniowym

1}  Praca wykonana  została w ramach problemu  wę złowego  05.12 pt. „Wytrzymałość  i  optymalizacja
konstrukcji  maszynowych  i  budowlanych" — koordynowanego  przez  IPPT PAN.



306 A.  GAJEWSKI

prawem  Ramberga- Osgooda.  Odpowiedni  warunek  optymalnoś ci  otrzymano  w  oparciu
o  klasyczny  rachunek  wariacyjny,  a  zagadnienie  rozwią zano  na  drodze  numerycznej
metodą  kolejnych  przybliż eń.

Okazuje  się  jednak,  że  istnieje  również  moż liwość  otrzymania  rozwią zań  ś cisł ych
w  przypadku  optymalnego  kształ towania prę tów wspornikowych,  ś ciskanych  siłą  skiero-
waną  do bieguna, jeż eli  ograniczymy  się do potę gowego  prawa  fizycznego.  Przedstawione
niż ej  rozwią zania  ś cisł e, z  uwzglę dnieniem  warunków  ograniczają cych  pole powierzchni
przekroju  poprzecznego, mogą  stanowić  bardzo  dobre  kryterium  oceny  zbież noś ci  róż-
nych  metod  przybliż onych,  które,  z  koniecznoś ci,  muszą  być  stosowane  w  podobnych
zagadnieniach  przy  innych  prawach  fizycznych.

2.  Sformuł owanie  zagadnienia
,   r

Przedmiotem  rozważ ań  jest  jednostronnie, sprę ż yś cie utwierdzony  prę t,  o  dł ugoś ci /,
ś ciskany  stałą  siłą P, dział ają cą  na jego swobodnym  koń cu  (rys.  1). Siła  ta jest stale skie-
rowana  do  bieguna  poł oż onego  w  odległ oś ci  „a"   od  utwierdzenia  (a =   a/ l). Kształt
przekroju  poprzecznego prę ta  i  jego  zwią zek  z  momentem bezwł adnoś ci  przekroju  jest
scharakteryzowany  zależ noś cią:

(2.1)
Jo  =   Ą

Rys.  1

w  której:  g(£)  oznacza  bezwymiarowy  moment bezwł adnoś ci,  &(£)—pole  powierzchni
przekroju,  Fo  i  Jo  oznaczają  odpowiednio  pole  powierzchni  i  moment  bezwł adnoś ci
w  pewnym,  na  ogół   dowolnie  wybranym  punkcie  f  = £0  a  wykł adnik  «  okreś la  sposób
wyboczenia  prę ta  («  =  1 — pręt  pł askozbież ny,  podlegają cy  wyboczeniu  z  pł aszczyzny
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zbież noś ci, K =  1/2 — pręt wszechstronnie równomiernie zbież ny,  «  =  1/3 —  pręt pł asko-
zbież ny,  podlegają cy  wyboczeniu  w  pł aszczyź nie zbież noś ci).  Bę dziemy  w  dalszym  cią gu
stosowali  teorię  modułu  stycznego  wg.  koncepcji  F. R.  SHANLEYA  [9], która  sprowadza
się  w  praktyce  do  zastą pienia  modułu  Younga  E  w  równaniu  lini i  ugię cia  dla  zakresu
sprę ż ystego,  przez  moduł   styczny  E =  da/ de  wykresu  ś ciskania  a  — a(e).  W  dalszym
cią gu  ograniczymy  się  do  potę gowego  prawa  fizycznego,  które  zapiszemy  w  postaci:

(2.2)  e =   \alv\
nsgna,

gdzie  7}  i  n  oznaczają  pewne  znane stałe materiał owe.
W  niniejszej  pracy  uwzglę dnimy  również  warunek  wytrzymał oś ciowy:

(2.3)  P / F<  a*,

w  którym  a*  oznacza  maksymalne  naprę ż enie dopuszczalne. Warunek  (2.3)  zapiszemy
dalej  w  postaci:

(2.4)  F  >  F*   lub  0  ź  <Z>*.

Gdy  parametr a  =   a/ l, okreś lają cy  poł oż enie centrum siły jest  zawarty  w  granicach:
0  ^  a  <  oo  i  — oo <  a  <  —1, wówczas  wyboczenie  prę ta  nastę puje  w  postaci  jednej
pół fali,  co ogranicza wystę powanie  minimalnych przekrojów  0*  do przedział ów  leż ą cych
w  pobliżu  obu  koń ców  prę ta.  Ograniczymy  się  do  powyż szych  wartoś ci  parametru  a
1  przyjmiemy,  że  czę ść  prę ta  od  utwierdzenia  do,  chwilowo  nieokreś lonego,  punktu  £ly

oraz od nieokreś lonego jeszcze punktu £2 do swobodnego koń ca £ =  /  mają  stały przekrój
0*.  Zarówno czę ść  ś rodkowa  (zawarta  mię dzy  | t  i  £2)-  o  poszukiwanym  kształ cie opty-
malnym,  jak  i  czę ś ci  o  stał ym  przekroju  znajdują  się  w  stanie  nieliniowo- sprę ż ystym,
opisanym  zależ noś cią  (2.2).

Równanie  linii ugię cia  prę ta obcią ż onego w  sposób przedstawiony  na rys.  1 są  nastę-
pują ce:

(E/ *M>i')"+ PH'l '  =  0  dla:  0 <  f  ^  fx

(2.5)  (BJw")"+ Pw"   =  0  dla:  &< . £ < &

gdzie:  wt  i  w2  oznaczają  ugię cie w  punkcie £ dla  czę ś ci  o  stał ym przekroju,  w —  ugię cie
dla  czę ś ci  o  przekroju  zmiennym, w'  — dw/ di,  E  = moduł   styczny,  / * —  moment bez-
wł adnoś ci  przekrojów  stał ych.

Jeś li  w  dalszym  cią gu  wprowadzimy  bezwymiarowe  oznaczenia:

y*. -   »i/ / ,  y*  = w2/ / ,_  y  -   W',  *  =   ii},   # *

(2 6)  / ( x )  =  E ( * ) / E '  / *   =  E / E  =  c o n s t -
Pp

H  E/o  '

to  równania  (2.5)  moż emy zapisać w  postaci:

( / W i ' ) "+ M '  = 0  dla:  0 <  X  < x t

(2.7)  [/ (*)£C !< :)y]"+ #J;"  = O  dla:  Xx <  x  <  x-2

( / VJ 2 ' ) "+ M   = 0  dla:  x2  <  x  <  1.
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D o równań tych należy doł ą czyć warunki brzegowe, które zgodnie z przyję tym charakterem
siły  ś ciskają cej,  mają   nastę pują cą   postać:

*y'i)^o  -   0

(2.8)  (f*g*y'l)x- i  -   0

w  której  y  charakteryzuje  sprę ż ystość  utwierdzenia  (gdy %p =  0 — prę t  jest  sztywnie
utwierdzony,  a  gdy  y>  -> oo — prę t  jest  zamocowany  przegubowo).  W  dalszym  cią gu
bę dziemy  rozważ ali  tylko  prę ty  sztywnie  zamocowane.

Całkując  dwukrotnie  równania  (2.7) i  wprowadzając  nowe zmienne zależ ne:

(2.9)  .  «,(*) =  ; , ( • *) —j -y

B  C  — —
w  - K~X  (Bj, C; — stale  całkowania)

otrzymujemy:

(2.10)  G ( ^ ) + ^7  = 0,  xt  Ś X

%  = 0,

gdzie:  G* i  G są  zdefiniowane  nastę pują co:

G(0)  =  ± -
(2.11)

G*  =  - L

Funkcja  G(&) jest zależ na od zmiennej x za poś rednictwem funkcji  0(x),  natomiast wartość
G* jest  stał a;  w przypadku  potę gowego  prawa  fizycznego  (2.2)  ze wzorów  (2.11)  otrzy-
mujemy:

G(0) =

(2.12)  G *  "

G

Korzystając  z  warunków  cią głoś ci  momentu zginają cego,  siły poprzecznej,  funkcji_ugię cia
i  jej  pierwszej  pochodnej  w  punktach  xt  i  x2  otrzymujemy  równoś ci:  Bt  = B2  =  B,
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=  C2  = C oraz,  z  równań  (2.8), warunki  brzegowe  (przy  y>  = 0):

t> Ł (0)- (wI(0) •   0,
2 1 3>

3.  Optymalizacja  kształ tu  prę ta.  Rozwią zanie ogólne

Zasadniczy  problem pracy  polega  na znalezieniu  takiego  kształ tu <P(x) oraz  punktów

zszycia x1ix2,  aby obję tość prę ta była minimalna (przy ustalonej wartoś ci  siły  krytycznej),

tzn.  aby:

"  <P*dx+   [r(- T̂)dx+  (0*dx\= min.
*i   x  v.'  i  J

W funkcjonale  (6.1)  Z1 jest  funkcją  odwrotną  do  G(0)  i  wynika  z  rozwią zania  drugiego
z  równań  (2.10)  ze wzglę du  na  <£>.

Problem polega  na  minimalizacji  funkcjonału  (3.1), przy  czym  nie wszystkie  wartoś ci
brzegowe  są  niezależ ne  i  ustalone;  nie  są  również  okreś lone  wartoś ci  współ rzę dnych
xt  i  x2.  Jest  to  więc  problem  z  koń cami  ruchomymi;  obok  równań  Eulera- Lagrange'a
należy  wykorzystać  podstawowy  warunek  konieczny  istnienia  ekstremum  funkcjonału
dV=0.

Warunek  transwersalnoś ci  (podany w pracy  [6]) prowadzi  do dwóch  równań  okreś la-
ją cych  skoki  w  wartoś ciach  drugich  pochodnych  przy  z  góry  zał oż onych  skokach  pola
powierzchni  przekrojów  w  punktach  x±  i  x2.

W  dalszym  cią gu  zał oż ymy  cią gł ość  naprę ż eń  w  punktach  xt  i  x2,  a  więc  również
pola  powierzchni  przekrojów;  z  warunku  transwersalnoś ci  wynika  wówczas  cią gł ość
drugich  pochodnych ugię cia  w  tych punktach:

v"(Xl)  =  < ( *, ) ,

V"(X2)  =

W pracy  [6] wykazano  również, że przy obcią ż eniu konserwatywnym,  równanie Eulera-
Lagrange'a  dla  funkcjonału  (3.1)  przybiera  prostą  postać:

(3.3)  B » » - CA  gdzie:  ?  dF

W  przypadku  prawa  potę gowego  (2.2):

( 3 . 4 )  ^ = ^ ^

i  równanie  (3.3) moż na sprowadzić  do prostej  postaci  nieliniowego  równania  róż niczko-
wego  trzeciego  rzę du:
(3.5)  v"vii- "(2- ^- int+xn- )  _.  Q  Q  _  C o n st .

Równanie  to może  być  scał kowane na drodze analitycznej;  podstawiając  bowiem:

ci  A\  t  \  u  \  ut  \  dp
(.J.OJ  P\V)  ==  ^  \X),  V  (X)  SBB p~  ,

d.V

U  Mech.  Teoret.  i  Stos.  2/80



310  A.  GAJEWSKI

po  prostych  przekształceniach  otrzymujemy:

(3.7)  vp{v)  =  ± ( A^ 2 ^ 1 + K " ) + A0 1 / 2 ,  A; , A 2  — stałe całkowania

a  stą d:

(3.8)  ,  x  =  ±

Dokonując  podstawienia:

(3.9)  -   ^i- u2«/<1+"») =   sin
2<p,

rozwią zanie  równania  (3.3)  moż emy  przedstawić  w  nastę pują cej  postaci  parametrycznej:

(3.10)  }
x  = A 2  J  |sin C3| 1/ x+"~  <5?c?  C9 — pewna  stała  cał kowania

Poszukiwane  bezwymiarowe  pole  powierzchni  przekroju  obliczymy  z  równań  (2.10)
i  (2.12):

Ogólne  rozwią zanie  zagadnienia  składa się   zatem z rozwią zania  pierwszego z  równań
(2.10):

(3.12)  ^ ( x)  = B1sinwx+ B2cosco^:,  0 <  x  <  xt,

gdzie:

(3.13)  co -   (G *) - 1 / 2,

rozwią zania  (3.10)  oraz  rozwią zania  trzeciego  z  równań  (2.10):

(3.14)  Vz(x)  =  CiSincox+CaCoscox,  x2  <  x  <  1.

Stałe Aj ,  A2,  q>,  Bx,  B2,  Q ,  C2  oraz punkty zszycia xi  i x2  należy wyznaczyć  na pod-
stawie  warunków  brzegowych  (2.13)  i  warunków  zszycia:

wi.(*i. )  =  v(xt),  v{x2)  =   v2(x2),
(3.15)  vi(xt)  =  c '^J,

Ponadto  musimy  wyznaczyć  siłę   krytyczną   P;  obliczymy  ją   podając  pole  powierzchni
przekroju  w  pewnym,  na  ogół   dowolnie  wybranym  punkcie  x0:

(3.16)  .  0(xo)  = <Z>o.

Przyjmiemy  w  dalszym  cią gu,  że  współrzę dnej  xt  odpowiada  wartość  parametru <plt

współ rzę dnej  x2  wartość  q>2,  a  współrzę dnej  x0 — wartość  cp0.
Ponieważ  linia ugię cia  prę ta  po wyboczeniu  jest  okreś lona  z dokładnoś cią  do stałego

mnoż nika,  wię c  jedna  ze  stałych jest  dowolna;  dla  uproszczenia  obliczeń  przyjmiemy:

(3.17)  Ax  =  1.
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Wprowadzimy  ponadto parametr:

(3.18)  0  =  0*106,  0 < < 9<  1,

okreś lają cy  stosunek  powierzchni  przekroju  w  punkcie x t  (lub x2)  do powierzchni  prze-
kroju  w  punkcie  xQ,  oraz  wyrazimy  stałą   G  za  pomocą   parametru  co ze  wzoru  (3.13).

Przy  powyż szych  oznaczeniach  otrzymujemy  ostatecznie  12  równań  algebraicznych,
pozwalają cych  na  obliczenie  poszukiwanych  stał ych:

Bz- acoBj  = 0  .  (1)

=  0  (2)

- ,. =   (sinco1)
1/ K+ n  (3)

a>A2(BŁcoscox1 —B2sincox1)  =   (ll%+ń )cos(pi  (4)

ai2Al(sm<piy
iK+n~2(B1smcox1+B2cosu)Xl)  =   l/ x  + n  (5)

(3.19)  Ci sinawy+  C 2 cosawc2  =   (sin<p2yi* +tt  (6)

!  cos a>x 2  — C2sincox2)  =   (1/ JC+ 7I)COS9)2  0)
1 l 2  (8)

Xl  .  Aa  /   I sin y] 1^*"- 1^  (10)
V

x2  = A2  /   jsmyl1'*" 1- "-1^  (11)

Po

x0  = A2  /   IsiiKpI 1/ *- 1- "-1^  (12)

Znajomość  parametru  co pozwala  wyznaczyć  również  siłę   krytyczną,  którą   obliczamy

z  równania  (2.12):

l̂  '   /   2( 2

gdzie:

(3.21)  c =  iy/ S-

Wzór  (3.20) służy praktycznie do okreś lenia przekroju podstawowego F,> dla danej  siły Po-

Po  prostych  przekształceniach z  układu równań  (3.19)  obliczamy  stałe;*

IC -̂ F OtCO COS COXx

Ci  =  - ^7
sin[

(3.22)

cosco(sin9?2)/
1  sin[co(l - x2 ) ]  '  2

71

U*
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Pozostałe parametry: co, xt, x2t  cp0, p musimy  wyznaczyć z ukł adu  równań przestę pnych:

(3.23)  -   cos^Csin^+ ^cos)̂  =

cos <p2(cos<x>x1 — otco sm co x)

(3.24)  tg<p2  -  - (

oraz  równań  (10)  (11) i  (12)  ukł adu  (3.19).  Równania  (3.19) 1 0  u  12 , (3.13) i  (3.24)
moż na  rozwią zać  analitycznie  stosując  metodę   odwrotną,  która  polega  na  przyję ciu
z  góry  parametrów  © i x0  oraz  wyznaczeniu  odpowiadają cej  im  wartoś ci  parametru a
(okreś lają cego  poł oż enie  bieguna  sił y).

Obliczając  zatem  kolejno  poniż sze  stał e,  otrzymamy  rozwią zanie  zagadnienia:

(3.25)

(3.26)

(3.27)  H =

(3.28)  3

^  J  Ism
'(3.29)  x2=   ^ _

(3.30)  *i -  *o -   g ( 1 ^ * a )  J jsi

(3.31)

(3.32)
co

(3.33)  I  |sin © |1 ' x +

-   H

N ależy  zauważ yć,  że równanie  (3.33)  przyjmuje  postać:

(3.34)  J (san<Pyi*+«- 1dtp+j  (sia.V)
1lK+"- 1dV  =  ̂ -   gdy: q> < 0, albo:

o  o  • "

(3.35)  /   ( s i n y ) 1 ^ - 1 ^  =  °̂ - ,  gdy:  ^ ̂  0.
v

Po  obliczeniu  stał ych: <Pi,   <p2, H, d, x2, xlt  co, a, q>  znajdujemy  funkcje  okreś lają ce  linie
ugię cia  prę ta  optymalnego:

(3.36)  vl(x)  = ^±^- sin[d- a>(x1- x)]  dla:
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(3.37)

(3.38)

v(<p)  =

—  f  [
CO  */ CO

C>2

f  Isin^

dla: <P  <  Ą%)•

d l a:

Znaczne  uproszczenie  obliczeń  otrzymamy  zakł adają c,  że w punkcie x0  wystę puje  maksy-
malny  przekrój  @0.  Odpowiada  to  przyję ciu:

(3.39)  9>o =  w/ 2.

3.1.  Ogólne  równania  (3.25) -  (3.38)  ulegają   zmianie,  gdy  rozważ amy  przypadek
takiego obcią ż enia prę ta, który wymaga  ograniczenia powierzchni przekroju  tylko  w  górnej
czę ś ci  prę ta  (rys.  2).  Wykorzystując  rozwią zania  (3.10)  i  (3.14),  warunki  brzegowe  (2.13)

w

oraz  warunki  zszycia  w  punkcie  x2  otrzymujemy:

AJL  =   1 ,

A. -

<p2  =
71

( 3 . 4 0 )  o > =  -

a,   =
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Stałe  Cx  i  C2  okreś lone  są   wzorami  (3.22),  linię   ugię cia  prę ta  opisują   wyraż enia:

(3.41)
Xl<p) =   ?~

(3.42)  v2(x)  •

a  bezwymiarowe  pole  powierzchni  przekroju  dane jest  równaniem:

(3.43)  ®(tp) =  0*  ^  v  .

Sił ę   krytyczną   obliczamy,  jak  poprzednio, ze  wzoru  (3.20).

4.  Przykłady  liczbowe

4.1.  Materiał   liniowo- sprę ż ysty;  n = 1. W  przykł adzie  tym zał oż ymy, że ograniczenia  inge-
rują   na  obu koń cach  prę ta  i  że  wyboczenie  zachodzi  z  płaszczyzny  zbież noś ci,  tzn.  ż e:
K  =  1.  Wówczas  otrzymujemy:

cps  = arcsin ((91 / 2) 3  <p2  — n—(px,  H -

=  arctg

(4.1)

, 1 / 2

1 +
1/ 2

.

A  1

co = - j  ,  a  =  —tg(ó~ cyxJ) ,
i —x2  w

=  —arccos  2

x(f)  = x 1 + —( c o ŝ  —COS99),

-   COSC-i - ^ - ( X - X j )!  J.

Równocześ nie,  korzystając  z  równania  szóstego  powyż szego  układu,  moż emy  okreś lić
graniczne  wartoś ci  współrzę dnej  x0,  dla  której  punkt 'zszycia  xt  wystę puje  w  punkcie
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utwierdzenia  prę ta.  Przyjmując  bowiem  Xi  = 0  mamy:

(4.2) - VnG  —

1,0

1,0

a-   0,1048
xo=0,A5

9=0,5
* =1,n=1

• 0,5

0,45

1,0

0

Rys.  3

Zakł adając  n p.: <9 = 0.5; x0  = 0.45, obliczamy:

9?!  = 0.785398,  y2  = 2.356194,  H  = 2,  <5  =  0.615480,

x 2  = 0.833219,  xt  = 0.066781,  tu =  3.690351,

(4.3)  a  = 0.104801,  y  =  0.591098,

0(x)  m 0o(O.3iO554+ 3.O642O6;c~3.4O4673.x:2),

P  =  6,809347  - vJ°

Optymalny  kształt  prę ta,  odpowiadają cy  powyż szym  danym,  przedstawiono  na  rys.  3.
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4.2. Material nleliniowo- sprę ż ysty:  1/ x+n = 5.  W  przykł adzie drugim  również  przyjmiemy,
że  ograniczenia  ingerują  na  obu  koń cach prę ta i, ż e:  l/ x+n  =  5, tzn. albo:  x  ™  1, n  =  4,
albo:  «  =  1/2  i  «  =  3.  Zakł adają c: <9 =  0.5  i  x0  =  0.5  otrzymujemy:

q>t =  0.785398,  cp2 =   2.356194,  H  =   8.944272,  <S =  0.420534,

x2  =  0.960259,  ^ = 0 . 0 3 9 4 7 1,  £0 =  10.581815,  a  =  0,
( '4'4- )  fx(cj)  =  0.0021071+ 0.3169689)- 0.211312sin2p+ 0.026414sin49),

Optymalny  kształt  prę ta,  odpowiadają cy  powyż szym  danym,  przedstawiono  na  rys.  4.

X  n

1,0
xo=O,5
6= 0,5

0,5

= 1/2,n = 3

Rys.  4

4.3.  Materiał   liniowo- sprę ż ysty:  n = 1. W  przykł adzie  tym  zał oż ymy, że  ograniczenie prze-
kroju  wystę puje  tylko  w górnej czę ś ci prę ta sprę ż ystego  (n  =   1), pł asko- zbież nego (x  =  1),
ś ciskanego  siłą  eulerowską  (a  ->  ±  oo).  Z  równań  (3.40) -  (3.43)  dostajemy  tu  proste
rozwią zanie:

<p =   J E / 2,  •

c>2  =   Tr^ + a r c c o sO ^2) ,
(4.5)



(4.5)

[cd.]
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x2  =
2(1 - <

- .1/2  |

+ arctg{

1/ 2

0
1.  Gdy  0  -> 0  rozwią zanie jest waż ne dla  kształ tu optymalnego  bez  ograniczeń  na  prze-

krój:

E/n
co (2/ 0)1 / 2,  a  -> oo, =   1,  P  =  2- 7 2 — •

2.  Gdy 0 = 1  otrzymujemy  sił ę  krytyczną   dla  liniowo- sprę ż ystego  prę ta  pryzmatycznego:

5co  = oo ,  x 2 =  O,

W  innych  przypadkach  poł oż enia  bieguna,  oraz  dla  dowolnych  wartoś ci  parametrów
n,  x  i  0,  moż na  wykonać  tablice  przedstawiają ce  zależ noś ci  parametrów  <p2,  a>,  a,  x2

od  stałej  q>.

N a  rys.  5  przedstawiono  optymalny  kształt  prę ta  dla  nastę pują cych  danych:

» - I ,  » - l,  0  =  1/2,  a  =  0.4236,  ^ = 1 ,  ^ 2  =  2.5043,

w  =   3.6767,  x2  =  0.8688, =   6.7591

-   x2=O,8688

0,5

1  2 3

Rys.  5

Równania  lini i  ugię cia  oraz  kształt  optymalny  są   tu  nastę pują ce:

x(<p)  =   0.6464(0.5403- cos  c>),

v(<p)  =  sin2*?,  dla:  1 <  <p <  2.5043,

[v2(x)  -   O'.7637sin[co(l  - x)](V2(X)

\  2
d l a:  0.8688  <  J C <  1,
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5.  Uwagi  koń cowe

W  niniejszej pracy przedstawiono ś cisłe rozwią zanie analityczne problemu optymalnego
kształ towania prę ta ś ciskanego siłą  skierowaną  do bieguna, przy czym założ ono, że materiał
prę ta jest nieliniowo- sprę ż ysty  i może być opisany potę gowym prawem fizycznym. Na ogól
w  podobnych,  zagadnieniach,  w  których  nakładamy  pewne  ograniczenia  na  zmienną
sterowania,  (przedstawionych  np. w  pracy  [8]) zachodzi  konieczność stosowania metod
numerycznych  z  wykorzystaniem  maszyn  cyfrowych.  Niniejsze  rozwią zanie  analityczne,
otrzymane  dla  szczególnej  postaci  prawa  fizycznego  może  stanowić  zatem  dobry  test
dokładnoś ci  metody numerycznej.
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P  e 3 M  M e

OFTTHMAJIbHOE  ITPOEKTHPOBAHHE CTEPKHEM!, OKHMAEMBI X
UEHTPAJIBHOfł   CH JIOfł,  ITPH  CTEIIEHHOM  cfU SOTECKOM   3AKOHE

B  HacTonmeft  pafioTc  npe^cTaBjieao"  TonHoe,  aHanHurnecKoe  peuieHHe  npoSjieiwBi  orrrnMajiLHoro
npoeKTHpoBaHHH  cTep*H H3  OKHMaeMoro  CHJIOJI  HanpaBjieHoft  K  nojnocy.

rrpeflnoJiaraeTCH,  irro  iwaTepiiaji  erep>i<HH HejiHHeHHO- ynpyrnii  H JIH  ynpyro- n jiacwł ecKHH  H  MO>KeT
6BITB  onpeflejieHHfaiii  CTeneHHtiM   (pH3ir<iecKHM  3aKOHOM.

B  paSoTe  U PH H H TO  BO BHHAiaHHe  TOH<e  HepaBeHCTBeHHtie  orpaHpranBaiomHe  ycnoBHH Ha
nanpH>KeHHa  H U H  Ha njiomaflb  nonepe^moro

S u m m a ry

OPTIMAL  DESIGN OF  THE  BARŜ   COMPRESSED BY  A  POLAR  FORCE,
SUBJECT  TO  THE  POWER  PHYSICAL  LAW

I n  this paper, the exact analytical  solution  to the problem of optimal design of a cantilever  compressed
by  a  polar  force  is  presented.

I t  is assumed  that the material of  the bar is nonlinearly elastic or elasto- plastic  and it may be described
by  the  power  physical  law.

The  inequality  constraints  on the critical  stress or  cross- sectional  area have  been  taken  into account.
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