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Kontynualne teorie mieszanin [1, 2] oraz zaréwno liniowe [3, 4] jak i nieliniowe [5, 6]
sformulowania teorii ofrodkéw porowatych i konsolidacji postuluja, Ze w danej chwili
w jednym i tym samym miejscu przestrzeni moga si¢ znajdowaé rézne czgstki oérodka
oraz, Zze porowato$¢ ofrodka opisujg wprowadzone @ priori pola. Przeglad i oméwignie
literatury problemu mozna znalezé np. w [6]. W monografii [7] przedstawiono bardziej
fizyczne podejscie do teorii o§rodkéw porowatych nasyconych ciecza, biorac jako punkt
wyjscia skokowo-niejednorodng i nieciagla (zawierajaca inkluzje i pustki) ,,mikro’-struk-
ture ciala, Podstawowe réwnania pola otrzymano w [7] przez przeprowadzenie uérednien
po pewnych ,,rhakro”-powierzchrﬁach i ,,makro’’-objetosciach.

W tej pracy przedstawiono formalizacj¢ podejécia zastosowanego w [7] i dokonano
jego uogblnienia na przypadek N-sktadnikowego ciata o dowolnej strukturze niejedno-
rodnej i porowatej. Celem pracy jest podanie ogdlnego schematu konstrukcji réwnan
bilansu dla pdl opisujacych pewne globalne (usrednione) wlasnoéci porowatych cial
wieloskladnikowych. Pokazano rdéwniez zastosowania tego schematu do budowy praw

" zachowania I niektérych réwnan transportu dla pél usrednionych. Wyniki pracy umozli-
wiaja takze glebsza interpretacje fizyczna pdl, ktérych istniénie postuluje sn@ w konty-
nualnych teoriach mieszanin i o§rodkéw porowatych.

1. Podstawowe pojecia i oznaczenia

Rozwazania dotyczg ofrodka cigglego M zajmujacego w dowolnej chwili z sume
M, rozlacznych obszaréw w R3 (tj. w przestrzeni fizycznej z ustalonym ortogonalnym
ukladem kartezjaniskim 0x*x2x3). Celem uproszczenia formalnej strony rozwazan zatozymy,
ze osrodek jest nieograniczony w tym sensie, Ze istuieje liczba r, r > 0, taka, ze dla kazdego
X, X € R3, kula K(x, r) o promieniu ri o érodku x zawiera punkty nalezace do M;, ¢ € R3.
Osrodek M moze wigc mieé strukturq porowatg (gdy R\ M, # @) i skokowo-mejedno-
rodng (gdy oM, nM, # 9).

' Zakladamy, ze w ofrodku M mozna wyréznié skonczona 11czb@ N skladnikéw B(“) e
.ery B®™_ Przez B, B < M,, oznaczymy suime¢ obszarow przestrzeni R? zajgtych przez
skladnik B o§rodka w dowolnej chwili £, M, = UB{". Zadamy, by istniala liczba r,
r > 0, taka by K(x, ’nB® # &, a =1, ..., N, bylo dla kazdego x, x € R3, skoficzong

i
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sumg regularnych rozlacznych obszaréw w R3, przy czym wszystkie pola charaktery-
zujace whasnosci lub stan dowolnego sktadnika B byly dostatecznie regularne w kazdym
z tych obszaréw. Zakladamy ponadto, ze w jednym punkcie przestrzeni R® w dowolnej
lecz ustalonej chwili ¢ moze si¢ znajdowaé najwyzej jeden skladnik, tj. B*nB® = g
dla kazdego a # b. Wszystkie rozwazania az do korica p. 4 dotycza dowolnego lecz usta-
lonego sktadnika B = B®; faktu tego nie bgdziemy zaznaczaé przy uzyciu wskaZnika g,
wyrézniajacego skladnik. Nalezy jednak pamigtaé, ze wprowadzone w p. 1-4 obiekty
nalezy traktowaé jako dotyczace jednego wybranego skiadnika B = B,
Przyporzadkujmy kazdemu x, x € R3, bazg wektorowa Ax, = (&, AX*, &, 4x3,
S Ax3), k =1, 2,3, tj. wprowadZmy na razie dowolna funkcje Ax, = Ax,(x)", okres-
long w R3. Funkcje te przyjmujemy niezaleznie dla kazdego skiadnika. Symbolem Ax* =
= |4x,| oznaczymy diugoéé k-tego wektora bazy, Ax; = Ax,(x), £k =1,2,3. Przez
P(x) oznaczymy prostopadloscian o srodku w dowolnym punkcie x, x € R3, rozpiety
na wektorach bazy A4x,, Ax,, Ax,, przyporzadkowanej temu punktowi, por. rys, 1.

PlX)

L Ay

Ay

Rys. 1

Objetos¢ Ax'Ax24x3 tego prostopadiodcianu oznaczymy przez AV. Ponadto przez S'(x)
oznaczymy prostokat o §rodku w dowolnym punkcie x, x € R3, rozpiety na wektorach
bazy dx,, 4dx,, I# m # n s I, przyporzadkowanej temu punktowi, por. rys. 2. Pole
prostokata S'(x) oznaczymy przez AS'. Zaréwno Ax,, AV jak i AS,(x) sa w przypadku
ogélnym funkcjami punktu x, x € R3,

Niech ¥Y(x, t), x € B, = B, teR, oznacza dowolne pole tensorowe o walencji
K, K > 0, ktére jest polem gestosci objetosciowej w dowolnym réwnaniu bilansu wyr6z-
nionego skiadnika B = B{®. Zakladamy, ze dla kazdej chwili ¢ pole P(-, t) jest ciagle
w B{® a ponadto ¥(x, ) jest rézniczkowalne podiug czasu dla kazdego x & R®. Potézmy
¥Y(x,#) =0 dla kazdego x eR3\§§”’, rozszerzajac dziedzing funkcji ¥(-, ¢) na R3.

D Tu i dalej wskazniki 4, J, k, I, m, n przebiegaja ciag 1, 2, 3. Konwencja sumacyjna obowigzuje tylko
wzgledem wskaznika powtarzajacego sie dwukrotnie na réznych poziomach.
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SHZ)
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¥

Rys. 2

Zdefiniujmy dla kazdego x € R3, ¢ € R nastgpujace uérednienia pél ¥(x, ) po obje~
toéciach

"W(x,t)f’_—lef/—fwy,t)dv; xe R® teR,
P(x)

(L.1)
Wihki(x, t) o f!pkl...kx(y, t)dv.
P(x)

. Pn'

0

O

U

Il

Bk oP

e

)

dl

Kladac ¥ = Zp, gdzie p = o(x, #) jest gestoscia masy wybranego sktaduika, zdefiniujemy.
takze nastgpujace usrednienia pola E(x, t) podlug masy tego sktadnika

L w L EG. ey, v
Ex, 1) = T®

1 f,_.
~ - By, )e(y, o,
P(£)Q(y’ Ddo o0 1) ey

(1.2)

é‘kl...kx(x, 1) if __# fEkl...k}_((y’ oy, t)adv.
o, ) Lo,



250 M. WOZNIAK

Niech @(x, t), x € R3, r € R, oznacza pole tensorowe o walencji K+1, K > 0, takie,
7e @(-, 1) jest polem gestosci na powierzchni zorientowanej wektorem m, wystgpujacej
w dowolnym globalnym réwnaniu bilansu sktadnika B = B™. Zaktadamy, ze ®( -, ¢) jest
ciagle w B® oraz rézniczkowalne w kazdym z roztacznych obszardw, z ktorych sktada
sig B, t € R. Rozszerzymy dziedzing funkcji @(-, ) na R*® kladac, jak poprzednio,
d(x,t) = 0 dla kazdego x € R®\B{®. Dla kaidego x e R3, 1€R, oraz dla kazdego
wersora €, = (01, Oma, Ons) zdefiniujmy nastepujace uérednienia po powierzchniach

df

b(x, 1) = —l— J &(y, De,ds; xeR3, teR,

ASm Sr(x)
(1.3) 1
~ df
ki..lcgm = k.. kxm .
Qkkrm(x, t) a5 Sm(fx)@ (y, t)ds.

Wartoéci pdl usrednionych f’( 5 1), Ej'( o 1), 5’"( -, 1), t € R, zaleza oczywiscie od funkcji
Axg. Przyjmiemy dalej, Ze pola te sa co najmniej ciagle w R?® dla kazdej chwili z € R.

2. Ogélna postaé réwnania bilansu

Niech P bedzie dowolnym regularnym obszarem w R3. Rozpatrujac jeden wybrany
skiadnik B, oznaczmy B, = B{®. Oznaczmy ponadto przez mn = n(x, t), x € 8(B,nP),
jednostkowy wektor zewnetrznie normalny do gladkich platéw powierzchni 9(B;P).
Niech ¥, n, ¢ beda polami okre§lonymi w B, ¢ € R, ktére wraz z polem predkosci v sklad-
nika B s3 powiazane ponizszym ogdlnym réwnaniem bilansu dla tego skiadnika®

2.1) a—i f Y(x, )do = f [m(x, )=y (x, )®v(x, )] n(x, )ds+

P~B; ‘' PAB

+ f o(x, t)dv+ f n(x, 1) n(x, t)ds.
PnB, PnadB;
Ze zwiazku (2.1) wym'ka,"ie ¥ jest polem okredlajacym gesto$é objetoéciowa tej wielkoscei
fizycznej, ktora bilansujemy; jest to pole tensorowe o walencji K, K = 0..Pole tensorowe
g, o tej samej walencji K jest ggstoscia objetosciowa Zrédet wewnetrznych wielkosei bi-
lansowanej. Iloczyn = - n charakteryzuje przeptyw wielkosci bilansowanej przez jednostke .
powierzchni zorientowanej wektorem normalnym n. Samo pole tensorowe = o walencji
K+1, K > 0, charakteryzuje wigc gesto$é Zrédet powierzchniowych wielkosei bilanso-
wanej, niezaleznej od transportu masy; v jest polem wektorowym pregdkosci materiatu
sktadnika B®. Wszystkie powyzsze pola s3 okreslone w kazdej chwili ¢ w ]§§"’,‘ B® = M,,
a réwnanie (2.1) ma byé spetione dla kazdego regularnego obszaru P, P < R3. '
Celem napisania ogélnego réwnania bilansu dla dowolnego regularnego, niezaleZnego
od czasu, obszaru P, P = R3, rozszerzmy pola ¥, ..., v, dotychczas okreslone w B, dla
kazdego t, na calg przestrzed R3, kladac y(x,1) = 0, n(x,1) = 0, 0(x, ) =0, v(x, ) = 0

» Ogblnym réwnaniem bilansu nazywamy réwnanie bilansu, w ktérym polom v, %, ¢ nie nadajemy
wyraznego sensu fizycznego, por. [8], str. 141. Wyprowadzenie zwiazkn (2.1) ze znanej ogblnej zasady
bilansu, [8], podano w Dodatku na koncu pracy. .
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dla kazdego x € R3\§, i kazdego ¢ € R. Oznaczmy tu przez 2,(P) sume brzegéw rozlacz-
nych obszaréw, z ktérych skiada si¢ 9B,, zawartych w obszarze P, 5, (P) A PnoB,.
Ogdlne réwnanie bilansu ma wtedy postaé

ﬁ_ fr//(x, Hdv = f [n(x, 1) —y(x, t)®v(x, )] - nds+
at p ar

-+ fa(x, Hdov+ f n(x, 1) - n(x, t)ds,
@2 i =
E}f pho-ka(x, 1) do = af [k kxl(x, t) —ykekx(x, 1) 0} (x, t)]n,ds +
+ fcr"l---kk’(x, t)dv+ f aki-kxl(x, Yymds.
P ‘ Z(P)
Zwiazek (2.2) ma by¢ spelniony dla dowolnego regularnego obszaru P w R3, Stanowid
on bedzie podstawe do otrzymania w punkcie 3 funkcyjnych réznicowych réwnan bilansu,
z ktérych otrzymamy w punkcie 4 zasady bilansu dla pél usrednionych, tj. pdl zdefinio-
wanych przez (1.1) - (1.3).

3. Funkcyine roznicowe réwnania bilansu

Przyjmijmy P = P(x) w (2.2) dla dowolnego x, x € R® przy danej, na razie dowolnej
bazie Ax,, 4x,, Ax, (baza ta moze zalezeé réwniez od x, x € R3, por. pkt. 1). Oznaczmy
ponadto X (x) & 2(P) dla P = P(x). Zdefiniuyjmy dla dowolnej funkeji f(x), x € R3,
operator réZnicowy ’

4 ar f(x+34x,, 1) =f(x—3Ax,, 1)

3.0 -A—x’f(x’ 1) = x! :

Dzielae (2.2) przez AV i uwiglqdniajqc definicje (1.1), (1.2), (1.3) i (3.1) otrzymamy
0 ok 2L - .
—a—t'l/) ‘K(x, t) - *a_t' vV Y h(y, t)d’l),

, P(x)
Aﬁ—kl...kxl(x t) =__l___ fﬁk;...kx/(y l‘)n-dS' 'O'-kz...kx(x t) :.1— fak""k}"(y f)d’l)
AX' ? AV ’ t 4 > AV ) 3 .

3P(x) P(x)
W dalszym ciggu mamy '

1
62 g [ peesy, Do, Onds =
IP(x)

3
.
=D [ vemmoovena- [ ey, e, nas),
A8 Ax!

I=1 : Sl(x+ +dx1) : S'(X—"%‘Axl)
Oznaczajac przez o = o(x, t) gesto§¢ masy rozpatrywanego skladnika, zdefiniujmy pred-
ko$¢ $rednia ¥ tego skladnika, zgodnie z (1.2)
B . P(f)v(y,t)e(y, 1) dv
(3.3) ‘ ' V(x, 1) = =2

- [ e(y, 0dv

P(x,




252 M. WoZNIAK

Przedstawmy nastgpnie wektor predkosci jako sumg

(3.4) Vi(y, 1) = ¥(x, )+¥(y, 1); yeSx), xeR}
gdzie
(3.5) - Wy, 1) =¥y, )—¥(x, 1), yeS®,

jest definicja tzw. predkodci OQCylacyjnej ¥ w dowolnie wybranym punkcie y prostokata
S'(x). Rozktad predkosci oscylacyjnej V' jest okre§lony niezaleznie dla kazdego prosto-
kata S/(x). Podobnie przyjmijmy

(3.6) phikr(y, 1) = phokx(x, 1)+ pke-k(y, 1);  yeP(x), xeR3
gdzie
(3.7) Prake(y, 1) £ ykik(y, 1) —Fhke(x, 1),y € P(x),

jest oscylacja wielkosci ¥ w dowolnym punkeie prostopadioscianu P(x); wielko$é oscyla-

cyjna 1; jest okreslona niezaleznie dla kazdego prostopadioscianu P(x), x € R3. Prawa
strong réwnosci (3.2) mozna teraz doprowadzié do postaci

3
(3.8) 2 Zglzl_;’[ f (ﬁ}k;...kx.z")l+@k;...kx7")‘l+{Dk1...kx{',1)ds__
=1 ! Si(x+4 4x))

—_ f ﬁkl...kx.z")l_,_@kl...kx;l+w*k1...kx7’sl)ds+

Shx—44x)) ,
ok kxR A k.o kgl ook kgl
+ (D) = e (R e ke,
w ktbrej '
. 1
qre-kel(x, ) = —— f nkekxl(y, £)ds; y e S'(x),
(3.9) A8y gy -

pa-ksl(y, 1) & (prer-kx(y, DDy, 1)+ gekx(y, £)V(y, £).
Korzystajac z (3.1) oraz (3.8), réwnoé¢ (3.2) przedstawimy w postaci

3
1 ' 4 . - 4 .
v f yphokx(y, D)oy, 1) = Z [A_val(x’ Dpke-k(x, 1) “Z}-{Tﬂ'f""k“’(x, t)]-

OP(x) I=1
Oznaczmy ponadto

(3'10) q’“---"x(x, t) g__f 2}17 fﬂkb“kx()’) t)nl(y, t)ds_

Zi(x)

Wykorzystujac powyzsze przeksztalcenia oraz wprowadzone oznaczenia, ogdine réwnanie
bilansu (2.2) doprowadzimy do postaci

o _ 4 . 0 _
(3.11) E ki...kx(x, t) — Zy[nkimkxl(x’ t)—'o'(x, t)y)"l"""‘(x, t)—
_ﬁkx...kxl(x, t)]+5k1"'kK(X, t)+qkl"'kx(x, t); X e .R3, teR.
Zwigzek (3.11) nazwiemy funkcyjnym réznicowym réwnaniem bilansu dla dowelnego

-
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lecz ustalonego sktadnika B = B(. Przy wyprowadzaniu réwnania (3.11) nie korzystano
z zadnych zatoZzen upraszczajacych opis o§rodka. Réwnanie (3.11) stanowi punkt wyjscia

do otrzymania rézniczkowych zasad bilansu dla pél usrednionych (1.1) - (1.3).
N .

4. Roézniczkowe zasady bilansu dla p6l usrednionych

Oznaczmy przez @ dowolne pole tensorowe o walencji K41, K = 0, wystepujace
w zasadzie bilansu, tj. @ niech oznacza pola %, Yy ® ¥, #, a takze ich sume. Zatézmy, ze dla
przyjetej funkcji bazy wektorowej Ax, = Axy(x), xeR3, k =1,2,3, pola &(-,¢t) sa
rozniczkowalne, a pozostate pola wystepujace w (3.11) sa ciagle w R? dla kazdego ¢, t € R.
Zdefiniujmy roznicowo-rézniczkowe operatory
a A(P) oP
(4‘1) 61(45) - AX[ - a—x[’
oraz wprowadzZmy pola o warto$ciach
(4.2) Srrka(x, 1) £ 0, (Fhikrl(x, 1) ~iphi-kr(x, (X, 1) —ifFr-kxi(x, 1)).
Funkcyjna réznicowa zasadg¢ bilansu (3.11) mozna teraz napisa¢ w postaci

1=1,2,3,

%J(x, 1) = div(#&(x, ) =P (x, DR ¥(x, 1) —#(X, 1)) +3(x, )+ q(x, 1)+ dy(x, 1),

(4'3) ,%@kl-..kl((x’ t) — (ﬁk;...kxl(x’ t)—@k""k"(x, t).;)l(x’ t)__ﬁkx...kxl(x, t)),l+

+ak1...kx(x, t)_l_qk;...kx(x, Z')-l— 5’6""""()(, t), Xe R3, te R,
a()
ax*

Roéwnanie (4.3) ma postaé lokalnego réwnania bilansu, w ktérym wystepuje for-
malnie wprowadzone pole gegstosci objetosciowych zrddet d,. Zalézmy, ze kazdemu
punktowi x, x € R® mozna przyporzadkowaé taka trojke wektorédw Axy, £k =1,2,3,
ze w klasie rozwazanych probleméw dla rozpatrywanego ciala, pole ggstosci objgtoscio-
wych ,,zrédel”” §, mozna uznaé jako zaniedbywalnie mate w réwnaniach bilansu (4.3).
Réwnanie (4.3) z pomijalnie matym polem ,,Zrédel” 8, nazwiemy rézniczkows zasada
bilansu dla pél usérednionych.

Yatwo zauwazyé, ze rézniczkows zasade bilansu dla pdl usrednionych mozna stosowaé
gdy kazde pole &(-, t), t € R, w kazdym obszarze P(x), x € R3, jest w przyblizeniu polem
liniowym. W tym przypadku bowiem &,(®) jest zaniedbywalnie male, a tym samym za-
niedbywalnie male sa wartosci formalnie wprowadzo'nej gestosci objgtosciowej 50 w za-
sadzie bilansu (4.3).

Zaktadajac tu i dalej, ze §,(P) = 0 bedziemy pole 7*-*&( -, t), wystgpujace w (3.11),
traktowaé w przybliZzeniu jako liniowe w kazdym z obszaréw P(x), x € R3. Tym samym

gdzie tu i dalej oznaczyrhy () =

x++4x;

— 1 ) 1 1 f -
ki kgl — . ki kgl = R kv kxlds dpt =
7 x,0 AVP(f)" Ky, dv = —q J 7S, Sl(y)n dsdy
X x—44%1
' x+_é-Ax' !
— A];(l nkl...kxldyl =~ _A_)_(T ”kx...kxl(x’ Z)Ax',

x - 4Ax!
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czyli
q(x, 1) = q(x,7), xeR

tj. uérednienie po powierzchni S'(x). funkgcji n¥v-*&! zastapimy dalej usrednieniem tej
funkcji po obszarze P(x). Rownos¢ przyblizona powyZszej postaci dotyczy takze dowol-
nego pola ®(-, t), 1 R. Oznaczajac & d=r60—div(17-—ﬁ), rézniczkowa zasade bilansu
(4.3) napiszemy w postaci alternatywnej

D, 1) = div(i(x, =06, DO, =i, D) +56, D+a(x, D)+ 3(x, D),

(4d) D phakn(x, 1) = (AOERI(x, 1) b, D, D= (K, 1)t

Fokeokr(x, 1) ghekx(x, 1) 4 OFeokx(x, 1), xeR3, e R?

w ktoérej wkiad ,,zrédet” o gestosci 0F-kx(x, r) przyjmujemy jako pomijalnie maty.

W dalszym ciggu bedziemy korzysta¢ z rézniczkowej zasady bilansu dla pél uéred-
nionych w postaci (4.4). Wystepujace w tej zasadzie uérednione pola (zgodnie z deflmqaml
(1.1), (1.2), (1.3)) sa okreslone przez

1
ki k — ki ki
Phekx(x, 1) 1% fq) Kdy,

P(x)
ﬁkl‘..lcxl(x, t) — AIS fnkl...kxlds,
! sl
°k . '
(x 1) = _(x 3ED f’v odv;  p(x,t) = Y% P(j;gdv,
X
(4.5) : .
,;]‘kl...kx(x t) — fwkl kxvldv
P(x)
a-kl_,,kx(x, t) = _le_V fo_kl,_,kxdv,
P(x)

qu..-kk(x, Z) = _I_ ( n"l---k"’n,ds; X e Rs, te R,
av .
Zi(x)
natomiast pole d(x,r) bedziemy interpretowaé jako zaniedbywalnie mala wydajnosé
(formalnie wprowadzonych) dodatkowych zrédet wielkoéci bilansowane;.

Nalezy pamigtaé, ze wprowadzone ogdlne zasady bilansu oraz wystgpujace tam pola,
dotycza dowolnego lecz ustalonego skladnika B, Uzyskane powyzej funkcyjna rézni-
cowa lokalna posta¢ zasad bilansu (3.11), oraz ogélna postaé rézniczkowa (4.4) umozli-
wiajg pewien usredniony opis wieloskladnikowego ciala porowatego (jego homogenizacje).
Opis ten jest szczegdlnie przydatny np. w cjatach kapilarno-porowatych, gruntach, niekté-
rych kompozytach, oraz tam, gdzie dysponujemy tylko statystycznymi informacjami o roz-
kiadzie sktadnikéw lub o porowatosci. W tych sytuacjach dysponujemy réwnaniami
konstytutywnymi bezposrednio dla pél usrednionych (4.5). Niektére zastosowania zasad
(4.4) podamy w punktach 4-7.
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W zasadach bilansu (3.11) i (4.4), wszystkie pola uérednione zalezg od postaci funkcji
wektorowych Ax; = Ax{®(x), x€R3 a=1,..., N bowiem dowolni¢ obrane prosto-
padlosciany P(x) oraz prostokaty S'(x) wystepujace w rownaniach (4.5), s3 rozpiete na
wektorach Ax,(x), 4%,(x), A4%;(x) oraz odpowiednio 4x,,(x), 4x,(x), Wartoéci funkcji
Ax(x), k =1,2,3 dla kazdego x, x € R® wyznaczaja wigc pewien rodzaj uérednienia,
ktory dla kazdego skladnika B® moze by¢ inny. W funkcyjnych réznicowych zasadach
bilansu (3.11) rodzaj udrednienia jest dowolny w przeciwienstwie do roéZniczkowych
zasad bilansu (4.4), w ktérych dodatkowo zadamy, by wkiad pola § do bilansu byl po-
mijalnie maly. Wybor rodzaju usrednienia (tj. przyjecie funkcji Ax,(-) lub P(-)) zapewnia-
jacy zaniedbywalno$¢ wielkodci 6 w rézniczkowej zasadzie bilansu (4.4) zalezy od struk-
tury oérodka i zachodzacych w nim proceséw. Kryteria tego wyboru maja wigc charakter
fizyczny, por. np. [7], i dla réznych zjawisk fizycznych moga by¢ zupehie rézne. W szcze-
gblnodci zadamy, by wszystkie przekroje przez oé$rodek prostokatami S'(x), x e R3, / =
=1, 2, 3 byly przekrojami statystycznymi, [6]. Rézniczkowej zasady bilansu nie mozemy
wiec stosowaé do cial np. o regularnym rozkladzie inkluzji, pustek, warstw, widkien itp.

Zauwazmy, ze w ogélnych zasadach bilansu danych przez (3.11), (4.4) i (4.5), tylko
pole predkodci v jest w scistym tego stowa znaczeniu polem fizycznym. Wszystkim po-
zostatym polom, tj. ¥, =, ¢, sens fizyczny nadamy w dalszej czgéci pracy, w ktdérej podamy
przyklady zastosowan ogdlnej zasady bilansu (4.4) do budowy niektérych réwnan mecha-
niki porowatych cial wielosktadnikowych.

Nieco inne sposoby konstrukeji rézniczkowych ogdlnych zasad bilansu podano w [9],
gdzie zasady te nie zawieraja pol 6(x, t) natomiast pola o podobnym znaczeniu pojawiajg
sie w definicjach wielkoéci usrednionych. '

5. Zasady zachowania dia pél uérednionych

Korzystajac ze wzordéw (4.4) i (4.5) przedstawimy zasady zachowania dla pdl usred-
nionych w wieloskladnikowych ciatach porowatych. Ograniczymy sie wylacznie do zja-
wisk mechanicznych. .

5.1. Zasada zachowania masy skladnika. Mamy tutaj: ¥ = 0@, =0, ¢ =0, v =v®,
Tak wigc zgodnie z (4.4) i (4.5) otrzymamy

0 1 f @ — 4 Sl 1 f @ 1 f 2l (@) ) @
EW 0 d’U = W v W 14 dv-—ZV v 0 dv -+ 58,
P(x) P( P(x)

X)

Poniewaz ostatnia catka jest réwna zeru (wynika to z (3.3),1 (3.5)) przeto

0 1 0 1 f

—_— (a) S (! (a) = H@

3t AV fe Ao+ 5 (” av )@ d”) o

P(x) i P(x) B
czyli
0 0

5.1 @~ (H@i5@) = f@,
5.1 5720t 5 @@} = ¢

Przy zatozeniu, ze pole 8 jest pomijalnie mate, wzdér (5.1) przedstawia rézniczkowg
zasade zachowania masy dla pél uérednionych. Pomijajac w (5.1), pole 8® otrzymamy
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rownanie

0 _
(5'2) r @(a)_{__(v(n)l (a)) =0,

ktére nazwiemy uproszczonym réwnaniem zachowania masy, lub uproszczonym réwna-
niem ciagloéci sktadnika B, Wzér (5.2) ma podobna budowe jak klasyczna lokalna
zasada zachowania masy, niemniej znaczenie wystgpujacych w (5.2) pél jest inne. -

5.2, Zasada zachowanla pedu skladnika. Korzystamy z réwnosci (4. 4) 1(4.5), gdzie funkcjami
podcatkowymi sg: y* = @ y@k gk = g@p@k gkl — TR yk = y@k H® g5 silami
masowymi, T* jest tensorem napre¢zenia Cauchy’ego. Mamy

9 f (@)gy(a)k g ( f (a)kl (a)l f (@) gy(@)k gy
N A V oD Wdy = 7S, Tk s —g 0Wv@kdy
P(x)
1 f cayk ¥ (! ,(ay 1 f (@ }ark 1 f @kl @k
—-A—,V-,- v v 0 dv +A_V 0 b dv+—ﬁ T l'lldS"}-(s .

P(x) P(x) Zi(x)
Korzystajac z rozkltadu (3.4) moZemy napisaé

—tll—V frz’;(a)l({)(a)k_F_ 7")‘(a)k) 0@Wdy = Dk fg(a),z")‘(a)ld,v_l_

P(x) P(x)

*@1 5@k @Oy = @ h@kh @)l
+ g@ipdkg oM Dkg Mgy,

P(x) P(x)
Uwzgledniajac powyzsze wyrazenie, otrzymamy
0
@gk iy = (K Jg _ S @k (n)l f Wy —
6tAVva o al(Asl IT 5TY e
(x) P( )
o @ Xk X! f (@ hayk _M f (a)k! @k
AV f@ kg d'z)) o Dh gy T@®*n,ds+-§
P(x) Z‘t(x)

Skad nastepnie, korzystajac z (1.Ik) -(1.3)

(5.3) gt— (H@kg@®) = “66—1 (T —pE@kg@ip@ _pf/(awl) + é(a)i;(a)k_}_ @k 4 §@k
X

gdzie

(5.4) p@k erIf f T@H, ds; WK 2217 f P@OF@RE @Iy

Zi(x) : P(x)
Réwnanie (5.3), po pominigciu wielkogci §@*, jest uproszczong rézniczkowa postacia
zasady zachowania pedu. Jezeli predkosci oscylacyjne v® sy niewielkie wobec wartoci
predkosei $rednich V@, mozna pominaé czlon zawierajacy kwadraty predkosci v@. Po
wprowadzeniu pochodnej catkowitej 1 wykorzystaniu réwnania (5.2), oraz po pomxm@cm
6@% otrzymamy ostatecznie

oy d(,,,v(")" N aw(n)kl B aj’w(a)kl
dt ot T

(5.5 + DO D@k . @Dk
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gdzie

degy df 0 0
di = o T
Wzér (5.5) przedstawia uproszczona rézniczkowa postaé zasady bilansu pedu.

5.3, Zasada zachowanla momentu pedu. Wielkoscia bilansowana jest w tym przypadku
moment pedu, ktérego gesto§é dla ustalonego skladnika B® wyrazamy przy pomocy
tensora antysymetrycznego: yY = p@®vlixil Podobnie przyjmiemy o% = p®b@lixs)
nil = T@UkIxA, Podstawiajac powyzsze wartoéci pél do réwnosdci (4.4), otrzymamy

o 1 0 1 ,

o (D@ gy — f (@ Lilklydlge

3t AV f‘-’ ver e 6x"(ASk T T yrds
P(x) PE(x)

(@,

(5.6)

ceap o 1 .
_v(a)kA—V f Q(a),,)<a)[xynd.,)_27 f g<")v<")[‘yﬂq‘}<">"dv)+
P(x) P(x)

. 1 Lo .
+2117 fe(a)b(a)”y”dv'*'g_y/ fT(“)[‘”"y”n,‘ds-i—d(“)'-’.
P(x) o
Korzystajac z rozkladu (3.4) oraz przyjmujac y = x+¢&, mamy
i
0 e e . o .
(5.7) = (9“"7)‘“’”}(”+Q(")‘v“')”,u-’]) = ’a;:?(T(")mk[X” +
@idk __ 2(@kSliyiT5a) _ F@HDES@ (@)l
+M DRl 0 DO @1 _
+ é(a)l‘;(a)[ixj1+ pOH®UI 4. p@Uigily REWI U@ij 4 g@is,

gdzie Ui zaleza od predkosci oscylacyjnej ¥ oraz

afr 1
~@y, @ & 1 @S
e AV f o8,
P(x)
Moux &1 f T @ik £
Fo
_ ar ] .
@il — (D (@i £l
o' "H % f@ bUE Ny,
P(x)
cdf ] .
R@i 2 7 f’r(a)[llklgjlnkds.
Zitx)

Uwzgledniajac zasade zachowania pedu, (5.7) zredukuje si¢ do postaci
0 are S o ; o carks
_57(@<a)v<n)[iﬂ<a)n) = T@uip @ik _(g@g@ig@i @iy 1

+ FOB@Ux] ¢ G@H @I REOLI L @,
Poniewaz zgodnie z zasadg zachowania masy, dla dowolnego f mamy

Al _ 0oyt diveor: ),

na)
e a1
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otrzymamy ostatecznie po pominigciu §¢™H

(5.8) @ d;") (B@UL@IT) = T@AL M@UE | 4 H@OWI L R@I1y @i
dat

Jest to uproszczona postaé rézniczkowa zasady zachowania momentu pedu.
\ : 1
5.4. Zasada zachowania energii. Mamy tutaj ¢ = Q—Q(‘"v‘“)"v,““’+Q(“)a(“), n* = T@Oky@ 4
+h@k g = gWp@DEyD 4 g co po podstawieniu do (4.5) i (4.4) daje

d 1 1 i) f
- o (@gy(Wk gy (M) @ gy = —— T(a)kl,v(a) he@ky 4
3 Vp(x)(zg DD 4 o We ) V=% [Asksk()( + Yds —

@k AI—V f (_;_ QWD 4 Qmam)dv _ 217 (;_ AR ngm) ;(“)“dv] +
P(x) P(x)

(@@ () | (D)
f(g bHkpi® 4 q )d'v-}-AV

) P(x) Z(x)

(T@OMp® L WO, ds 5@,

Wykorzystujac zwiazek (3.4) oraz definicje (1.1) - (1.3) mamy -

a (1 d
~(@S @k (a) 1 na) 2 a) (@) (a)kl (a)k _
¥ ( WD g L oD g ) = —5x ['v T +h

1 _ o . . *
o - o o - -_— kc K, o .
— @k ( 3 _Q(‘Uv(_“""z),(,;” + Q(")E (@) + Q(a)[?(a) ,Z)l(‘a)._{_ q(a) +r® .z)l(‘a) 45 L W@ 5(:1),

gdzie oznaczono

a1
S — (ayk
A7 f h®¥kn, ds,

Z(x)

a W® zawiera wszystkie czlony z osgylacjarhi predkosci VD, Wykorzystajmy zasadeg
zachowania pedu (5.5), definicje (5.6) oraz zasadg zachowania masy (5.2). Réwno§é
powyzsza sprowadzi sig wiedy do postaci

‘ d
"(a) (a) o
(5.9) S

2@ = Tk °(a)+h<a>k Pk q(a)+s(a> W@ 4 5@,
Réwnanie (5.9), w ktérym pominiemy wielkodé 6, jest przyblizonq rézniczkowa postacia
zasady zachowania energii.

6. Réwnania koncentracji dla pél usrednionych.

-Oznaczmy przez C@ koncentracje skfadnika transportowanego przez ofrodek o gestosei
0, czyli gestosé odrodka transportowanego jest réwna ¢ = pC®. WprowadZmy ponadto
wspolezynnik dyfuzji D. Wielkoéci podcatkowe w zwigzkach (4.5) maja postaé p = ¢ =
=.0C®, o = 0, m, = DOCY. Podstawiajgc powyzsze zaleznosci do (4.5) i wykorzystujac
(4.4), otrzymamy -
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A8,

o 1 10 (1 |
6.1) —— fg(“)dv - ——( fD(")C(‘” ds—v(")’——— rQ(“)dv-—
P(x) Si(x) ) P(x)

1
7 Q(‘"é"‘)’dv) + % fD“"C‘”),,n’ds-f— o,
P(x) Zp(x)
Przedstawmy D@ zgodnie z (3.6)
_ * — ar 1
D@ = D@ D@ . @ Z f (@
+ ; D Y% D"y
P(x)
wobec powyzszego
1 *
@OC®,, ds = D(a) f f (@C(D =
AS, SIZI;D sy 9ld5+ ASI o D C 9lds
x (x)

f D@C®,, ds.

= ]5(“)é(a>,,ds+ 75

l

. . S’(x)
Podstawiajgc powyzsze zwiqzki do (6.1) mamy X
' aa @ —(D“”C“” 5k1+a<a)l_7)(a)lg<a)_D(a)l)+d(a)+ 5@,
t
gdzie
g &1 fcw) D@4
= o sl AN
48, sty
q@* il AL f@‘“’qﬁ(“)’dv,
- _V P(x.)
rol '
d(a) d= A—I; {-D“')C‘"",tnldv.
Zi(x)

Jezeli C“”,,n, na powierzchni wewngtrznej X, (x) jest rowna zeru, to po pominieciu 6@
otrzymamy uproszczone rownanie koncentracji skladnika B@

(6.2) gt g = %(ﬁ(a)ém)’k S* g @ _G@ig@ _g@hy,
w ktorym
(6.3) . @ = Qcm+-517 J C®gdv,

o P(x) '

oraz C@ ~ C@ (por. punkt 4).

7. Zwigzki z teoria konsolidacji
Wprowadzmy funkcje losowa, por. [3] s. 11, X™(x, 1, ¥), taka, Ze
gdy xeB®,

1
7.1) X@(x, ¢, 1) = _
( ( 2 [0 gdy x ~ eB®.
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Symbol realizacji y bedzie dalej pomijany, kladac #(yx, ?) £ X@(x, t, x). Oznaczmy
przez AV® czeéé objetosei prostopadtoscianu P(x), zajeta przez skladnik B
f
(7.2) Ay, 0= [y, o,
P(x)
ponadto oznaczmy

(@)
(7.3) n@(x, ) & AV(x, t)

avix,t) ’

oraz $rednig gestos¢ skladnika B
A a1
(74) 0N, 1) = - fg‘“’dv.
P(x)
Poniewaz zgodnie z (1.1)
@ a 4117 f@‘”dv,
P(x)

przeto z uwzglednieniem (7.3) i (7.4), mamy
(1.5 3O, 1) = n@(x, 1)@, 1).

Wielkoéé¢ g”(x, ¢) jest nazywana gestoscia objetosciowa.
Korzystajac z (7.5) napiszmy zasade zachowania masy (5.2) w postaci

6 A a A -y
(7.6) ra—t—(n(“)g(“’)+ —aS‘T(n‘“’Q(")v‘“") =0; a=1,..,N.

Jezeli B jest materiatem wypelniajacym pory oérodka, to n‘®(x, ) mozna nazwaé $rednia
porowatos$cig obszaru P(x) w chwili . W teorii konsolidacji zamiast §redniej porowatosci
wystepuje porowato§¢ w ,,punkcie’”. Réwnanie (7.6) jest formalnie identyczne z jego
odpowiednikiem w teorii konsolidacji, [6], jednakze wystepujg réznice w sposobie inter-
pretacji wyraZenia.

Tensorem napreZefi czastkowych nazywamy wielkosé

.7 Fmi, ) &L f TeiH(y, 1)ds.,
A48,
81
Okredlmy czeg§é powierzchni S'(x) zajeta przez skladnik B@ jako
(7.8) _ 4800, 0 = [ ey, ryds.
§i{x)
Wprowadzmy
(1.9) Tawg, T 1 f T@H(y t)ds,
A8
§1(x)
oraz
(a)
(7.10) Ao (x, 1) = 48

- as;
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Jezeli

(7.11) . AVe(x, 1) = AXASEO(x, 1),

tj., gdy AS{® jest przekrojem statystycznym, to z uwagi na (7.3) mamy
(7.12) n(x,t) 2 A®(x,1), I=1,2,3.

Poniewaz zgodnie z (7.9) i (7.10) tensor napreZeri czgstkowych ma postac
(7.13) T(a)“(x 1) = A@i(x, ,)T(a)kt(x 0,

mozemy teraz napisaé zasade zachowania pedu (5.5):

(7.14) n®g® d(L;Z(a—)l = a—l—(l(”)z'f(“)k‘-—\X](“)“)_{_n(ﬂ)é(a)g(ﬂ)k_,}_r(a)k.

Powyzsza zasadg, po wykorzystaniu (7.12) i pominigeiu czionéw oscylacyjnych WK
gdy sa mate wobec Tk, napiszemy w uproszczonej postaci
d(a)v() _ a

(@ (@) -
(7.15) n“o at po (

N Tk | (@ p@h@k 4 p@k,

Niezaleznie od podobiesistwa formalnego réwnania rézniczkowego ruchu w teorii kon-

solidacji, {6}, i zasady (7.15), réznica polega na interpretacji wystepujacych w (4.15) pél,

jako pdl usrednionych, a nie jako postulowanych a priori wielkosci lokalnych.
Rozpatrujac zasade zachowania momentu pgdu (5.8), zalozymy, Ze moZna pominaé

w niej cztony oscylacyjne 0. Zalézmy, ze mozna takze pominaé wielkosci p, M, H. Wtedy

(7.16) T@UI L R@UI = (),
Oznaczajac

‘ o -
(7.17) Ter(x, 1) = D TR, 1),

. <
mamy wobec ) R@IUI =0,
a=1

(7.18) C o T@in = )

co oznacza, Ze przy stosowalnosci (7.16) zatozen, do zwiazku tensor naprgzen TV jest
symetryczny.

Funkgje n®@(x, 1), 12}(x, ) oraz 0 (x, t) opisuja cechy topologiczne ciala, podobnie
jak w teorii konsolidacji [6]. Jednakze funkcje te interpretujemy jako wielkosci Srednie.
Wielkosciom 4! odpowiada w teorii konsolidacji jedna funkcja 24 dla kazdego a4, [6].

Dodatek

Postaé catkowej zasady bilansu (2.1) dotyczy obszaru PnB, dla ktérego czg§é brzegu
P 0B, jest powierzchnig materialng (zmienng w czasie), a druga cz¢§¢ 0PN B, jest powierz-
chnig ustalona (niezmienna w czasie). Poniewaz ogdlna postaé zasady bilansu dla takich
obszaréw nie jest na ogdt spotykana w literaturze, podano pomZeJ wyprowadzenie zwigzku

@.1).

8 Me(_:h. Teoret. i Stos. 2/80
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Punktem wyjécia rozwazafi jest rOwnanie bilansu, por. mp. [8] str. 141, w postaci

(1) [ obdo= § monds+ [ gav,
PnB; HPABp) PAB; .
gdzie
- df o0
f é +€,k

Przyjmujac ponadto oznaczenie W = p&, podobne jak w punkcie 1, oraz korzystajac
z lokalnej zasady zachowania masy, mamy

; 0 d d d
@) et = Q% 082" = T‘I;_ Q +(’a(’7)k)>k"'§(97)k),k = _”l'l'('al’vk):k

Scalku_lmy TOwnosé (2) po obszarze PNB,. Stosujac twierdzenie o dywergenciji, otrzy-
mamy

3) f@édz} = f%‘lg—dv+ f Yokn,ds.
PrBt P~B;: ) 9P~ Bp) .
Zgodnie z definicja pochodnej po czasie, mozna latwo wykazaé, Ze
(4) ' 9 f Ydo = f’ﬂ'ﬂdwf fwnkds.
- ot ot -
PAB, PnB: PnoB;
Odejmujac stronami réwnanie (4) od (3) otrzymujemy
Q) f obdv = % f vdv+ f Yokn,ds. ' .
. PrB PAB; . 8PnBr |

Wykorzystujac zwiazek (5), podstawiajac go do réwnania (1), otrzymamy ostatecznie

% f¢dv= f(n—!ﬁ@v)'ndH fad'v+ ' fvv-nds,

P~B; P~ By PAB,; P~03B;

to jest za.sadg bilansu (2.1).
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Pesmwome

YPABHEHIWA LAJTAHCA W NPUHNOWIIBI COXPAHEHMA DJIA
IIOPUCTBIX MHOTOKOMIIOHEHTHBIX CPEJ,

B paBore BbIBefeHo o01yro dopmy ypaBHeHns Ganaxca sl paspoONEHHBIX M DA3pBIBHBLIX CPEm
3aBHCATLYIO OT HEKOTOPBIX MagKux nosed. TToyderynle ypaBrenus Gananca At MHOTOKOMIIOHEHTHBIX
LOPHCTBLIX CPEX, HPMMEHEHO NS NONYYSHHUSA NPHHIMIOB coxXpaHeHusi. Hawo npubimauTesbHble CBSA3M
MEIKIY BBEJEHHBIMH M DaspbIBHLIMH IIOJISIMY, KOTOPBIE ONHCHLIBAIOT PO3apOGIEHIbIE Cpebl. YKasaHo
HEKOTOpble NPYMEHEHHsT K TCOPHH KOHCONMIALMH.

Summary

THE BALANCE EQUATIONS AND CONSERVATION LAWS FOR
MULTICONSTITUENT POROUS MEDIA
\]

The aim of the paper is to express the general form of the balance equation for media with disintegrated
and discontinuous structure in terms of certain smooth fields, The obtained form of the balance equation
for these fields was applied to the function of the conservation laws for multiconstituent porous media.
The interrelation between the introduced smooth fields and the discontinuous fields describing the dis-
integrated medium is given by a form of certain approximation. Some applications to the foundation
of t‘he non-linear consolidation theory were also mentioned.
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