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1. Wstep

Zagadnienia wyznaczania przemieszcze i napreZen powodowanych dynamicznymi
obciazeniami o charakterze przypadkowym (oraz) lub fluktuacjami parametrow rozwa-
zanych ukladow stanowia bardzo wazny dla praktyki skiadnik analizy konstrukcji inzy-
nierskich.

W ostatnim dwudziestoleciu problemy drgan konstrukcji pod wplywem obcigzen
przypadkowych byly badane bardzo intensywnie i w chwili obecnej istnieje bogata litera-
tura dotyczaca metod i rezultatéw dynamiki stochastyczaej (por. [1], [2], [3], [4], [5].
Podstawowa przyczyna tych badan jest fakt, Ze w wigkszosci realnych sytuacji podsta-
wowe czynniki determinujgce zachowanie si¢ konstrukcji, tak jak na przykiad obcig-
Zenia zewnetrzne czy wlasnosci mechaniczne rozwazanych ukladéw maja charakter fluk-
tuacyjny i nie moga byé opisane w zwykly — deterministyczny sposéb. Odnosi sig to
szczegdlnie do obciazen konstrukcji budowlanych powodowanych porywistym wiatrem
czy dzialaniem fal akustycznych lub sejsmicznych, konstrukcji statkéw na ktore dzialaja
fale morskie lub szumy turbulentne itp. W takich sytuacjach wazne jest zbadanie wplywu
owych stochastycznych czynmkow na zachowanie si¢ konstrukgji i jej zniszczenie. Zasad-
niczym motywem i celem analizy drgan stochastycznych konstrukcji jest ocena ich nie-
zawodnofct, Z ‘metodycznego punktu widzenia probabilistyczna analize konstrukeji
drgajacych mozna podzieli¢ na dwa etapy: pierwszy — dotyczy wyznaczenia statystycz-
nych charakterystyk reakcji konstrukcji (np. przemieszczeﬁ; napreZzen itp.), za$ celem
drugiego etapu jest analiza niezawodno$ciowa — charakteryzujaca stany niebezpieczne
i dostarczajaca informacji o wystgpowaniu uszkodzen i zniszczeniu konstrukgji.

W chwili obecnej, istniejace metody i rezultaty dynamiki stochastycznej daja mozli-
- wo$¢ wyznaczania podstawowych charakterystyk statystycznych reakcji dla szerokiej
klasy uktadéw i obciazen stochastycznych. Problemy dotyczace niezawodnosci stochastycz-
nie drgajacych konstrukcji nie sa jednak wystarczajaco zbadane.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie problemdéw i nowych wynikéw dotyczqcych
stochastycznej analizy drgan konmstrukcji, ze szczegdlnym uwzglednieniem zagadniefi
niezawodnosciowych. Po zwigztym przedstawieniu metody wyznaczania charakterystyk
reakcji ukfadéw ciaglych uwaga bedzie skupiona na dyskusji zniszczenia spowodowanego
~drganjami stochastycznymi. Poniewaz uszk(ldzenia konstrukcji powoddwane drganiami

Artykul przegladowy, wygloszony jako referat problemowy na XX-tej Polskiej Konferencji Mecha-
niki Ciala Stalego, Porabka-Kozubnik, wrzesien 1978. :
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stochastycznymi przyjmuja najczesciej postaé uszkodzen zmeczeniowych, w ostatniej
czeéci pracy przedstawione zostang stochastyczne modele uszkodzen zmeczeniowych,
w tym modele bazujace na propagacji w materiale dominujacej szczeliny.

2. Reskcja konstrukcji na obciazenie stochastyczne

Rozwazmy drgania technicznego uktadu ciaglego I zaldZmy, Ze jest on sprezysty i li-
niowy. Dla szerokiej klasy takich uktadéw réwnanie opisujace drgania moZna przedstawié
w postaci '

(2.1) mU+cU+LU) = O(r, 1),

gdzie m 1 ¢ sa parametrami charakteryzujacymi mas¢ uktadu i ttumienie, & jest liniowym
pperatorem rozniczkowym wzgledem zmiennych przestrzennych, zas Q(r, t) jest funkcja
losowg zmiennych r = (x, », z) i czasu t. Dla przykiadu operator ¥ moze mieé postaé -
62

I i
ox*’

o*  Eh

o+ o+ o+
D( 2 aagE t ay4)

i wtedy réwnanie (2.1) opisuje odpowiednio drgania struny, kotowo-cylindrycznej powloki
Iub plyty sprezystej. W zaleznosei od sytuacji réwnanie (2.1) nalezy rozwiazywaé z odpo-
wiednimi warunkami poczatkowymi i brzegowymi. Réwnanie (2.1) jest réwnaniem sto-
chastycznym interpretowanym zwykle w sensie $rednio-kwadratowym (por.. [5], [6]).

Metody stochastycznej analizy ukladéw sprezystych opisanych przez rédwnanie (2.1)
sg analogiczne do metod uzywanych w stochastycznej dynamice ukladéw dyskretnych
(opisanych przez réwnania rézniczkowe zwyczajne). Metoda charakterystyk impulsowych
oraz metoda widmowa moga byé latwo zastosowane. Dla zastosowania metody charakie-
rystyk impulsowych nalety znaé funkcjg¢ Greena G(r,t,r,,t;), ktora jest definiowana
jako rozwigzanie réwnania

(2.3) mG+ cG+ZL(G) = 8(r—r,)8(t—1,),
z odpowiednimi warunkami brzegowymi i zerowymi warunkami poczatkowymi dla
t=1. . .

Rozwiazanie rownania (2.1) ma postaé

¢t

(2.4) UGr, 1) = [ [ G, t5 10, 8)Q(ry, 1) drodlty.
0D o

Gdzie D jest obszarem (powierzchnia) rozwazanego ukladu. Na podstawie definicji war-
tosci przecigtnej i funkcji korelacyjnej otrzymuje sie
»

(2.5) U@, DY = [ [ 6, t5 1, 100, )y drydt
0D
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(26) . Ku(r, t;'rla tl) = <U(l‘, t) U(rl’ t1)> =

= ff ff G(r, t; 0, t)G(ry, ty e 0 YKo, t7 5 ¥, 8" ) dr'dr ' de'dt .
00

Jako szczeglny przypadek wzoru (2.6) otrzymuje si¢ wyrazenie dla czasowej funkcji
korelacji (dla ustalonego r = r,) oraz przestrzennej funkcji korelacyjnej (dla ustalonego
t = t,). Czgsto wystarczy znajomos$¢ wartodci funkeji korelacyjnej pola U(r, t) w usta-
lonym, wybranym (np. szczegblnie wrazliwym) punkcie r; traktuje si¢ wtedy U(r, )
jako funkcje losowa tylko czasu ¢, czyli— jako proces stochastyczny. '
Wprowadzajac uogélniong gestos¢ widmowa pola U(r, f) zgodnie z nastepujaca

definicja

+£)0 + 0
2.7 gu(ry, wy; 12, 03) = J f Ky(ry, tys vy, ty)e™@hmwalady, dt,

— 00 —0o0
i analogicznie wogdlniona gestosé go(ry, w; Fa, w;), otrzymujemy nastgpujaca relacje
“widmowa’’: : '

2.8) gulri,wy;r,,w,) = fng(r’, Wy ¥ 0 Hry, v 5 0) Hry, v wo)dr'dre”,

gdzie
] .
(2.9) H(r,r;0) = f G(r,r; v)e” oy, v =i—t,,
o :
Jezeli pole losowe Q(r, t) jest stacjonarne w szerszym sensie i statystycznie jednorodne,
to powyZsze wzory znaczni€ upraszczaja Si¢. :

Dla skorzystania z powyzszych wzoréw nalezy znaé podstawowe charakterystyki
obciazenia losowego Q(r, 1), tj. jego warto$¢ przecietng i funkeje korelacyjng oraz funkcjg
Greena G(r, t; r;,t;). Charakterystyki obciazenia nalezy wyznaczyé na drodze opraco-
wywania materiatu do§wiadczalnego. Wyznaczenie funkcji Greena nie zawsze jest mozliwe;
dla stosunkowo szerokiej klasy uktaddw liniowych zwykle stosuje si¢ wersjg metody
rozdzielenia zmiennych znana-w dynamice konstrukgji jako metoda modéw normalnych
(ang. the normal-mode approach — por. [3]). '

Przytoczone wyzej wzory wyczerpujaco charakteryzuja reakcje konstrukcji opisanej
réwnaniem (2.1) jeSli jej parametry materialowe, warunki poczatkowe i brzegowe sg
deterministyczne a obcigZenie Q(r, ) jest gaussowska funkcja losows. Jesli ktdrys z wy-
mienionych warunkow nie jest spelniony wzory (2.5) i (2.6) daja tylko czgéciowq charakte-
rystyke losowego pola przemieszczen, gdyz jest ono wiedy nie gaussowskie. Czgsto —
w celu uproszczenia analizy — korzysta si¢ z gaussowskiego przyblizenia. JednakZe problem
jak dalece analiza gaussowska jest akceptowalna w problemach niegaussowskich wymaga
oddzielnego badania (por. [7]).

W stochastycznej analizie ukladdéw konstrukcyjnych nieliniowych istniejace wymniki
dotycza przede wszystkim nieliniowodci natury geometrycznej pochodzacych z uwzgled-
- niania skoficzonych odksztatcen (por. [3], [5]). Tego rodzaju drgania nieliniowych uktadow
sprezystych przy wymuszeniu stochastycznym mozna badaé za pomoca metod przybli-
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zonych bedacych polaczeniem metod mechaniki nieliniowej i metod analizy korelacyjnej
Iub aparatu proceséw Markowa. Pewne rezultaty dotyczace drgan stochastycznych
konstrukeji sprezysto-plastycznych sa zawarte w [8] (por. takze [9]).

3. Drgania stochastyczne i uszkodzenia konstrukeji

Niech Y(#) oznacza dynamiczng reakcjg konstrukcji (przemieszczenie, napreZenie
itp.) w ustalonym punkcie krytyczaym. Zalézmy, Ze podstawowe charakterystyki proba-
bilistyczne procesn Y(¢) zostaly wyznaczone metodami scharakteryzowanymi w punkcie
poprzednim. Jak wykorzystaé informacje o procesie Y(¢) w badaniu uszkodzen powo-
dowanych przez ten proces i w ocenie diugowiecznosci konstrukcji?

Nalezy wyroznié dwa podstawowe mechanizmy uszkodzefi zwigzane z drganiami
stochastycznymi:

1. Y(¢) osiaga po raz pierwszy pewien okre§lony gérny (np. @) lub dolny (np. —b) poziom,
gdzie a i b s3 danymi duzymi liczbami dodatnimi; méwimy, Ze uszkodzenia wystgpujace
przy zajiciu tego zdarzenia sa wuszkodzeniami katastroficznymi (lub uszkodzeniami
pierwszego przejécia; ang. first excursion failures);

2. Y(¢) nie przyjmuje duzych (katastroflcznych) wartoéci, doznaje jednak wielu nieznacz-
nych wyjéé poza granicg wytrzymatosci i wobec tego zniszczenie konstrukeji akumuluje

Rys. 1 : ) Rys. 2

sie; catkowite zniszczenie nastgpuje gdy nagromadzone uszkodzenia osiagaja pewna

okre$long warto$¢; ten rodzaj zniszczenia znany jest pod nazwa zniszczenia zmecze-

niowego. Schematycznie, powyzsze rodzaje uszkodzen sa przedstawione na rysunkach

(rys. 1, 2).

3.1. Uszkodzenia katastroficzne. W ocenie nlezawodnosm konstrukcy w oparciu o pierwszy
mechanizm zniszczenia istotne jest okre§lenie czasu 7" w ktorym reakcja Y(¢) — np. na-
prezenie — osiggnie ustalony poziom po raz pierwszy. Oczywiscie, czas T jest zmienna
losowa. Podstawowe zagadnienie w analizie uszkodzen katastroficznych mozna sformu-
lowaé nastgpujaco: znajac wilasnosci statystyczne reakcji konstrukcji Y(#) nalezy wyzna-
czyé charakterystyki probabilistyczne czasu pierwszego przejécia T.

" Problemy zwiazane z wyznaczaniem czasu pierwszego wyjécia realizacji procesu z roz-
wazanego obszaru byly rozwaZzane w teorii proceséw stochastycznych. Efektywne roz-
wiagzania moga byé jednak otrzymane tylko dla specjalnych klas proceséw np. dla dy-
fuzyjnych proceséw Markowa; wtedy bowiem korzystajac z réwnania Fokkera-Plancka-
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Kotmogorowa dla gegstosci pradepodobieI’lstwa' przejécia procesu latwo mozna wy-
prowadzié¢ réwnanie rézniczkowe dla funkeji R(z) okreSlajacej prawdopodobienstwo
przebywania procesu w danym obszarze (2 przestrzeni fazowej w przedziale czasu [0, ¢],
tj. dla’ funkcji
(3.1) R(t) = P{¥()eR,0< <t}

Niech mianowicie Y(¢) = [Y,(2), Ya2(2), ... ¥, (#)] bedzie n-wymiarowym dyfuzyjnym
procesem Markowa charakteryzujacym zachowanie si¢ uktadu w czasie; procesy — skia-
dowe Yi(t), i=1,2,...,n w analizie drgan uktadow sprgzystych moga byé interpre-
towane jako wspdirzedne uogdlnione. Niech w chwili poczatkowej #, ukiad znajduje

"sie w stanie Yy = [Y?, ..., Y0]. Niech p(y, t[yo, t,) bedzie ggstoscia prawdopodobieristwa
przejécia procesu ze stanu y, w chwili £, do stanu y w chwili £, Ta funkcja spelnia znane
réwnanie Kolmogorowa (por. [5]). Przyjmujac ?, = O bedziemy zapisywaé¢ funkcje p
w postaci p(y, t[yo)-

Prawdopodobiefistwo (warunkowe) tego, ze jezeli uktad w chwili # = 0 znajdowal
sie w stanie y, € 2, to do chwili # nie wyjdzie z obszaru 2 jest réwne:

(3.2) P(tlyo) = [ p(y, tyo)dy.

Calkujac réwnanie K olmogorowa otrzymuje si¢ nastgpujace réwnanie dla funkcji P(¢[yo) —
por. [10]

"

5 2
3.3 6y1 T2 R} ay‘)@yk =9

gdzie a;, by, sa wspdlczynnikami charakteryzujacymi infinitezymalne wiasnosei procesu
Y(¢). Rownanie (3.3) nalezy rozwigzywaé z nastgpujgcymi warunkami

POlys) =1 dla yp,ef
P(tlye) =0 dla ypyseS
gdzie S jest brzegiem obszaru 2.
Korzystanie z réwnania (3.3) w analizie realnych uktad6éw jest zwigzane z trudnosciami.

Zagadnienie upraszcza si¢ gdy poszukujemy momentow czasu pierwszego wyjscia procesu
z obszaru £, tj. wielkosci

(3.4)

69 am= f PP s Bl = 1Py,
0

Dla momentdw czasu pierwszego wyjscia z obszaru £2 otrzymuje si¢ rekurencyjny uktad
réwnan '

(3.6) o Z b, 526<ka()’0)> + Z'al a(i:(.go» ]<Tk 1y )>,
- ! 1=1

gdzie, w rozpatrywanym przypadku g;iy £ jest obszarem zamknigtym, {T°(y,)) = 1.
Réwnania (3.3) 1 (3.6) nazywaja si¢ rownaniami Pontriagina. Funkcja R(z) jest znana
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jako funkcja niezawodno$ci uktadu; prawdopodobiefistwo niezawodnej pracy ukladu
w przedziale [0, ¢] jest bowiem réwne

G.7) R() = [ P(tlyo)p(yo)dyo,
Q

gdzie p(y,) jest gestoscia prawdopodobiefistwa procesu ¥(¢) w chwili £ = 0.

Dla przypadkéw kiedy reakcja konstrukcji nie moze by¢ opisana przez dyfuzyjny
proces Markowa korzysta si¢ z pewnych rozwigzan przyblizonych oraz oszacowan prawdo-
podobienstwa pierwszego przejécia. Szczegdlnie prosty rezultat otrzymuje sig, jeZeli przyjmie
sie zatozenie, Ze przekroczenia rozwaZanego poziomu a przez proces Y(¢) sa wystarcza-
jaco rzadkie i statystycznie niezaleine; oznacza to, Ze liczba chwil losowych w przedziale
(0, ] w ktdrych nastgpuja przekroczenia poziomu a jest scharakteryzowana przez jedno-
rodny proces Poissona :

(lt )” e—x:.

(3.8) P{N(t) = n} ="

Witedy prawdopodobienstwo tego, ze w przedziale (0, ¢] nie nastapi Zadne przekroczenie
poziomu a jest po prostu réwne

3.9 o P{N(#) =0} =e"?.
Prawdopodobiefistwo uszkodzenia katastroficznego w przedziale '(O, t] jest wiec w tym
przypadku:

1—e~ .
Oznacza to, Ze czas pierwszego przejécia T danego (wysokiego) poziomu @ przez proces
¥Y(t) jest zmienng losowa o rozktadzie wykiadniczym. W tym przypadku

' 1 1

3.10 T =—, o2=—.

(3.10) Ty ==, oh=3

Parametr 4 oznacza intensywno$¢ procesu Poissona; w zagadnieniach niezawodnoscio-
wych jest uzasadnione przyjaé, Ze jest on réwny $redniej liczbie przewyzszen poziomu a
przez proces Y{¢) w jednostce czasu, tj.

(3.11) A=l = | e, p)dy.

Wyrazenie (3.9) w ktérym 2 jest wyrazone przez (3.11) okre$la niezawodno$é uktadu
w rownowaznym przypadku; w analizie konstrukeji zostalo ono po raz pierwszy zapro-
ponowane przez J. J. Colemana (1959 r.). Nalezy jednak podkresli¢, 2e zalozenie iz prze-
wyzszenia poziomu a przez proces Y(¢) sg statystycznie niezalezne jest bardzo ograni-
czajgce. Nie jest ono, na przyklad, akceptowalne dla proceséw stacjonarnych o waskim
widmie dla ktérych przewyzszenia wystepuja grupowo.

Bez zaloZenia o niezaleZnosci przewyzszen wyznaczenie rozktadu prawdopodobiefstwa
czasu pierwszego przejécia jest — za wyjatkiem prostych sytuacji opisanych procesem
Markowa — niemozliwe. Totez istotne znaczenie maja rézne oszacowania prawdopodo-
biefstwa pierwszego przejécia.



DRGANIA KONSTRUKCII 157

i/
Najprostsze oszacowanie oparte jest na uogdlnionej nieréwnodci Czebyszewa; za-
kladajac, ze <(Y(¢)) = 0 gbrne oszacowanie prawdopodobiefstwa pierwszego wyjscia
poza symetryczne poziomy ¢ i —a ma postaé nastgpujaca

t

(3.12) P{t; —a, +} < 57 03O+ oHO 5 EOEC

gdzie of i 0} oznaczaja odpowiednio wariancjg procesu Y () i jego pochodne;.

Dokladniejsze, gérne i dolne oszacowanie prawdopodobiefistwa pierwszego przejscia
wyrazone przez funkcje gestoSci prawdopodobienstwa procesu Y(z) i pochodna Y(t)
zostato podane przez Shinozuke¢ [11]. Dla uktadu o jednym stopniu swobody opisanego
réwnaniem

mY+,uf’+ kY = mX(¢),

gdzie proces stochastyczny X(f) jest procesem gaussowskim niestacjonarnym postaci:
X(t) = H(t)e~*'Z(t), H(t)—funkcja Hevisaide’a, Z(f) — stacjonarny proces gaus-

log P 00,00}

- ] | | | | | 1 |
75 i 2 3 Z 5
kO: q/o‘r’(

Rys. 3. (1) g()mé oszacowanie; nierowno$é Czebyszéwa, (2) gbérne oszacowanie wg Shinozuki, (3) dolne
oszacowanie wg Shinozuki

sowski o wartosci przecigtnej réwnej zeru i danej gestosci widmowej oszacowania prawdo-
" . Y ] ) a )
podobijenstwa pierwszego przejicia w zaleznoscei od parametru ky = —F sa przedstawione
. . ¥

na rys, 3; of jest maksymalna wartoécia odchylenia standardowego reakcji ukladu (w przy-
kladzie: o} wystepuje dla wot = 1,85).

3.2. Uszkodzenia zmeczeniowe; ,zrandomizowane” kryterium Palmgrena-Minera. Zniszczenie kon-
strukcji pod wplywem drgad stochastycznych przyjmuje najczesciej forme zniszczenia
zmeczeniowego powstajacego na skutek dlugotrivalego oddzialywania napreZenia o cha-
rakterze pulsujacym. Fizyczne zjawiska lezace u podstaw zniszczenia zmeczeniowego
sa bardzo ztozone a ich natura nie jest jeszcze w pelni zbadana. W chwili obecnej podsta-
wowe informacje o tym rodzaju zniszczenia czerpane sa z do§wiadczen przeprowadzanych
w warunkach deterministycznych naprezed cyklicznych., W takim przypadku istnieje
relacja miedzy amplituda naprezenia i liczbg cykli powodujacych zniszezenie; jest to
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dobrze znana krzywa S$-N opisana wzorem
(3.13) NS = ¢,

gdzie S jest amplituda naprezenia, N jest niszczaca liczba cykli, za§ b i ¢ sa dodatnimi
statymi materialowymi. Jezeli amplituda naprgzenia zmienia si¢, to nalezy wprowadzié
dodatkowe zatozZenja. Najlepiej znang — i ze wzgledu na prostotg ogdlnie przyjmowana —
jest hipoteza Palmgrena-Minera postulujgca, Ze jezeli zniszczenie pod wplywem napre-
zenia o danej amplitudzie wystepuje po N cyklach, to uszkodzenie akumuluje sig w sposéb

jednorodny w kazdym kolejnym cyklu, tak ze podczas jednego cyklu nastepuje LN catko-

witego zniszczenia. Zniszczenie spowodowane dzialaniem »; cykli naprezenia o ampli-
tudzie S; i = 1,2, ... jest rowne

"y
(3.14) dy =—=, m<N,

N,

L]

gdzie N; jest niszczaca liczba cykl przy amplitudzie naprezenia S;. Catkowite znisz-
czenie jest réwne

(3.15) D= ZAE "

element (prébka) doznaje zniszczenia zmeczeniowego jezeli D = 1.

Kryterinm Palmgrena-Minera zostalo zaadaptowane do przypadku obquzen sto-
chastycznych przez zamiang we wzorach (3.14), (3.15) symbolu n; liczba maksiméw na
poziomie S;. procesu charakteryzujacego naprezenia. Oczywiscie, jezeli napr¢Zenia sg
deterministyczne i cykliczne, to liczba maksiméw jest réwna liczbie cykli; jezeli proces
napregzenia jest stacjonarnym procesem stochastycznym o waskim widmie to liczba mak-
siméw rowna sig liczbie przecigé poziomu zerowego.

Zal6zmy, dla lepszej przejrzystosci wzordéw, Ze reakcja konstrukcji w wybranym punkcie
krytycznym jest scharakteryzowana przez stacjonarny proces stochastyczny Y(t) o waskim
widmie. Niech »} oznacza érednia liczbe przewyiszedi poziomu zerowego w jednostce
czasu. W czasie T $rednija liczba przewyzszen poziomu zerowego jest »$T. Srednia liczba
maksiméw n(a) o amplitudzie zawartej miedzy a i a+da jest towna

(3.16) ' n{a) = v¢Tp(a)da,
gdzie p(a) jest gestoscig prawdopodobieristwa maksiméw. Zgodnie z hipotezq Palmgrena-

Minera kazde maksimum o amplitudzie a powoduje przyrost zniszczenia réwny 7\’@5)— )

gdzie N(a) jest niszczacy liczbg cykli w warunkach stalej amplitudy napr¢zenia a. Warto§¢
§rednia zniszczenia powodowanego wszystkimi maksimami o amplitudzie w przedziale
[a, a+da] jest .
nla) (a)
| N TN
Warto§¢ érednia catkowitego zniszczenia (D) jest réwna

D) =7 [ £ da,
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gdzie N(a) nalezy wyznaczy¢ z krzywej N-S. Jezeli Y(#) jest procesem gaussowskim,
.to korzystajac z krzywej N-S oraz podstawiajac w miejsce p(a) funkcje gestosci rozkladu
Rayleigh’a (por. [3]) otrzymujemy

- (3.17) Liya cry)l’l’(1+—12’—),
gdzie I'(x) jest funkcja gamma.

A zatem, w rozwazanym przypadku warto$¢ $rednia nagromadzonego zniszczenia
zmeczenjowego jest proporcjonalna do $redniej liczby przewyiszenn poziomu zerowego
oraz zalezy (w sposob nieliniowy) od wariancji losowego procesu naprezenia. Wzér (3.17)
daje mozliwo§¢ wyznaczenia czasu Ty charakteryzujacego dlugowiecznosé konstrukcii,
tj. czas potrzebny do tego aby wartos¢ érednia catkowitego zniszczenia osmgn@la war-
tosé jeden.

Jezeli proces stochastyczny charakteryzujacy reakcje konstrukcp jest niestacjonarny,
to odpowiednie wzory sa o wiele bardziej skomplikowane.

Kryterium Palmgrena-Minera jest hipoteza, ktérej podstawowa zaleta polega na jej
prostocie. Dane do$wiadczalne wskazuja bowiem istotne braki tego kryterium., A oto
najwazniejsze z nich:

1) doswiadczalnie stwierdza sig, ze jezeli zmienne obcigzenie wywoluje naprezenia charakte-
ryzujace sie bardzo duza liczbg maksiméw (nie przekraczajacych granicy zmeczenia),

to zniszczenie moze wystgpié réwniez wtedy gdy Z 7:/_« < 1;
i

2) w do$wiadczeniach stwierdza sig, iz wielko§é akumulowanego zniszczenia w sposdb
istotny zalezy od kolejnosci wystepowania naprezefi o réznych amplitudach, czego
kryterium Palmgrena-Minera nie uwzglednia.

Nalezy podkre§lié, Ze kryterium Palmgrena-Minera (oraz inne podobne kryteria
zniszczenia) jest jedynie inzynierska metoda szacowania nagromadzajacych sie uszkodzen
bardziej lub mniej stuszng w zaleznoSci od konkretnych sytuacji-i nie stanowi w Zadnej
mierze wyja$nienia ztoZonego i w istocie swej stochastycznego mechanizmu zniszczenia
zmgczeniowego. W celu bardziej adekwatnego opisu tego zjawiska zostaly zaproponowane

. pewne modele stochastyczne.

4. Stochastyczne modele zniszczenia zmeczeniowego

4.1. Zniszczenie zmeczeniowe jako proces Markowa. Zgodnie z istniejacymi pogladami proces..
zniszczenia zmeczeniowego (od powstania pierwszych odksztalcen plastycznych w stab-
szych ziarnach poprzez pojawienie si¢ i rozwdj peknigé mikroskopowych i makroskopo-
wych) jest procesem stochastycznym. Opis tego procesu zajmowal uwage wielu autordw
(por. [12], [13], [14], [15]).

Bardzo ogblny, stochastyczny opis zniszczenia otrzymamy traktujgc rozwazana probke
materiatu (lub element konstrukeji) jako pewien uktad ktérego stan mechaniczny jest
scharakteryzowany. przez n-wymiarowy proces stochastyczny X(z) = [X1(f), . s XD
jest uzasadmone przyjaé, ze 0 < X;(t) < 1, przy czym warto§¢ 0 odpowiada stanowi
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idealnemu za$§ warto$¢ 1 — catkowitemu zniszczeniu. Oznaczajac laczna funkcje gestosci
prawdopodobienstwa proceséw skladowych przez p(x,t) = p(x,, ..., x,;¢t) moZna
formalnie wypisa¢ réwnanie ,kinetyczne” opisujace ewolucje zniszczenia w czasie:-

@0 | PED - 2o, 1500, 007,

gdzie & jest operatorem dzialajacym na funkcje wystepujace w nawiasie; Q(t) — oznacza
zespol odpowiednich parametréw charakteryzujagcych wymuszenie zewngtrzne, O(f) —
parametr charakteryzujacy pole temperatury.

W takim sformutowaniu problem polega na skonstruowaniu operatora & na bazie
informacji o oddziatywaniu elementéw ,,pierwotnych’ prébki i rozktadzie prawdopodo-
bieristwa wytrzymalo$ci.

Naturalny i stosunkowo prosty opis otrzymuje si¢ przyjmujac, ze proces zniszczenia
jest procesem Markowa. Scharakteryzujemy dokladniej te ideg.

Zaléimy, Ze probka (lub ogdlniej — ukiad) moze znajdowaé sie w jedoym z n+-1
stanéw: Eq, E, ..., E,. Stan E, odpowiada elementowi idealnemu, za$ stan E, charakte-
ryzuje pewien okres§lony stan koncowy zniszczenia. PrzejScia ukladu z jednego stanu
do innego mozliwe sa tylko w wyniku przejéé od stanu poprzedniego do nastepnego,
tj. wedlug schemato:

Ey—»E —-E,> ..~ FE_,—-E—->..->FE_,->FE,.

Niech P;;(s, t) oznacza prawdopodobienistwo tego, Ze uklad ktéry w chwili s znajdowat
sig w stanie FE; bedzie w chwili ¢ > s znajdowal si¢ w stanie E;; Py;(s, ¢) sa prawdopodo-
bienstwami przejécia rozwazanego procesu Markowa.

Zgodnie z okresleniem

.P“(S,S)‘—‘—l, -PlJ(S:S)=0: ]>l

4.2 -
“-2) ZPU(S, t) =1 dla dowolnych s, > s.
j=1

Ze wzgledu na mozliwos$é przechodzenia tylko do stanu nastgpnego Pi(s, ¢) = 0 dla
7 < i, wobec czego macierz P = {P;(s, t)} jest macierza trojkatna, przy czym przyjmuje
sig iZ P,a(s, t) = 1 (oznacza to, ze jezeli uklad znalazt si¢ w jakiej$ chwili w stanie E£,,
pozostaje w nim na zawsze z prawdopodobiefistwem 1; stan £, jest pochianiajacy).

Niech zgodnie z teoria skokowych procesow Markowa ¢,(¢) oznacza intensywno$c
przej$cia uktadu ze stanu E; w chwili ¢ do stanu E;, ; w infinitezymalnym przedziale czasu
(t, t4+Ar). Oczywiscie, g,(t) = 0. Prawdopodobiefistwa przejécia Py; spelniaja znane
réwnania Kolmogorowa '

(4.9 R LD
(4-4) OPy(s, 1) = —q()Py(s, 1)+ G- (D) Pryu(s, 1), J>1,

ot

z warunkami poczatkowymi (4.2).



DRGANIA KONSTRUKCII 161

Rozwigzujac rownania (4.3), (4.4) wyznaczamy prawdopodobiefistwa przejscia Py (s, ).
Z kolei, trwalo§é (lub funkcja niezawodnosci) elementu (ukfadu) jest scharakteryzowana
przez Poq(0, #), tj. przez prawdopodobiefistwo przejécia ze stanu E, do stanu E,.

Dla ilustracji zatozymy, e intensywnoéci przejécia g,(r) sa funkcjami postaci
4.5 , a(t) = q,p(2).

W takim przypadku, wprowadzajgc nowa zmienng
T

46 x= [ ¢@)dz,
t
sprowadzamy réwnania (4.3), (4.4) do réwnan o statych wspélczynnikaéh
00, (x
“.7 Qa'—;() = ~q:Qu(x),
0 X
48 LD .04+ -1 Q11 (),

gdzie Qi;(x) sa funkcjami zwiazanymi z Py(s,t) przy pomocy przeksztalcenia (4.6).
Wzgledem zmiennej x rozwazany proces jest wigc procesem jednorodnym. Warunki
,»,poczatkowe” maja postaé '

4.9) 040 =1, Q40)=0, j>i.
Funkcja niezawodnosci jest wigc

' T
(4.10) Posl0,1) = Qun®) = Qun ([ @(2)d2).
0
W przypadku gdy ¢; = q; = g dla wszystkich 0 < i < j< —1 otrzymujemy réwnania
rézniczkowe odpowiadajace procesowi Poissona; ich rozwigzanie ma postaé

(Ax)'-?

G-t

Jezeli q;(t) = g = const, to prawdopodobiefistwo przejécia ze stanu E, do stanu E; jest
réwne

(4.11) O (x) = e

@12) 0uitt) = 120

w
Poniewaz Qo;(t) = 1, to prawdopodobienstwo zniszczenia zmeczeniowego probki
j=0 " .

(uktadu), bedace prawdopodobienstwem przejécia do stanu E;, j > n jest réwne

n-1 At
S e N 1
(4.13) Pi)y=1 ‘j_éole = T J x"e™Fdx. .

A zatem, dtugowieczno$é ukladu ma rozklad gamma.
Zastosowanie wyzej scharakteryzowanego modelu zniszczenia wymaga wlaéciwego
doboru funkcji intensywnosci ¢;(2). Niestety w chwili obecnej brak jest ilosciowych kry-
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teriow pozwalajacych szacowaé postaé funkeji g:(¢). Totez sprawdzianem poprawnosci
przyjetej postaci funkcji intensywno$ci moze by¢ tylko wymaganie dobrej zgodnosci
teorii z doswiadczeniem. Niezaleznie od powyzszego, w celu oszacowania_postaci funkcji
¢:(¢) konieczny jest wybdr bardzo konkretnego modelu mechanicznego probki, ktdrej
zmeczenie badamy; por. np. [13]. _

4.2, Warost szczeliny jako stochastyczny proces punktowy. Ogdlnie przyjmuje si¢, Ze proces
zmeczenia zachodzi w wyniku formowania si¢ 1 rozwoju szczelin. Doswiadczenia poka-
zuja jednak, ze chociaz w badanej probce moze pojawic si¢ bardzo duZo szczelin, to zawsze
istnieje jedna ,,dominujgca’ szczelina, ktéra jest gtéwnie odpowiedzialna za ostateczne
zniszczenie. Uzasadnione jest wige opisywanie procesu zmeczenia przez badanie wzrostu
dominujacej szezeliny. Takie podejécie zostato zaproponowane przez VELLURI'EGO W pracy
[16] i jest obecnie ogdlnie akceptowane. Z drugiej strony, wiadomo, Ze parametry materia-
fowe, geometria probki, charakter obcigZenia i inne czynniki'wpiywajac na proces nagro-
_ madzania si¢ uszkodzen zmeczeniowych w sposéb bardzo skomplikowany, wobec czego
proces ten moze by¢ adekwatnie opisany jedynie jako proces stochastyczny.

W tym punkcie pokazemy jak moZna charakteryzowaé stochastyczny proces wzrostu
dominujacej szczeliny wychodzac z obserwacji danych dodwiadczalnych. Dane te —
przedstawione na rys. 4 wskazuja, Ze ,,uzasadnione jest przyja¢, iz dominujgca szczelina

T T I I T

2 1 | | | |
4935 5091 5467 5883
. cykle obcigzenia

Rys. 4 (wg [16])

wzrasta w sposéb przerywany i wzrost ten zawiera okresy aktywnosci i ,,drzemki’” (patrz

[16], 5. 764). Biorac powyzsze pod uwagg wydaje si¢ naturalne aby charakteryzacj¢ procesu

 wzrostu dominujgcej szczeliny oprzeé na nastgpujacych postulatach: _

1) w chwili 1, istnieje dominujaca szczelina o dlugoéei L, wystarczajacej do propagacji;

2) wazrost szczeliny odbywa si¢ skokami o losowej wielkosci; bedziemy oznaczali przez
F(I) — dystrybuante dtugoéci skoku, tj. prawdopodobiedstwo, Ze jezeli szczelina
wzrasta, to jej przyrost AL jest mniejszy od 1; '

3) wzrost szczeliny obserwowany w czasie zachodzi w losowo roztozonych na przedziale
[t5, c©) chwilach: #;, t3, ..., Iy ...} liczba ,,skokéw” w diugosci szczeliny jest lospwa
w kazdym ustalonym przedziale czasu — bedziemy tg Zmic?nnq losowsa oznaczali przez
N, a jej rozkiad przez (ny; pr).

W celu otrzymania bardziej efektywnych rezultatéw konieczne jest przyjecie zaloZenia,

ze:
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4) zmienne losowe charakteryzujace wielko$¢ przyrostu szczeliny L oraz liczbg skokéw
we wzrodcie szczeliny N sa niezaleZne.

A. Uproszczony model ,,statyczny”. ' : _
Uzywajac postulatéw 1) —3) lub 1)-—4) nalezy wyznaczyé rozktad prawdopodo-

biedstwa G(x) catkowitej dhugoéei szczeliny L,o, w koncu ustalonego przedzialu czasu,

tj.

(4.14) G(x) = P{L,o, < x}.

Oznaczajac przez Gy(x) prawdopodobiefistwo warunkowe, ze jezeli liczba skokéw wynosi

k, to catkowity wzrost szczeliny spowodowany tymi skokami jest mniejszy od x, tj.

Gu(x) = P{L,p, < x|N = k}.

Szukane prawdopodobiefistwo G(x) jest wtedy réwne

(4.15) LG = D peGulx).
: k=0

Zalozmy, dla uproszczenia, ze przyrosty diugosci szczeliny ALy sa statystycznie nieza-
lezne wtedy

(4.16) . Gux) = [ Geer(x~DdF(l) = Gy (x)xF(x).
. 4
Niech liczba skokéw w diugoscei szczeliny ma rozkiad Poissona
Zk
(4.17) : pr=PN=Fk}= He"_‘,
wtedy
1 em 47k
‘ G(x) = TGk(x)’
(4.18) =0
7 wﬁ -4k i > e—A)K
Loty = f xdG(x) = Z ekl f xdG(x) = —E'—km = Am,
0 k=0 T k=0 ’

gdyz érednia rozkladu Gy jest km; m — oznacza warto$é $rednia rozkladu F;

(4.19) Loy = [ x%dG(x) = Aoy + 13m0,
‘ 0
gdzie

0y = fodF(x).

Niech diugosci przyrostu szczeliny beda scharakteryzowane klasa rozkladéw gamma,
. : ‘
ab+1

(4.20) f6) = ') =[5

bgmex x>0, b3 —I;
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wtedy

le-14 p()dz, x=0
4.21) G(x) = of (

0 ,» x<0,
gdzie
i lzb'kl)k
— b~ (A+2) ( .
(4.22) ¢(2) = Az g TF DG+ D0+ 1!
Dla rozkladu wykladniczego (b = 0)
Az)*

— —(A+z) . (

(4.23) o(z) = Ae 2. ETCEIE

Rozklad wykladniczy przyrostéw szczeliny odpowiada sytuacjom kiedy wigkszym przy-
rostom odpowiadaja mniejsze prawdopodobienstwa, za$é mniejszym przyrostom wigksze
prawdopodobienstwa; wydaje sig, iz moze on stanowi¢ dobre przyblizenie w wielu realnych
przypadkach. Parametr & mozna szacowaé z danych do$wiadczalnych.

Jezeli ]/.)Tz_ jest wielkoscia bardzo mata wiedy szereg (4.23) jest szybko zbieiny i war-

todci funkcji p(z) mozna latwo obliczyé. Jezeli |/ 3z staje si¢ duze, to bezposrednie su-
mowanie szeregu (4.23) jest bardzo pracochtonne. Wtedy jednak mozna skorzystaé z asymp-
totycznych wlasnosci funkcji Bessela gdyz ich zmodyfikowana postaé jest zwigzana
z (4.23). Nawet dla stosunkowo matych wartosci ]/ E(V )Tz_ > 3) nastepujace rozwinigcie
daje wystarczajaco dokladne wartosci dla ¢(z), mianowicie

T e WEVD | 3,y 15 s
<P(Z) = ]/‘; 2—1—/—7—;%—; ll—ﬁ(]z ).Z) —gﬁ(y AZ) —

105 ; = \~3 4725 | -4 72765 -5

~ 5107V ) ~ 55055 V)"~ g5agee 1V 42) }
B. Wzrost szczeliny jako proces punktowy

W celu scharakteryzowania zniszczenia zmegczeniowego jako procesu nalezy w petni
uwzgledni¢ postulat 3). Zatéimy, Ze probka poddana losowemu obcigzeniu doznaje

maksymalnych naprezen ,,meczacych” S,,S,, ... w losowych chwilach ¢, ¢5, ... .
Niech N(z) bedzie stochastycznym procesem punktowym reprezentujagcym liczbe
punktéw t; w przedziale czasu (0, ¢#] w ktdrych wystepuja zdarzenia powodujace wzrost
dominujacej szczeliny. Oznaczmy przez AL; przyrost szczeliny nastgpujacy w losowej

“chwili ¢ . Catkowita dtugos$c¢ szczeliny w dowolnej chwili # moze byé wyraZzona w postaci: |
L,or(f) = L0+Lp(t), gdZiC .

(4.24) L) = D, AL (11,

]
gdzie

1, x>0

H(x):{o <0
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Iub w postaci catkowej
t
(4.25) Le(t) = [ AL(z)aN(D),.
: Q

Warto$é przecigtna i wariancja Lo (?) przy zatozeniu, ze wielkoéci przyrostéw AL, szcze-
liny w réznych chwilach #; sg niezaleZne i maja jednakowy rozklad F(x) lub f(x), sa réwne

4.26) (LoD = Lo+ [ <aN@) [ xf(x)dx =
0 0

= Lo +(N()){AL) = Lo+m{N(r)}.
W celu wyznaczenia wariangji nalezy skorzysta¢ z produktowych funkcji ggstosci rzedu
drugiego wprowadzonych do opisu proceséw punktowych (por. [17]). Otrzymujemy,

@27)  <LE0) = [ [ <dN(z)dN(r))<AL(7) AL(7,)) =
00

= [ [ x(e1, ) dm des | [ afydx|’ + [ <N [ x2f(xyax =
00 0 0 2 _

11

= m? Of Of g2(vy, T)dr, dvy + axN(D).
gdzie g.(7,, 7,) jest produktows funkcja gestodei rzgdu drugiego procesu N(¢) definiowana
nastgpujaco

&2(71, T2)dr dr, = {dN(7)dN(z,)),
jezeli infinitezymalne przedzialy d,, d, sa rozlaczne, za$ gdy 4, , d, zachodzg na siebie
(AN (7)) AN(72)Dlae, = ar, = <[AN(T)I?> = (dN(z,)> = g,(7,)dr,.

Jezeli proces punktowy N(r) jest jednorodnym procesem Poissona o intensywnosci A,

ty.

PN = k) = B o

to
ga(m) =24, g(ry, 7)) =22
i wobec tego :
{Lio:i(t)) = Lo+ 2m,
(4.28) : LR = Aoy FmPA%?,
 0uLug(t) = Aoy —mA2+mAdt2,

, RozwaZania przedstawione w tym punkcie dotycza jedynie nagromadzania sig uszko-
dzen zmeczeniowych lub inaczej — wzrostu dominujacej szczeliny., Nie wspominaliSmy
nic o tym jak i kiedy szczelina zaczyna wzrastaé oraz jaka jej dtugo$é powoduje znisz-
czenie. Proces zarodkowania szczeliny jest skomplikowany. Dane do$wiadczalne wska-

2 Mech. Teoret. i Stos, 2/80

2
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‘zuja, Ze przy duzych amplitudach naprezenia szczeliny pojawiaja si¢ juz w pierwszych
cyklach obciazenia. W przypadku drgan stochastycznych wydaje sig, ze mozna z wystar-
czajacym przyblizeniem zaniedbaé okres zarodkowania szczeliny przyjmujac, Ze pojawia
sie ona wystarczajaco wczeSnie w procesie obcigZenia. Zatozona ,,poczatkowa”, dtugosé
dominujacej szczeliny (lub jej rozklad) powinna by¢ szacowana do$wiadczalnie.

Druga wspomniana kwestia dotyczy krytycznej dtugodci dominujacej szczeliny, Kry-
tyczna dhigo$é L., szczeliny zalezy od wielu czynnikéw, np. przylozonych riapr@zeﬁ S,
. temperatury @, wlasnoéci materiatu (np. modulu Younga E) itp. Symbolicznie, mozna
zapisaé

@29 L =L.(S,0,E, &

gdzie & oznacza zesp6l mozliwych innych czynnikéw, ktére, w zaleznosci od sytuacii,
nalezy uwzglednié w obliczeniach. Zalezno§¢ diugodei szczeliny od odpowiednich para-
metrdw moze byé oszacowana z dos$wiadczen. Wydaje sie, ze dla wykorzystania modelj
scharakteryzowanych wyzej moze byé uzyta pewna zmodyfikowana postaé kryterium
Griffith’a, orzekajaca Ze

B
(4.30) L, =

s
gdzie B i « sa stalymi; np. « zmienia si¢ od 2 —dla materialéw kruchych do 5 —dla
materialéw ciggliwych. Pelna teoretyczna analiza tego zagadnienia, jak rownieZ wlasciwe

powiazanie parametréw przedstawionych modéli z charakterystykami procesu obciaZenia
i wlasnodci materialu pozostaja problemami otwartymi.
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Pesome

CIIYUAUHBIE KOJIEBAHWA ¥ CTOXACTHUYECKUE MOIEJIM
: : PA3PYHIEHMA

B paBore npencraBiens! MpobIeMEI M HOBEIE Pe3yJIbTAThI CBA3AHHBIE €O COyYaiiHhIMU KoNeBaHuaMK
M HAJIMKHOCTBIO YIIPYTUX crucTem. I10 KOPOTKOM OXIMCAaHMM OCHOBHAIX METONOB CTOXACTHUECKOM MHHAMMKK
KOHCTPYKUHY PacCMATPUBAIOTCSI HEKOTOPDLIE BEPOSTHOCTHbIE MOMENH YCTANOCTHOO paspyllieHds. Xa-
paKTepu3oBaHbl MApPKOBCKHE MONEMH IPOLECCE HAKOIJIGHHS VCTATOCTHBIX NOBPEMKOCHHH, 2 TaroKe
HEKOTODbIE MOJENH CBA3AHHBIE C PACIPOCTPAHEHNEM YCTANOCTHON TPELHHEI.

Su‘mmary

RANDOM VIBRATIONS AND STOCHASTIC MODELS FOR STRUCTURAL
FAILURES b

The objective of the paper is to present the problems and new results concerned with. random vibra-
tions of continuous structural systems with a special emphasize to associated reliability problems. After
a short description of basic methods of stochastic dynamics of structural systems the attention is focused
on probabilistic models for fatigue failures. The stochastic Marcovian models for fatigue accumulation
and some models associated with fatigue crack propagation are discussed in detail.
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