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1. Wstęp

Przedmiotem  pracy jest  rozwią zanie  problemu  zginania  powłoki  sprę ż ystej  w kształcie
paraboloidy  eliptycznej,  o  małej  wyniosłoś ci,  rozpię tej  na  planie  prostoką ta  i  podpartej
wzdłuż brzegów  na  sprę ż ystych  ż ebrach.

Rozważ ono  powł okę  wykonaną   z  materiału liniowo- sprę ż ystego,  jednorodnego  i  izo-
tropowego,  o sztywnoś ci  warunkują cej  wystę powanie  odpowiednio małych przemieszczeń.

Punktem wyjś cia jest ukł ad trzech przemieszczeniowych równań róż niczkowych  liniowej
teorii powłok, spełniają cych zał oż enia Kirchhoffa- Love'a  oraz uwzglę dniają cych  uproszcze-
nia  wprowadzone przez W. Z. Własowa dla powł ok o małych wyniosłoś ciach.

Pomimo oczywistego duż ego znaczenia praktycznego  opisanego problemu nie znalezio-
no  jego  analitycznego  rozwią zania  w  dostę pnej  literaturze  technicznej. Istnieją ce  rozwią -
zania analityczne ograniczają   się  jedynie  do prostego przypadku  przegubowo- przesuwnego
podparcia  brzegów  powł oki. Rozwią zanie  takie, wykorzystując  metody pojedynczych  lub
podwójnych  szeregów Fouriera, moż na znaleźć w wielu monografiach, m.in.  [2], [3].

Ogólny  algorytm  rozwią zywania  problemów  brzegowych  z  zakresu  statyki  i  dynamiki
powłok  o mał ych wyniosł oś ciach  rozpię tych na planie protoką ta, opracowany  za pomocą
metody  skoń czonej  transformacji  Fouriera,  podano  w  pracach  Z.  MAZURKIEWICZ A  [4]
oraz  Z.  MAZU RKIEWICZ A  i  A.  WIWEGERA  [5].

Zastosowanie  metody  róż nic  skoń czonych  do  rozwią zania  rozważ anego  zagadnienia
moż na  znaleźć  m.in.  w  znanej  monografii  A.  A.  NAZAROWA  [2],  pracach  P.  WILDEGO
i  in.  [6]  oraz  E.  MALERSKIEGO  [7]. N atomiast  rozwią zanie  uzyskane  za  pomocą   metody
elementów skoń czonych podali m.in.  O.  C. ZIENKIEWICZ  [8], J.  SZMELTER i  in.  [9], J. J.  CON-

NOR  i  C.  BERBBIA  [10].

W  niniejszej  pracy  podano (opracowany  przy  zastosowaniu  metody  skoń czonej  tran-
sformacji  Fouriera) algorytm  rozwią zania  problemów  brzegowych  powłoki  w  kształcie
paraboloidy  eliptycznej.  Szczegółowo  opisano  przypadek  zginania  powłoki  rozpię tej
na  planie kwadratu  i podpartej wzdłuż brzegów na sprę ż ystych  ż ebrach. Dokonano analizy
wpływu  warunków  brzegowych  oraz  niektórych  parametrów  geometrycznych  na pracę
statyczną   rozważ anej  powł oki.  Zbadano numerycznie  zbież ność  rozwią zania.  Otrzymane
wartoś ci  wielkoś ci  statycznych  i  geometrycznych  przedstawiono  na  wykresach  aksono-
metrycznych.  Uzyskane  wyniki  porównano z  wynikami  otrzymanymi  za  pomocą  metody
róż nic  skoń czonych  w  uję ciu  wariacyjnym  oraz  metody  elementów  skoń czonych. Podano
wnioski  i  uwagi  dotyczą ce  oceny  praktycznej  uż ytecznoś ci  metod zastosowanych  do  roz-
wią zania  problemu stanowią cego  przedmiot  rozprawy.
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2.  Niektóre  zwią zki  i  równania  teorii  powłok  o małych  wyniosłoś ciach

Rozważ my  sprę ż ystą,  jednorodną,  izotropową   powł okę   o  stałej  gruboś ci  i  małej

wyniosłoś ci rozpię tą  na planie prostoką ta  (rys.  1), poddaną  dział aniu  dowolnego  obcią ż enia

normalnego.

Rys.  1

Znany z technicznej teorii powłok W. Z. WŁASOWA  [1] ukł ad trzech równań  róż niczko-
wych  opisują cy  stan przemieszczeń  takiej  powłoki  ma  postać:

(2.1)

(2.2)

8x dy
_  n

8N2  ,  8N12

dy 8x

t
dM2 +k 1N1+2k12N12+k 2N2+p  = 0,

dxdy  dy2

gdzie  w  odniesieniu  do  ś rodkowej  powierzchni  powł oki  (rys.  2), Nt,  N2,  N12  oznaczają
wewnę trzne  siły  normalne  oraz  styczne,  Mls  M2,  M12  —  momenty  zginają ce  i  skrę ca-
ją ce, v —  współczynnik Poissona, E —  moduł  Younga,  h —  grubość powł oki, kt,  k2  ,k12  —
krzywizny  ś rodkowej  powierzchni  powł oki, p  —  obcią ż enie.

Rys.  2
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Zgodnie  z  teorią  Wł asowa  siły  wewnę trzne  wystę pują ce.  w  równaniach  (2.1),  (2.2)
okreś lone  są  nastę pują co:

(2.3)

«

(2.4)

82w

(2.5)
E/z E/2 E/z3

(2.6)

~  12( l - r2) "

Krzywizny powł oki  o mał ej  wyniosł oś ci wyraż amy za  pomocą wzorów:

d2Z  ,  32Z  ,  d2Z

dx2  ' dy2  '

gdzie  Z  =   Z(x,  y)  jest  równaniem  ś rodkowej  powierzchni powł oki.
W  pracy  tej  rozważ ono  powł oki  o stał ych krzywiznach.  Ogólne  równanie  powierzchni

ś rodkowej  takiej  powł oki  ma  postać:

1  ,  ,
(2.7)  Z(x,  y)  =  ao + aiX+a2y +—(k1x  +2ki2xy+k2y  ) .

Warunki  brzegowe  na  krawę dziach  powł oki  wzmocnionych  ż ebrami  moż na  zapisać
nastę pują co:

(2.8)

- oT
dy

82M* 2

M,

£« df
= 0,

=  o,dy

d2Mf2

gdzie  Qt,  Q2  —  sprowadzone  siły poprzeczne

(2 9̂   O  -   d- î
K  '  Q l  -   8x

Q,

dx
• ?Ł«0,

y~b

„   4-   "  ~"ni  —  O

y=o±^  = O,
y= b  OX

= 0 +

dMv.
dx

Symbolem  (*)  oznaczono  wielkoś ci  odnoszą ce  się  do  ż eber  krawę dziowych,  N*  oznacza
siłę  podł uż ną,  Mf  —  moment  skrę cają cy,  M,f  —  moment  zginają cy  w  pł aszczyź nie  po-
ziomej,  Mf  —  moment  zginają cy  w  pł aszczyź nie  pionowej,  indeks  1  odpowiada  tu  kra-
wę dziom  równoległ ym  do  osi  x,  2 —  osi  y  (rys.  3).
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Przyję to,  że  oś  geometryczna  ż ebra  leży  na  ś rodkowej  powierzchni  powł oki,  a  wię c
krzywizna  ż ebra jest równa odpowiedniej  krzywiź nie  powł oki.

Siły wewnę trzne  wystę pują ce  w ż ebrach wyraż amy  za pomocą   wzorów:

(2.10)

M?=  ~EĄ -
d2w

M*   =   - EJ,
ds2

gdzie F  oznacza.pole  przekroju  poprzecznego  ż ebra  Jlt  J2,  Js—- momenty  bezwładnoś ci
przy  zginaniu  i  skrę caniu,  G — moduł   sprę ż ystoś ci  poprzecznej,  s,  t — współ rzę dne
(x  lub y) styczna  /  binormalna do osi ż ebra.

Krawę dź  x= 0,x=a Krawę dź  y= 0, y=b

Rys.  3

3. Podstawowe wzory  i zwią zki  metody skoń czonej transformacji  Fouriera wykorzystane w pracy

Przedstawimy  podstawowe  zwią zki  i  niekonwencjonalne  oznaczenia  wykorzystane
dalej  przy  transformacji  funkcji  jednej  i dwóch zmiennych  (por. [4]).

Zakł adamy,  że  funkcje  transformowane  spełniają   warunki  D irichleta  w  przedziale
0  ^  x  < a, 0 < y  < b.

Skoń czoną   transformację   Fouriera funkcji  jednej  zmiennej f(x)  w przedziale 0 <  x  < a
okreś la  wzór:

a

(3.1)  7*(f) = J f(x) Wk(amx)dx,  k =  1, 2; m -   0,1, ....
o

gdzie-

cem- mn/ a,  ^ ( 0  = sin(.),  W2Q  = cos(.).

Odwrotną   transformację   funkcji  f(x)  w  przedziale  0 ^  x  ^  a  wyraż amy  za  pomocą
szeregu  Fouriera:

co

(3.2)  f(x) = j]?  KTl{fWMmx\  k = 1, 2; m =  0,1, 2,  ...,
m = 0
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izie:

1 /2  dla m  = 0,

1  dla m #  0.

Cał kując  przez  czes'ci  otrzymujemy:

(3.3)

gdzie Ą „(/) nazywamy  wyraż eniem  brzegowym  funkcji/ (x),  ma ono postać:

(3.4)  Bm(f)   =  f(a) ( - 1)'»  - / (O),  m =  0, 1,2

Skoń czoną  transformację  Fouriera  funkcji  dwóch  zmiennych  / (#,  j )  w  przedziale

0  4  x  ś  a, 0 ś  y  ś  b  zapisujemy  nastę pują co:
a b

(3.5)  O / )  .  /   /  f(x, y) Wk(amx) Wl(§ny)dxdy,  k, I .  1,2;
o  o

a,„  =   WCT/C,  ^„  = «7t/6.  m, n = 0,1,2,  ,.,

Transformację  odwrotną  funkcji  f(x,  y)  wyraż amy  za  pomocą  podwójnego  szeregu

Fouriera:
00  00

(3.6)  f{x,  y)  = ~  ]?  ]?  Xmn 7*  (/ )lĄ («ra x)^,(/ 5„^),  fc,  Z -   1,2;
m=0  «=0

7M, n = 0,1, 2, . . ..

wprowadzając  oznaczenie: A„„ ,  =  A,„/ l n.

Wyraż enia  brzegowe  funkcji/ (JC,  j )  mają  postać:

(3.7)  Bmn(f)  = / (a, 6) ( - 1) "1 + " - / (a, 0) ( -   l ) m - / (O,  A) ( - 1)" + / (0,  0),  (

B&(f)  -   (- irrB
k{/ (fl,^)}- r*{/ - (o,^)},  w,»=   o, i,2,...

-   ( - D 'T*  {/(A- , * ) }- J 5 {/ ( Ą  0)},  fc  -   1,2.

Cał kując  przez  czę ś ci  znajdujemy:

fxj  =  -  am T,^(f),

( £ )  =  -  «„ , iW) ,  ifig (- —)  =  Bnm(f) + otm B*\ (f).

Analogiczne  zwią zki  moż na  otrzymać  dla  pochodnej  df/ dy.

Korzystając  ze  wzorów  (3.5),  (3.6)  ł atwo  stwierdzić,  że  skoń czona  transformacja

Fouriera  funkcji  f(x,  y)  speł nia nastę pują cy  zwią zek:
O)  CO

(3.10)  r*'„(/ ) = ~ £  £?Hj  2^ r 05( / ) .  k> i> '• ' * -   i, 2,....
/=o  ;=o  m, n = 0, 1,  ...,

przy  czym
a  b

(3.11)  gMft  =  /   /   «Ffc(o1.*)lF
r

r(a,*)y,0JI I ^y.
o  o

Wzór  (3.10) jest sł uszny dla każ dej  kombinacji  indeksów r, s.
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4.  Transformacja  równań  równowagi

Po zastosowaniu  do  równań  równowagi  (2.1)  transformacji  T?nl,   T,lf, oraz  wyraż eniu
Nlt  N2, Nl2  za pomocą  wzorów  (2.3)  i wykorzystaniu  zwią zków  (3.9)  doprowadzamy
ukł ad  (2.1) do postaci:

+ (t+ 2)Aoimwti>- 2kl2JBpnw%i>  = 0,

£>- 2k12Bttmv%}  -  0,

gdzie:

(4.2)  wi1,?  =   Tti(w),  w™ =  ^B

2(ł v),  «JS  -   O «X  »ffl  =  7S3(

(4.3)  ffS»- Ą g(ti),  ^ - J i 5 ( w ),  iVi« -   fliiW),   ®

Rozwią zując  równania  (4.1) wzglę dem  «^ i w,(„V  otrzymujemy:

(4.4)  «g -  Ą >^  + ̂ > S  + iC?,  fg? = Ą Ŝ   +  ^
wyraż enia  E$&,  F$l  oraz  jB,(,i),  (/  =  1,  2.) —  zależ ne wył ą cznie  od  warunków  brzegowych
mają  postać:

(4.5)  E® =  ^~{k2anm- kA

(4.6)  rmi  =

(4.7)

AMI I  5

(4- 8)  zlL -   (a^,+ /9^)2,  «,„„  =  o £ - v#,  ft,,,,  =  ̂ J- voti.

Zastosujemy  teraz  transformację  T}„),   do równania  (2.2). Korzystając  ze wzorów  (2.4),
(2.5)  oraz  (3.9)  przekształ camy  to  równanie  nastę pują co:

(4.9)  A(ky  + *# a) «m H g?+ Mi - ")tf»«a>+ «».«SB) + (*a+»'*i)r9»«SS] +

+   {^ L  +  ̂ (/ ci+ / c2)
2 + 2(l  - v) ( 2̂ - / t 2̂) ] WW+ A 35  =   Pmn,

gdzie:

(4.10)

(4- 10

(4.12)  gC

(4- 13)  J,U {̂ }  = A„ „ ,

(4- 14)  «ffl- n2(«).  offi- ^JCo).
(4.15)  fl4„  =  [a^+ (2- ł ') )J

2„ ]a„ „   ^ „  = ^  + (2- v)«S]/ J„,  / „  -   2 ( I - v
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N a  podstawie  wzoru  (3.10)  moż emy  wyznaczyć  współ czynniki  ul„f,1   i w|,2,}:

co  00  co  co

4  VI  V~l  4  V~1  VI
/ A1(.\  ,,(2)  _  ___  >  >  7, ,Oi2l}   uW  w<2> —  ___  \   >  3  H 2 1 1 2^ 1 )
(4.1  Oj  W„,„   —  ^  ^ / ^  ^ ^  Hj\£mnij  "y  >  »«in  —  ^  ^/ j  ^/ j  Aii\Lmnij  vlj   •i= 0  j= O  ;= 0  y= 0

Podstawiając  do  równania  (4.9) zwią zki  (4.4)  oraz  (4.16)  otrzymujemy:

co  co

(4.17)  .  <„> -   jr- iPmn  - Zma  ~
• U"'"   t- 1  Jml

gdzie:

(4.18)  Dmn  =  DA?,w+2B\2kl2+   i j l  (kx fó + k2

(4.19)  Z„„ , =   JBSS

(4.20)  .S,„„
4Ak

r

r= 0  s=0

(4.21)

l-   ~BGmn

(4.22)
00  00

r=0  s=0

Ukł ad  równań  (4.17) może być  również  przedstawiony  w  innej postaci:

00  CO

(4.23)  £  £  [S^tj- DtjdMwff  = Pmn- Zmn,  W, B -   I, 2, ...,
i = l  j= l

gdzie  5im,  dj„  oznaczają  symbole  Kroneckera.

Zwią zki  (4.3),  (4.11),  (4.12)  zapisujemy  w  zmienionej  formie  korzystając  przy  tym

z  nastę pują cych  oznaczeń:

(4 24)  W"  =  ^ { W ( / " y ) } " = I " 2 "  ^  7 " " { W ( * '  / f ) } "

W?» -   J'B
1{iV 1(/ J,> ')}, i= 1,2.  rę  =  ri{iVa(* . Z,)},

w|P -   T}{M Ł (h.y)},i- i,a-  w<» = r, i{M 2(x, 4)}

/, = 0,  /2  = a,  /3 = 0,  U=b.
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N a podstawie  (3.8), (4.24)  otrzymujemy:

77(1)  _  / _1~l»l.,(2l)_,,(2l-

C4 2S-1  ""   [  '  "  \
V' iJ^  TUJ;)  / • _ i \ m„ ( 2 l)  n < 2 ' -

7 = 1 , 2.

Jeż eli  funkcje  opisują ce  warunki brzegowe są  znane wtedy moż na ł atwo znaleźć wartość
. wyraż enia  Z,„„ . Rozwią zanie pewnej skoń czonej  liczby  równań  (4.23) zezwala na obliczenie
skoń czonej  liczby  współczynników  w„„ , oraz  przemieszczeń i sił  wewnę trznych,  przy  czym
dokł adność rozwią zania  roś nie wraz ze wzrostem  liczby  równań. W przypadku, gdy współ-
czynniki  (4.24) nie są  znane, wówczas wyznaczamyje  korzystając  z odpowiednich  warunków
brzegowych.

5.  Algorytm  rozwią zywania  problemów  brzegowych

—  powł oka  w  kształ cie  paraboloidy  eliptycznej

Rozważ my  zginanie  powłoki w kształ cie paraboloidy  eliptycznej, dla której  przyjmuje-

my:

(5.1)  kx = k2  -   k,  przy  kl2  = 0.

W  tym przypadku  wzory  (4.5),  (4.6) oraz  (4.18- r21)  upraszczają   się  do postaci:

o
(5.2)

(5.3)  F»> = ^  -  0,

(5.4)  ^ m n  = / )D M „  =  P{AL  + *%  ^  =   12(1 -

(5- 5)  5,„„ (, -  0,

(5.6)  flffl   -   0,  ^

Uwzglę dniając  wyraż enia  (5.2- ^- 6)  zapisujemy  ukł ad  równań  (4.23)  oraz  wzory  (4.4)
nastę pują co:

w»m  =  Wmn = —  \Pmn~Zmn)>

(5.7)  Dmn

W  dalszym  cią gu  pracy  zajmiemy  się  dwoma  praktycznymi  rodzajami  podparć po-

włoki.

5.1. Powloką   podparta przegubowo  przesuwnie.  Rozważ my  powł okę  podpartą   zgodnie z na-

stę pują cymi  warunkami  brzegowymi  (rys. 4a) :

v  = 0,  w = 0,  iVx = 0,  M Ł = 0  dla x = 0,x = a,

u -   0,  w = 0,  N2 =  0,  M 2  = 0  dla 7 = 0, j; = b.
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W  tym przypadku  jest B$$  =  BtfJ  =  0  oraz  Z,„„   =  0, a współczynniki  rozwinię cia  funkcji
przemieszczeń  w  podwójne  szeregi  Fouriera  znajdujemy  bezpoś rednio  ze  wzoru  (5.7):

•  yntn  "—
Pmn Pmn Pmn

f̂ mn  J- ^mn  J- ^mn

Jeż eli  powł oka  poddana  została  dział aniu  równomiernie  rozłoż onego  obcią ż enia
p(x,  y)  =  const,  wtedy  na  podstawie  definicji  (3.5)  oraz  (4.13)  otrzymujemy:

0  dla  m,n  =  0,2,4,  ...,

Ap(5.9) Pmn  =
dla  T?7, n  =   1, 3, 5,  . . ..

Zatem  funkcję   opisują cą   ugię cie  ś rodkowej  powierzchni  powłoki  moż na  w  rozważ anym
przypadku  wyrazić za  pomocą   nastę pują cego  szeregu:

(5.10)

Podobnie  znajdujemy  funkcje  opisują ce  pozostałe  wielkoś ci  geometyryczne  i  statyczne.

Sumy  szeregów  funkcyjnych  typu  Fn^
1(y)  moż na przedstawić  w  postaci  zamknię tej  [12].

Rys.  4

5.2.  Powłoka podparta ż ebrami.  Rozważ my  powł okę   o  brzegach  wzmocnionych  ż ebrami,
podpartą   przegubowo  nieprzesuwnie  tylko  w  naroż ach.  Zakł adamy, że  sztywnoś ci  belek
krawę dziowych  odpowiadają ce  skrę caniu  i zginaniu w płaszczyź nie poziomej są  równe zeru,
natomiast  ż ebra  przenoszą   oddział ywania  pionowe  i  styczne  (rys.  4b). W  tym  przypadku
warunki  brzegowe  (2.8)  mają   postać:

(5.11)  A

(5.12)

oraz

x= 0

o ±

y- b y
y= b

dy y= 0  —
y= b

dNf
dx

= 0,

d2M< l- ± kNł= o,  e^o  i - a1

dy2

w  = 0,  u = 0,  v  = 0,
(5.13)  M*  ~0  M*  -   0  I   W  P u n k t a c h  ( °!  0 ) >  ( a '  0 ) '  (°>  h)'  ^  6 )

(powłoka podparta przegubowo  nieprzesuwnie  w naroż ach).
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Siły  wewnę trzne  wyraż one  są   za  pomocą   wzorów  (2.3- = - 4),  (2.9- f- 10).

Warunki  brzegowe  (5.11)  oraz  w  =   0  w  naroż ach  powł oki  bę dą   spełnione  jeż eli

we  wzorach  (4.7),  (4.10)  przyjmiemy:

Należy  jeszcze  spełnić  warunki  (5.12),  (5.13).

Na  podstawie  (5.14)  oraz  uwzglę dniając  (4.10),  (4.19)  przekształ camy  zwią zek  (5.7),

nastę pują co:

(5.15)  wm  -   ~ L „ ~ D{a 'm n  Wtt

We  wzorze  (5.15)  wystę pują   niewiadome  współczynniki  W^,  Uf- ,2,  i  — 1,  2.,  które
(pamię tając  o  (4.25))  moż na wyznaczyć  ze  statycznych  warunków  brzegowych.

N a  podstawie  (5.12),  (3.2),  (3.6)  otrzymujemy  dla  brzegów  x  =  0,  x  — a:

(5.16)  -   >  ( ± 1 ) " ' l mT % {N l 2 ) ± T t U l l i -   = 0 ,  B -   0,  I ,  . . .,

(5.17)  ^2(± ] - )m^^n{Qi)±n[^0A±n{kNt)  = 0,  n -  1,2,....

Równania dla  krawę dzi  y  =  0, y  =  b mają   analogiczną   postać.
Zgodnie  z  (2.9)  oraz  po  uwzglę dnieniu  (2.4),  (4.25)2,  (5.14)  transformacja  siły  Qx

przyjmuje  postać:  •

(5- 18)  r «  (fix)  =  / ) [«;„„  w„„,+«;,;„  > n v+ y™  B ^ ] ,

(5- 19)  < „   =  af„  + 2 (1 - v) |?n

2,  y;,;n  =  (2 - v) «,„;?„.

Stosując  skoń czoną   transformację   Fouriera  T,J  do  nastę pnych  czł onów  równania
(5.17)  oraz  pamię tając  o  (5.13)  otrzymujemy  nastę pują cy  nieskoń czony  ukł ad  równań:

00

2/)  r i   (  ,

(5.20)  '"~\

Podstawiając  do równań  (5.20) w miejsce  wm„  prawą   stronę  wyraż enia  (5.15)  doprowa-
dzamy  ten  układ  do  postaci:

(5.21)

m = 0

.i  i—  i  L  \   s  ii*   II
1»«  LJ mn

n  =  1,2,  ...,
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(5.22)  W =
m  =  Ó

(5.23)

CO

z- 1 mn  i  1 mn
m  =  l

nn  I   i n

(p.ZĄ )  \sn  •  ̂ / j  6m  Pmn~^>  3  ymn  B a  y»w  p ĵ  ł

Hi   U m "  U w "

Przekształ cimy  teraz  ukł ad równań  (5.16). Zgodnie z (2.3)2,  (5.1) i  (3.9)  jest:

(5.25)  TU (Ni  2)  =  B {BH («)+ A, r ^ (u)+Bm% (v)  + am Tm

2„   (v)},

a  po wykorzystaniu  wzorów  (4.2),  (4.3),  (5.7) i uwzglę dnieniu  zwią zków  (4.7),  (4.25)i,
(5.2)  otrzymujemy:

(5.26)  Tmi(N 12)  =  25(1 +v

Po  przeprowadzeniu transformacji  pozostał ych członów (5.16) znajdujemy  nastę pują cy
nieskoń czony  ukł ad  równań:

OD

(5.27)  E/2~ V W\ Ą P-
"  • *• -i  [   ^>mn

l  0

} = 0,  /  .  1,2., n .  0,1,2, . . ..

Łatwo zauważ yć, że dla m = n = 0 równania  (5.27) są  spełnione jeż eli  jest:

(5.28)  Ą (iV*( ł )) = 0.

Biorą c  pod uwagę   (3.4),  (5.28)  wprowadzamy  oznaczenia:

(5.29)  / - (i) =  Np!)(0)  =  Nf- l\b),  i =  1, 2.

N a  podstawie  (5.28)  rozpoczynamy  sumowanie  w  (5.27)  od /n = 1, zatem  moż na
przyją ć  X$ = sj^. Po uwzglę dnieniu  zwią zków  (5.15)  zapisujemy  nieskoń czony  układ
równań  (5.27) w nastę pują cej  postaci:

(5.30)  - p W - 1̂ - ^ - ow(2>  +  i ( > a>_  V  *"'f!' " [( - l

; U mn
m= l

t=  1,2., « = 1,2,  ...,
gdzie:

00

(5- 31)  55° = y  &$  Sp = sSM- l)'Tjr
m = l

7  Mech.  Teoret.. i  Stos.  1/80
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(5.32)  BP- V&*

Należy  jeszcze  zapisać  równania  umoż liwiają ce  spełnienie  warunku  u  =  0,  v  = 0
w naroż ach powłoki. Po wykorzystaniu  wzorów  (3.2) i (4.24)  znajdujemy:

i  =  l , 2.,  7  =  3,4.,  / = 3 , 4 .,  7  =  1,2..

Dodając  i  odejmując  stronami powyż sze  równania  dla  /  — 1, 2  oraz  dla  i  =» 3,  4  otrzy-
mujemy:

oo   DO

(5.33)  T 2  [ (~ i y" ~1]"" 5 '= °'  T
m = l  n = l

7  =  3,4.,  7 = 1 , 2 .,

(5.34)  ^[(- l)m~l]K,u^  = 0,  ^  [ ( - 1) "- 1U „ «̂  =  0,
m=0  n=0

7  =  3,4.,  7 = 1 , 2 ..
Równania  (5.21),  (5.30),  (5.33)  nie  zawierają   współczynników  u(j\   j  =  1,  2,  3,  4.,

współczynniki  te  obliczamy  korzystają c  z  równań  (5.34).
Zwią zki  (5.21),  (5.30),  (5.33),  (5.34)  uzupełnione  odpowiednimi  równaniami  dla

brzegów  y  =   0,y  — b  stanowią   nieskoń czony  ukł ad  algebraicznych  równań  liniowych
0  symetrycznej  macierzy  współczynników  z  niewiadomymi  u$,  w^,  ril),  i  =   1,  2,  3,  4.
Należy  zwrócić  uwagę,  że  niewiadome  poziome  reakcje  w  naroż ach  rin  istnieją   również
wtedy,  gdy  sztywnoś ci  ż eber  EF<1)  równe  są   zeru.

Rozwią zując  skoń czoną   liczbę   równań  tego  ukł adu moż na  obliczyć  w/w  niewiadome
1 wyznaczyć  ze wzoru  (5.15) współczynniki wmn.  W efekcie  umoż liwia  to znalezienie współ-
czynników  um„,   vmn  a  nastę pnie  wyznaczenie  funkcji  opisują cych  przemieszczenia  i  siły
wewnę trzne.

T 1 1 .  , ,  . . .  , . ,  i  /   ,  wyj  „   nit  \

Jeż eli  powłoka  rozpię ta  jest  na  planie  kwadratu  \a  — b,  x,„ =   ,  <x„   =  p„  =   — —I
\   a  a  I

i  obcią ż ona  symetrycznie  wtedy  otrzymany  uprzednio ukł ad  równań  ulega  znacznej  re-
dukcji :

(5.35) ±- Qn- p\RnWn+  yYZWm]- Ehkocn\Anvn+   Y  a ^ ' _  J - 0

[
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( 5 3 5 )  -   °  V  u  -   0  „ 1 3  5
[cd.]  T  Z /   '" ~  '  n  =  1 ' 3 ' 5 " - - '

Niewiadomymi w  ukł adzie równań  (5.35) są  współ czynniki  um,  wm,  r.

Ugię cia  ś rodkowej  powierzchni  powł oki okreś lone  są  teraz  nastę pują co:

( 5 . 3 6 )  w(x,y)  -   w ° ( ^  £
m= I,3

8  V
wm  ÔIB  K M   sin  a,„   v  +  Ą Yv)  sin oc,„x]£>a2  ZJ

m= l,3

Wystę pują ce  we  wzorze  (5.36)  skł adniki  z  indeksem  (°)  oznacza ugię cie  okreś lone  dla
powł oki  podpartej  przegubowo  przesuwnie  (zgodnie  z  warunkami  (5.8)).  Wielkość  ta
została wyraż ona  za  pomocą  wzoru  (5.10). Symbole  i- W,  F/ „3) oznaczają  sumy  trygono-
metrycznych  szeregów funkcyjnych.  Sumy  te moż na przedstawić w postaci zamknię tej [12].

Pozostałe przemieszczenia oraz siły wewnę trzne moż na okreś lić w podobny sposób.

6.  Rozwią zania  numeryczne

N a  podstawie  algorytmu  przedstawionego  w poprzednim punkcie zbudowano program
na  EMC Odra  1204  (zestaw  D) w ję zyku Algol  1204.

Program  STF  (Skoń czona  Transformacja  Fouriera)  umoż liwia  obliczanie  przemiesz-
czeń, momentów zginają cych  i  skrę cają cych  oraz  sił  normalnych i  stycznych  dla powł oki
w  kształ cie  paraboloidy  eliptycznej  o  krawę dziach  wzmocnionych  ż ebrami,  rozpię tej  na
planie  kwadratu.  Powł oka  poddana  została  dział aniu  obcią ż enia  cią gł ego  p  = const.
W  programie  uwzglę dniono  moż liwość  sprę ż ystego  podparcia  naroży  w  kierunkach  osi
x  i  y.

Mając  na  uwadze  symetrię  ustroju  i  obcią ż enia  wzglę dem  osi  x  =   a/ 2, y  =   a/ 2 obli-
czono wielkoś ci  geometryczne i statyczne dla  1  /4  powł oki.

Za  pomocą  programu  STF  przeprowadzono  analizę  czterech  nastę pują cych  przy-
kł adów  :
Przykł ad  1.

Wyznaczono  przemieszczenia  i  siły  wewnę trzne  dla  powł oki  o  swobodnych  brzegach
przy  nastę pują cych  danych:  a  =   20.0  m —  rozpię tość  powł oki,  k  ~  0.04  1  /m  — krzy-
wizna  powł oki, h  =   0.06  m —  grubość  powł oki, E  =  3.4 x 107  kN / m2 —  moduł   Younga,
v  — 1/6 —  współ czynnik  Poissona,  p  =   3  kN / m2 —  obcią ż enie.  Zbadano  zbież noś ci
uzyskanego  rozwią zania  porównując  wartoś ci  maskymamego  ugię cia  powł oki wyznaczone
przy uwzglę dnieniu  5, 10, 20, 30, 40, 50 wyrazów szeregu  (rys. 5).



5  Ą O  20  30  40 50

0  0,44
O  0,- 19 Uczba  sumo

wyrazcSw

0  0,69

0- 1,27

o  2,75

Rys.  5

W[mrn]

Rys.  6

U  [mm]

Rys.  7

[100]
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M t  [daNm/ra]

Rys.  8

Rys.  9

Przykład  2.
Brzeg  powł oki  wzmocniony  ż ebrami  o  przekroju  prostoką tnym  0.2x0.4  m,  Jx  —

=  1,067  x  10~3  m 4 —  moment bezwładnoś ci  ż ebra,  F  — 8.0xl0~2  m2 —  pole  przekroju
ż ebra. Pozostałe dane jak  w przykł adzie  1. Wyniki  przedstawiono  na rys.  6- r- 9.
Przykł ad  3.

Zbadano wpływ  wyniosłoś ci  powł oki na kształt  powierzchni  ugię cia.  Przyję to:  a  =  10
m, f/ a  =  0.05,  0.10,  0.15,  0.20:  pozostałe  dane jak  w  przykładzie  1.  Na  rys.  10  przed-
stawiono  ugię cia  powł oki wzdł uż osi  symetrii  oraz wzdłuż  brzegu.



5  z.

f/a=0,05

Rys.  10

50  

100

[mm],

Rys.  11

[102]

a=25
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Przykład  4.
Analizie  poddano  wpływ  rozpię toś ci  powł oki  na  wielkość  ugię cia.  Przy  stałej  wy-

niosłoś ci fja  =  0.2  przyjmowano:  a  =   5, 10, 15, 20, 25 m.

7.  Analiza  wyników  i  wnioski

W  rozwią zaniu  problemu  brzegowego  zał oż ono,  że  poziome  reakcje  naroż ne przyło-
ż one  są   styczne do  krawę dzi  powł oki: dlatego  też  na  brzegu  w okolicynaroża siłyiVj  iN2

dą ż ą .  do  zera,  a  siły  styczne  N12  przyjmują   wartoś ci  niezerowe.  Zaburzenia  te  mają
charakter  lokalny  i wynikają   z przyję tego  sposobu  transformacji  równań  równowagi.

N a  podstawie  przedstawionych  wyników  obliczeń  moż na  podać kilka  szczegółowych
wskazań  dotyczą cych  projektowania  rozważ anego  ustroju.
1. Szczególne wytę ż enie  materiału powł oki wystę puje  w  okolicy  naroż a. Spowodowane jest
ono,  jak  moż na  są dzić,  dział aniem  duż ych  reakcji  skupionych.  Obliczone  reakcje  wy-
noszą:

—  dla powł oki bez  ż eber  Rz  =   300  kN, Rx  =  Ry  =   436  kN
—  dla powł oki z ż ebrami  Rz  =  300 kN, Rx  =   Ry  =  437 kN.

Należy  zwrócić  uwagę   na  istnienie  w  pobliżu  podpory  bardzo  duż ych  momentów  zgina-
ją cych  rozcią gają cych  górne  wł ókna powł oki.
2. N ieprzesuwność  naroży jest  podstawowym  wymogiem  gwarantują cym  małe przemiesz-
czenia  ś rodkowej  powierzchni  powł oki. Pomimo że  paraboloida  eliptyczna jest  powierz-
chnią   nierozwijalną,  to  jednak  przemieszczenia  wyznaczone  dla  powłoki  o  przesuwnych
naroż ach  wykraczają   znacznie  poza  zakres  dopuszczają cy  stosowanie  liniowej  teorii
powłok.

3.  Analiza  wyników  z  przykł adów  1  i  2  wskazuje  wyraź nie  na  korzystny  wpływ  ż ebra
krawę dziowego.  Współ praca ż ebra powoduje  znaczne zmniejszenie wartoś ci  przemieszczeń
i  sił  wewnę trznych  bez  istotnej  zmiany  sposobu  pracy powł oki.

4. W  ś rodkowym  obszarze  powł oki panuje  stan naprę ż eń zbliż ony  do bezmomentowego.
Modyfikacja  warunków  brzegowych  wpływa  nieznacznie  na  siły  wewnę trzne  w  tym
obszarze.

Powyż sze  uwagi  zgodne  są  z wnioskami  uzyskanymi  na podstawie  badań modelowych
[11].  Ze wzglę du  na  brak  dokł adnych danych  dotyczą cych  modelu  nie  przeprowadzono
analizy  porównawczej  wyników.

Wyniki  otrzymane  za  pomocą   przedstawionej  w  pracy  metody  (STF) wykazują   za-
dowalają cą   zgodność  z  wynikami  uzyskanymi  przy  wykorzystaniu  metod numerycznych
t.j.  metody  róż nic  skoń czonych  w  uję ciu  wariacyjnym  (RSW)  i  dwóch  wersji  metody
elementów skoń czonych  (MES 1, MES 2).

Rozwią zania  wykorzystują ce  metodę  elementów skoń czonych znaleziono przy  podziale
jednej  czwartej  powł oki na  25 elementów, przy  czym w wersji  MES 1 podział  jest  równo-
mierny, a w MES 2 podział  zagę szczono w okolicy  naroż a. Obliczenia wersji  MES 1 zostały
przeprowadzone w University of Wales w Swansea. Przyję to elementy prostoką tne o 28 stop-
niach swobody  (semiloof  shell element). Rozwią zanie  oznaczone MES 2 otrzymane zostało
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za pomocą  programu  opisanego w pracy  [9], obliczenia  wykonano  w WAT  w  Warszawie.
W przypadku  metody RS W przyję to  podział  10 x  10, natomiast w  rozwią zaniu  za pomocą
skoń czonej  transformacji  Fouriera uwzglę dniono  30  wyrazów  szeregu.  N a  rys.  12 przed-
stawiono  wykresy  ugię ć  powłoki  w  przekrojach  y  — 0,  y  =  a/ 2  otrzymane  za  pomocą
w/w  metod  (dane jak  dla  przykł adu 1).

Zamieszczone  w  pracy  przykł ady  liczbowe  dotyczą   powł oki  rozpię tej  na  planie  kwa-
dratu  i  obcią ż onej  równomiernie. Łatwo  zauważ yć,  że  opracowany  algorytm  numeryczny
metody  skoń czonej  transformacji  Fouriera moż na bez  trudnoś ci  zastosować  w  przypadku
prostoką tnego  planu  powłoki  i  dowolnego  obcią ż enia.  Moż na  wtedy  również  otrzymać
zamknię tą  postać współczynników macierzy  nieskoń czonych ukł adów równań  oraz przed-
stawić za pomocą  pojedynczych  szeregów poszukiwane funkcje  opisują ce  wielkoś ci geome-
tryczne i statyczne. Moż liwe jest też uwzglę dnienie innych schematów współ pracy ż eber.

Rys.  12

Podstawowe zalety zbudowanego  algorytmu  metody STF to: stabilność ukł adu równań
i  szybka zbież ność rozwią zania. Program wykorzystują cy  ten algorytm cechuje mała  liczba
transmisji  danych, małe  wymagania  dotyczą ce  pamię ci  zewnę trznej,  krótki  czas działania
i  duża  elastycznoś ć.  Wymienione  zalety  predystynują   zastosowanie  metdy  STF  w  przy-
padku  wielokrotnego  rozwią zywania  tego  samego  problemu  przy  róż nych parametrach
(np.  w  zagadnieniach  optymalizacyjnych).

W  podsumowaniu  moż na  wnioskować,  że  w  odniesieniu  do  przykł adu  opisanego
w pracy, przy wykorzystaniu nieduż ych EMC, najbardziej  efektywna jest metoda skoń czonej
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transformacji  Fouriera.  Przy  zastosowaniu  tej  metody  wyniki  wykazują   najlepszą   zbież-

noś ć,  a  wartoś ci  uzyskane  za  pomocą   metod  numerycznych  (RSW,  MES1, MES2)  dą żą

do  w/w  wyników  w  miarę   zwię kszania  liczby  stopni  swobody  dyskretyzowanej  powłoki.

Literatura  cytowana w tekś cie

1. W. Z. WŁASOW,  Obszczaja  teoria oboloczek  i jejo priłoż enije w technikie, G os.  Izdat.  Techniko- Teoret.
Lit .  Moskwa, Leningrad (1949).

2.  A. A. N AZAROW,  Osnowy teorii  i metody  raszczeta  połogich oboloczek,  Izdat.  Lit . po  Stroit. Moskwa,
Leningrad  (1966).

3.  P. SEIDE, Smal Elastic Deformation of Thin Shells, Noordhoff  Int.  Pub. Leyden (1975).
4.  Z. MAZURKIEWICZ ,  General  Solution  of  the  Dynamics  and Statics  Problem  of Shallow Elastic  Shells,

Bull. Acad. Polon.  ScL, Ser. sci. techn.,  15 z. 9  (1967).
5.  Z. MAZURKIEWICZ , A.  WIWEG ER,  Static  and Dynamic Problems  of Elastic  Shells of Small Rise, Arch.

Mech.  Stos. 2. 20 (1968).
6. E.  BIELEWICZ,  J.  WACHOWIAK ,  P.  WILD E,  Analiza  statyczna  przekrycia  jednoslupowego, Arch.  Inż.

Lą d.,  1, 13 (1967).
7. E.  MALERSKI,  Analiza  statyczna przekrycia  złoż onego z powłok  HP, Inż.  i Bud., 6  (1971).
8. O. C. ZIENKIEWICZ, Metoda  elementów skoń czonych, Arkady, Warszawa (1972).
9.  J.  SZMELTER,  M :  D ACKO,  S. DOBROCIŃ SKI, W. WIECZOREK,  Programy  metody elementów skoń czonych,

Arkady,  Warszawa  (1973).
10.  J. J. CONNOR, C. BERBBIA,  Stiffnes  Matrix  for  Shallow Rectangular Shell Element, Journal of the Engine-

ering Mechanics D ivison, ASCE Vol. 93, N o. 5 Oct. 1967.
11.  O.  DĄ BROWSKI,  Badania  modelowe  zaburzeń  brzegowych  w dwukrzywiznowej  powłoce  wypukłej,  Inż.

i  Bud. 4 (1962).
12.  K. H. Ź MIJF.WSKI, Zginanie  sprę ż ystej  powłoki  w kształcie paraboloidy  eliptycznej podpartej  na ż ebrach,

Praca  dokt.  Politechnika Warszawska,  (1977).

P  e 3  K>  M e

H3rHB  yn p yr oH  OBOJIOM KH  B  B H ^ E
IIAPABOJIOHflA  OIIEPTOrO HA PEBPAX

PacciwaTpuBaeTCH  3aflana  H3rn6a  ynpyroń,  nojioroń  H TOHKOH  O6OJIO^KH3  B Biyje  onnjirrowecKCTo
napaSojioj- ma,  pacTHHyToił  na njiane  KBajrpaTa  u onepToń  Ha ynpyrax  peGpax.  HCXCWHOH  TO^KOH  H BJM-

CHCTeiwa Tpex flH<})cbepeHiwaJi6Hbix ypaBHemift  B nepeiwemeHUHX  H3BecTHa H3 TexHOTecKoii  Teopi#
B.  3.  BnacoBa.

PeiueHHe, BwnojiHHiomee  KpaeBBie  ycnoBHS nony^ieHo MeTOflOM  Kone^Hoń TpaHcdpopMar̂ HK <t>ypBe.
qa  cBenena  K peuieiono  6ecKOHeTiHOH cncTeivibi  jiHHetobix  anreffpairqecKHX  ypaBHeimS.  Hen3BecT-

HBjiaioTCH  KO3$(bm(HeHTŁi pa3noJKeHHa nepeMemeHHH Ha Kpanx  oSono^mn B p an <t>ypi,e n ropn-
30irrajiŁHaa  yrnoBaa  peaion ra.

B  pa6oTe  nanw  MHCJieHHBie npHMepbi nepeMemenań H BHyipeHHtix  CHJI  B paBHOMepHO Harpy>j<eHHoft
oSojio^iKe.  Pe3yjibTaTbi  cpaBHenw  c  pe3yirtTaTaMu  nony^enubiMH  ^HCjieHHtiMH  iweTOflaMH
pa3H0CTeń  u  KOHe'iHbix
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S u m m a ry

BENDING  OF  AN  ELASTIC  SHELL  IN THE FORM   OF  AN  ELLIPTIC  PARABOLOID
SUPPORTED  ON  RIBS

Bending  problem  is  considered  of  an elastic, shallow,  thin shell  in  the form  of  an elliptic  paraboloid,
stretched  over  a  square  and  supported  on  elastic  ribs.  A  point  of  departure  constitutes  system  of  three
differential  equations  in  terms  of  displacements,  known  from  the  technical  shell  theory  of  V.  Z. Vlasov

[«.
In order to obtain a solution satisfying the boundary conditions the method of finite  Fourier transform

has been applied. The problem has been reduced to the solution of an infinite system  of algebraic equations.
The unknowns in the system are the coefficients  of the expansion of the displacements on the shell boundary
in  to  the single Fourier  series  and  the horizontal  corner  reaction.

Numerical examples  of displacements  and  internal forces  have  been computed for  a  shell  loaded uni-
formly.  The results  have  been compared with  those obtained  by numerical methods  (finite  differences  and
finite  elements).

INSTYTUT  MECHANIK I   KON STRUKCJI   IN Ż YN IERSKICH
POLITECHNIKA  WARSZAWSKA

Praca  została  złoż ona  w  Redakcji  dnia  1  wrześ nia  1978  roku.


