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1. Wstep

Jednym z podstawowych zadan zwiazanych z analiza wlasnosci dynamicznych waléw
i wirnikow jest okreslenie czestosci drgan wlasnych uktadu i odpowiadajacych im postaci.
Jakkolwiek zagadnienie to bylo poruszone w licznych pracach dotyczacych dynamiki
wirnikéw [1, 4] niemniej problem pozostaje nadal aktualny i jest daleki od ostatecznego
rozwigzania. Powstajg coraz to nowsze i doskonalsze metody obliczeniowe, w szczegdlnosci
metody komputerowe, pozwalajace na budowe bardziej ztozonych modeli obliczeniowych,
lepiej odwzorowujacych uklady rzeczwiste anizeli metody dawniej stosowane. Sposréd
metod komputerowych do analizy dynamicznej waléw i wirnikéw najszerzej sg stosowane
metody elementéw skonczonych i metody bazujace na idei macierzy przeniesienia. Niniejsza
praca stanowi kolejng prébe rozwigzania zagadnienia drgan wlasnych watéw napgdowych,
w szczegoOlnoéci waléw okretowych oraz wirnikéw réinego rodzaju maszyn wirnikowych
w oparciu o metode sztywnych elementéw skofczonych [2]. Wybér metody zostal po-
dyktowany jej szczegdlna przydatnoécia do obliczenn dynamicznych ukladéw pretowych,
do ktérych miedzy innymi naleza waly i wirniki. '

Model obliczeniowy przyjety w tej metodzie pozwala na uwzglgdnienie szeregu czyn-
nikéw determinujacych drgania obrotowe wirnikdéw [6], ktérych nie uwzgledniaja metody
prezentowane dotychczas w dostgpnej autorom literaturze. Dotyczy to przede wszystkim
réwnoczesnego uwzglednienia efektéw giroskopowych i sit osiowych oraz przebadania ich
wplywu na czgsto$ci wlasne. WazZna zaletg zastosowanej metody sztywnych elementéw
skoficzonych jest mozliwo$é pelnej, Iacznie z przygotowaniem danych, automatyzacji
obliczed co wskazuje na jej zdecydowanie aplikacyjny charakter.

2. Modelowanie ukladu fizycznego

Przedmiotem analizy sa waty i wirniki wykonujace drgania obrotowe, dowolnie utozysko-
wane i obcigZone sitami osiowymi (rys. 1a). Wspomniana analiza dotyczy takich clementéw
konstrukcyjnych jak wirniki turbin, sprezarek pomp, linii waléw okrgtowych i innych.
Zaklada sig, ze wal obraca sig ze stalg predkoscig katowa wokét wlasnej osi, a ponadto
wykonuje ruch precesyjny wokot osi tozysk. Na wale w dowolnym miejscu moga byé osa-
dzone sztywne tarcze odpowiadajace w uktadach rzeczywistych np. okrgtowej Srubie na-
pedowej lub tez tarczom wirnikowym turbiny. Utworzenie modelu obliczeniowego przy-

4 Mecch. Teoret. i Stos, 1/79
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jetego ukladu fizycznego w oparciu o metodg sztywnych elementdw skonczonych przebiega
w dwéch etapach. W pferwszym etapie dzielimy watl w sposéb pomyélany na #— 1 odcinkéw
o dhugosci Al (rys. 1b). Wlasnoéei sprezyste kazdego odcinka skupiamy w érodku jego
dhugosei w elementach sprezystych (ES). Elementy sprezyste sg niewazkie, bezwymiarowe
i maja charakterystyki liniowe. Pomigdzy elementami sprezystymi znajdujq si¢ odcinki
walu traktowane jako sztywne (zwane sztywnymi elementami skoficzonymi — SES).
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Rys. 1. Podzial wirnika na sztywne elementy skoriczone i elementy sprezyste a) model fizyczny ukladu,
b) podzial pierwotny, ¢) model dyskretny

W ten spos6b w drugim etapie podziatu otrzymuje si¢ # sztywnych elementéw skoficzo-
nych o dhugosci 4/ polaczonych ze sobg elementami sprezystymi (rys. Ic). Wiasnosci
sprezyste podpér w modelu obliczeniowym sa reprezentowane przez elementy sprezyste
taczace odpowiednie sztywne elementy skonczone z ostoja.

Do opisania ruchu przedstawionego modelu obliczeniowego wprowadza si¢ zwigzane
z kazdym sztywnym elementem skorficzonym i z kazdym elementem sprezystym nieru-
chome uklady odniesienia. Sg to uklady ortokartezjafiskie pokrywajace sig w stanie réwno-
wagi modelu w przypadku SES zich gtéwnymi centralnymi osiami bezwtadnosci, natomiast
w przypadku elementéw sprezystych z ich gléwnymi osiami deformacji. Gloéwne osie
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deformacji ES charakteryzuja si¢ tym, Ze sily i pary sit dzialajace na ES powoduja ich
odksztalcenia translacyjne i rotacyjne zgodnie z kierunkami dzialania tych sit i par sil.
Z uwagi na charakter rozpatrywanych drgan przemieszczenia r-tego sztywnego elementu
skoniczonego opisujg cztery niezalezne wspdlrzedne: dwa przemieszczenia translacyjne gy,
ig., oraz dwa rotacyjne g, i gr, (rys. 2). Wobec tego posiada on cztery stopnie swobody
a wspolrzedne uogdlnione opisujace jego potozenie w ukladzie lokalnym tworza blok
o postaci

@0 g = col(g), o=1,2,34.
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Rys. 2. Wspolrzedne uogdlnione SES

Kazdy SES okre$lony jest blokiem wspétezynnikéw bezwladnosci. Ze wzgledu na to,
e osie X, , Xy , %, 53 gléwnymi centralnymi osiami bezwladnosci blok ten jest macierza
diagonalna o postaci
2.2) m, = diag[m,], o=1,234,
gdzie m, im, oznaczaja mas¢ r-tego sztywnego elementu skorficzonego, m,, i m,, — ma-
sowe momenty bezwladnosci wzglegdem osi x, 1 x, (rys. 2). A
Kazdy EST okreslony jest blokiem wspdlczynnikéw sztywnosci. PoniewaZ zalozono,
Ze osi€e yx,, Vi, sa gléwnymi osiami deformacji EST bloki te sa macierzami diagonalnymi
i posiadaja postaé: '
2.3) C, = diag[C,], a=1,2,3,4.
Pierwsze dwa wyrazy diagonalne tego bloku sa wspolczynnikami sztywno$ci na $cinanie,

pozostale dwa wspélczynnikami sztywnosci na zginanie. Sposéb wyznaczenia tych wspot-
czynnikéw podano w pracach [2, 5, 6).

3. Model matematyczny

Roéwnania ruchu wyprowadza sie w oparciu o réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju
d{aoT oT
I v — = =12 ..,n,
dt ( aqa ) aqa Qa, ’ : ' 4

gdzie T oznacza energie kinetyczna ukladu, g, — wsp6hrzedne uogélnione, Q,— sily
uogolnione, ¢ — czas, n— jest liczba stopni swobody ukiadu.

3.1

3

4
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Poniewaz kazdy sztywny element skoficzony ma cztery stopnie swobody, ruch r-tego SES
opisuja cztery réwnania (3.1) a dla calego uktadu nalezy utozy¢ 4 u tych réwnan. Energie
kinetyczna ukladu okreéla zwiazek

1 2 .
r=1

Réwnanie (3.2) w zapisie macierzowym przyjmuje postac
1
(3.3) T=5q" Mg,

gdzie M jest macierza wspélczynnikéw bezwladnosci skladajaca si¢ z blokéw m, (2.2)
3.4 M = diag{m,, my, ..., m,, ... m,_, m,},
a q jest wektorem predkosci uogdinionych ukiadu
(35) é=001{é1> éZa"-’éu—lyéu}-
Zaktada sig, Ze na ukltad oprécz sit potencjalnych dzialaja jeszcze sily niepotencjalne. Sile
uogélniona Q, zapisujemy w postaci sumy trzech skladnikow
oV
0q,
gdzie V oznacza energi¢ potencjaing ukladu, I'; — sily giroskopowe, QF inne sily nie-
potencjalne (poza giroskopowymi).
Przyjmuje sig, Ze energia potencjalna jest funkcja jedynie wspdirzednych uogdlnionych
(nie zalezy jawnie od czasu)

V = V(ql: g5 s qrs ... qu—la Qu)-
Eneggia potencjalna ukladu jest jednorodna forma kwadratowa

(3.6) Q= — +I,+0F, o=12,..,n,

an . V=ga"Keg,

gdzie K jest macierza sztywnosci [2], ¢ wektorem wspéirzednych uogdlnionych uktadu.
W rozwazanym modelu matematycznym energia potencjalna reprezentuje energi¢ elemen-
tow sprezystych.

Sity giroskopowe wyznaczymy wychodzac z zasady zachowania kretu. Ruch dowolnego
elementu walu wykonujacego drgania obrotowe, mozna z punktu widzenia dynamiki
bryly, traktowa¢ jako ruch ciala sztywnego wzgledem punktu nieruchomego. Dla przyk-
tadu rozpatrzymy ruch sztywnego elementu skoniczonego w ksztalcie tarczy, reprezentu-
Jacego np. okretows Srube napedowa lub tarcze topatkowa wirnika turbiny. Punkt prze-
cigeia sig stycznej do odksztalconej osi watu w miejscu zamocowania tarczy, z osig lozysk
Jest w ukfadzie r-tego SES punktem nieruchomym O, (rys. 3) wzgledem ktérego odbywa
si¢ ruch tarczy. Polozenie tarczy w ukfadzie x, , x,,, Xr,» jest okreslone przez katy Eulera,
a mianowicie: p — kat precesji, & — kat nutacji i ¢ — kat obrotu wlasnego. Zadanie spro-
wadza si¢ do wyznaczenia momentéw giroskopowych dzialajacych w kierunku zgodnym
z przyjetymi wspétrzgdnymi rotacyjnymi g,, { ¢,,, okre§lonymi w tym przypadku przez
katy o i B. ‘
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W tym celu wprowadzamy zwigzany z tarcza ruchomy ukiad odniesienia &,, ¢,, 5,. Po-
niewaz interesuja nas jedynie przemieszczenia rotacyjne, zatem mozemy przyjaé, ze obydwa
uklady odniesienia, ruchomy i nieruchomy, maja wspdlny poczatek w §rodku tarczy 0.
Wychodzac z prawa zachowania kretu, wyznaczamy momenty dzialajgce na tarcze ze
Znanego wzoru E

dH

(3.8) ' M= —-toxH,

gdzie H jest kretem tarczy a o jej predkoscia katowa.

Rys. 3. Wirujacy element watu w ruchomym &, %,, £, { nieruchomym x,;, X2, %rs ukladzie odniesienia

Rzutujac moment kretu na osie ukiadu ruchomego, otrzymujemy nastgpujace zaleznoéci:

dH,
M{r d Er +w'1rHCr wCanr
dH,
(39) M]r = dt d +w;,H¢,—we,Hc,
. dH,
MCr - dCr +w~fr Hfr
Wystepujace we wzorze (3.9) skltadowe wektora kretu wyznacza si¢ przy pomocy wzoréw
H = IOr wer
(310) Hur - Ix,. w’lr

}ICr = Ixr T W,

gdzie I,, jest masowym momentem bezwladnoéci wzgledem osi przechodzacej przez érodek
tarczy a I, masowym momentem bezwladnosci wegledem $rednicy tarczy. Skladowe per-
kosci katowej wzgledem osi &,, 7,, £, sa réwne

wg, = pcost+¢
(3.11) Wy, = —psind
Wy, = 19..

r
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Po uwzglednieniu réwnan (3.10) i (3.11) zaleznosé (3.9) przyjmuje postaé

d . .
Mg' = IOFE(wCOSﬁ-Fq))

M, = — Ix’% (psin®) + Ip, #(p cosd + @) — Ip, Hpcosd
My, = Io, B+ psind o, o+ (fo,— I )pcosB.

Predkoéé katowa w,, odpowiada predkosci katowej 2 obrotéw wlasnych walu i jest z zato-
Zenia stata

(3.13) wy, = 2 = pcos?+¢ = const.
Podstawiajac zalezno$¢ (3.13) do (3.12) otrzymujemy wyraZenia
My =0

(3.14) M,, = —IL,(psind+2¢pdcosd)+ 1, Q2
: My, = LS+ ysingllo, Q—Io,cosd].

Transformacja opisanych wzorem (3.14) momentéw do ukladu nieruchomego odbywa sig
przy wykorzystaniu nastgpujacych relacji [3]

M,

T

. = M, cosPcosy— My,siny
(3.15) M,,, = M, cosdsiny+ M,cosy,

gdzie przez M, i My, oznaczono momenty dziatajace odpowiednio wokét osi x,; i X3
(rys. 3). ' o

" Pomigdzy katami o i B okrelajacymi chwilowe poloZenie tarczy w uktadzie nieru-
chomym x,, i x,,, x,3 a katami v i ¥ opisujacymi chwilowe polozenie tarczy w ukladzie
ruchomym &,, 7,, {, zachodza relacje [3]

tga = tgdcosy

(3.16) tgh = tgd - siny

Poniewaz rozpatrujemy male drgania walu, przeto jedynie katy v i ¢ moga przyjmowaé .
dowolne wartoici, pozostale tj. 3, « i § 53 z zaloZenia mate. Pozwala to na zlinearyzowanie
zwiazkow (3.16), ktére przyjmuja postaé:

o =7 cosy

@17 =9 siny.

Uwzgledniajac powyZsze zaleznosci przy podstaWieniu wzoru (3.14) do (3.15) otrzymujemy

318)  Mra = Ll =0 2pP)c0sy— (F—*sinyl+ 1, 2[Dcosy—dsiny]

M, , = I, [~ ({9 +29®)sinyp+ (F —p29)cosy] + I, [ Dsiny +Pd cosy].

Rézniczkujac zaleznoéci (3.17) i podstawiajac do réwnahi (3.18) otrzymujemy ostateczne
wzory na skladowe momentéw dzialajacych na tarcze
M., = rxﬁ_lor'Q‘i

x

(3.19) '~ Lor £20
M"xa = Irx&'}'-[orgﬁ-
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We wzorze (3.19) wyrazenia — I, 24 i I,,,..fo oznaczaja momenty giroskopowe dziatajace
w kierunku rotacyjnych wspotrzednych uogélnionych ¢, i ¢, r-tego SES. Wobec powyz-
szego blok uogélnionych sil giroskopowych dziatajacych na r-ty SES mozna przedstawié
w postaci

(3.20) - ¥ =col{0,0-1,2q.,, I, 2q:}.
Roéwnanie (3.20) mozemy przedstawié w postaci iloczynu
(3.21) I* = —G, i,
gdzie:
. 00 O 0
S A
00 -I,2 O

jest blokiem oddzialywan giroskopowych odpowiadajacym r-temu SES. Nastgpnie two-
rzymy macierz kolumnowa o wymiarach dux1

(3.23) I, = col{0,...,0,T*,0,...,0}.

. Wektor uogélnionych sit zyroskopowych catego ukladu otrZ);mamy po zsumowaniu wek-
toréw I', dla wszystkich' SES

(3.24) r=>r=-agy,
r=1
gdzie:
(3.25) G =diag{G,}, r=12 ..u,

jest macierza giroskopowa calego ukltadu.
Wektor niepotencjalnych sit uogdlnionych okresla zwiazek [5]
oL

- (3.26) oF = , o=1,..,n,
04,

gdzie L oznacza sume prac wszystkich osiowych sit przekrojowych. Oznaczajac przez
v = v(x) oraz w = w(x) ugigcia preta w jego gtéwnych plaszczyznach zginania a przez
N(x) osiowg sil¢ przekrojowa, prace tej sily okresla znana formula energetyczna

1 v\ aw \?

gdzie
ov ow

P qr,s Pk qr,-

W modelu dyskretnym, prace sit osiowych okrefla si¢ sumujac prace wykonane na prze-
mieszczeniach wszystkich sztywnych elementéw skornczonych.
Zaklada si¢ ze wielkosci tych sit nie zmieniaja si¢ na diugosci poszczegdlnych SES.
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Oznaczajac przez N, silg obciaZajaca r-ty sztywny element skoriczony, prace tej sity okresla
zwiazek (przy zalozeniu niewielkich katéw obrotu)
) 1

(3.28) , L=

N, 1(g? +4q}).

Zwiazek (3.28) zapisujemy w postaci macierzowej. Tworzymy macierz K o wymiarach
4u x4u, w ktérej r-ty blok na gléwnej przekatnej przyjmuje postaé

010 0 0

00 0 0
(3.29) —

0!0| N/ 0

010 0 | N, I
Wéwczas

1 r

(3.30) _ r =59 Ks4,

gdzie q jest wektorem wspélrzqdnych uogélnionych.

Sumowanie wszystkich prac prowadzi do utworzenia macierzy sztywnoéci geometrycznej
ukladu o strukturze jak (3.29)

. _ H _ 1 T
(3.31) | L= %‘L, = 59"Kq4,
gdzie:
(3.32) Kg = D, K.

. r=1

Wprowadzajac (3.31) do réwnania (3.26) otrzymujemy
(3.33) 0% = Kg 4.
Wprowadzajac zwiazki (3.7), (3.24) i (3.33). do (3.6) otrzymujemy
(3.34) = —Kq—G4+XKgq.

Podstawiajac (3.3) i (3.34) do réwnania (3.1) otrzymujemy réwnania ruchu uktadu w pos-
taci

(335) Mij+ G+ (K~Kg)q = 0.

4. Drgania swobodne

Po wprowadzeniu podstawienia

SRRt
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réwnanie (3.35) przyjmie postaé -

4.2) - Aj+By =20
gdzie:
0 —-M M: 0
A = ............ , B —_
M : G [ 0 K ]

W rownaniu (4.2) macierz A jest sko$nie symetryczna a B jest symetryczna 1 dodatnio-
okreslona. Podstawiajac do réwnania (4.2) rozwiazanie w postaci y = ye” otrzymujemy
uklad 2n réownan (n-liczba stopni swobody ukladu)

(4.3) (B+pA)y =0

Do rozwiazania réwnania (4.3), czyli do wyznaczenia warto$ci wlasnych i wektorow wlas-
nych wykorzystano metode fadcuchéw Sturma w polaczeniu z technikg odwrotnej iteracji
[7]. W tym celu rownanie (4.3) przeksztalca sie do postaci

4.4) (B—1A%)7 = 0

gdzie A¥ = /A jest macierza sko$nie hermitowska, A = ip jest liczbg rzeczywista a ,,i””
jednostka urojona. Zastosowana metoda polega na wykorzystaniu w pierwszym etapie
. whasnosci fadcuchéw Sturma do ustalenia liczby pierwiastkdw znajdujacych sie w dowolnym
zadanym przedziale (a, b), a nastgpnie droga kolejnego dzielenia przedziatu (a, b) na usta~
leniu przedzialdw zawierajacych tylko po jednym pierwiastku. Wyizolowane w ten sposéb.
pierwiastki sg nastgpnie obliczane z zadana dokladnos$cia. Do tego celu, jak wspomniano,,
wykorzystuje si¢ technike odwrotnej iteracji. W procesie odwrotnej iteracji réwnocze$nie
b4 wértoéciami'wiasnymi obliczane s3 odpowiadajace im wektory wlasne. Rozwigzanie
réwnania (4.4) uzyskuje si¢ w postaci par pierwiastkéw rzeczywistych A,, —4,, 45, — 4,
...y Ay, — A a odpowiadajace im wektory sa zespolone i parami sprz¢zone. Wartosci wlasne
rownania (4.3) sa réwne A/i z czego wynika, ze s3 one urojone. Wektory wlasne nie ulegaja
zmianie. Zastosowanie takiej metody rozwigzania zagadnienia wlasnego (4.3) zapewnia:
— ekonomiczne wykoraystanie pamigci operacyjnej komputera dzigki zachowaniu pasmo-
wego charakteru macierzy,
— stabilno$¢ numeryczna, pozwalajaca na wyznaczanie wartosci wlasnych z dowolna dok-
tadnoécia,
— mozliwo§¢ obliczania zadanej liczby najniZszych wartoéci wlasnych w okre$lonym prze-
dziale. .
Wyznaczone w procesie odwrotnej iteracji wektory wlasne sa nastgpnie normowane tak,
aby pierwsza rézna od zera skltadowa byla réwna jedno$ci. Z otrzymanych w ten sposéb
wektor6w modalnych

C ¥ = col(l, 9, 9, ., ™), (=1,2,...,2n)
mozna zbudowaé macierz modalng o postaci
1 1 .1

,y(zl) y(22)_.“ ,ngn)
4.6) H=| - - covvana.

-------------



58 W. OstacHOWICZ, J. TARNOWSKI

Ostatecznie, rozwigzanie réwnania (4.2) mozna zapisaé w postaci

4.7 q = He"B

gdzie: ' ‘

(4.8) e” = diag(eP, e+, ..., ePa'),
-oraz .

(4.9) ‘ B = col(By, Bzr -v» Ban)s

jest ‘wektorem o sktadowych, ktére wyznacza si¢ z przyjetych dla rozwigzywanego przy- ‘
padku warunkéw poczatkowych.

5. Program obliczen

Program obliczen drgafi obrotowych watéw i wirnikéw napisano w jezyku FORT-
RAN IV i uruchomiono na komputerze ICL-70. Program realizuje trzy zasadnicze etapy
‘obliczen » :

1) generowanie parametréw modelu obliczeniowego na podstawie danych o geometrii
uktadu i stalych materialowych,

2) budowa macierzy charakterystycznych uktadu,

3) obliczenie drgafi swobodnych. '

Szczegblng uwage zwrcono na proces przygotowania danych i kontrole ich poprawnosci.

Automatyzacja tej fazy obliczer zwieksza efektywnosé korzystania z programu, przyczynia-

‘jac sie do wzrostu jego praktycznego znaczenia. Przyktadowo, liczba danych opisujacych

lini¢ watéw na statku o przecigtnej dtugosci z 450 w przypadku przygotowania ,,recznego”,

zmniejsza si¢ do okolo 80 przy przygotowaniu automatycznym.

Program korzysta z pomocniczej pamigci zewnetrznej w postaci dysku magnetycznego,

co umozliwia wykonywanie szeregu operacji na fragmentach macierzy, sukcesywnie $cig-

ganych z dysku. Program zajmuje 150 kB pamieci operacyjnej i pozwala na obliczanie

ukladéw, ktorych macierze charakterystyczne zawieraja do 12000 elementéw.

6. Przyklad obliczen

Wykonano obliczenia drgar obrotowych wrinika przedstawionego na rys. 4a. Geometrig
‘wirnika opisano w tablicy 1. Wirnik jest wykonany ze stali o nastepujgcych statych materia-
Towych ' A
— modut Younga E = 2.1-10% [kG/cm?]

— modut Kirchoffa G = 0.83:10° [kG/cm?]

— cigzar whasciwy = 0.78- 1072 [kG/cm?] ,

Wirnik podzielono na 10 sztywnych elementéw skoficzonych i 11 elementéw sprezystych -
(facznie z ES reprezentujacymi sztywnoéci podpér). Wartosci liczbowe parametréw
modelu obliczeniowego zamieszczono w tablicach 2 i 3. W tablicy 3 przez r i p oznaczono
numery SES pomiedzy kt6rymi znajduje sig k-ty ES, przez ¢, i ¢y, 0znaczono wspélezynniki
sztywnosci watu na §cinanie, przez ¢; i ¢, wsp6lczynniki sztywnoéci walu na zginanie
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Rys 4, Wirnik podparty na dwéch podporach: a) schemat uktadu, b) postaé drgah 1 stopnia, ¢) postaé
drgan 2 stopma

wx19*

5777

=IO L S N T -]

72 5 4 5 6 7 8 0]

[

Rys. 5. Zaleino§é czestosci drgan wlasnych wirnika o od wartosci sity osiowej P i liczby obrotéw n
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Tablica 1

I\.‘T : Srednica - [mm} Diugosc
odcinka . —| [mm]
walu zewnetrzna | wewngtrzna
1 51 0 630
2 102 0 290
3 203 0 330
4 66 0 1250
5 72 0 1298
6 66 0 1250
7 185 0 112
8 102 0 232
9 102 65 170
Tablica 2
, Nr Masa | Masowy monientlbezwladnoéci
SES | kg [kgm?]
-1 0.4994 0.04077
2 2.3547 0.57084
3 | 9.3476 '1.69215
4 1.6615 0.51987
5 1.7737 0.57084
6 1.9775 0.62181
7 1.8960 0.58103
8 1.6615 0.51987
9 3.5168 1.15188
10 1.7227 0.16309 -
Tabllca 3
X107 | g, x 10710 | gy x 10710 | ux 10710 | S, Sk
rtp :
[N/m] [Nm/rad] fem] [em]
1] 2 0.0274 0.1130 15.1 -39.8
213 0.1442 1.5646 20.8 —19.8
3|4 0.0488 0.3383 40.7 —30.3
4|5 0.0459 0.3168 30.3 —-31.5.
5|6 0.0534 0.4259 29.0 —30.3
6| 7 0.0547 0.4488 30.3 —29.4
7| 8 0.0481 0.3444 31.2 —30.3
8|9 0.0459 0.3168 30.3 —43.7
9 110 0.0718 0.7321 16.9 —11.8
41 4 0.0429 0.0627 0.8589 0.9547 33 —
8| 8 0.0407 0.0472 0.5156 0.6130 159 —

[60]
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a przez S 1 5,x 0znaczono wspotrzedne zamocowania k-tego ES w lokalnym ukfadzie od-
niesienia odpowiednio r-tego i p-tego SES. W dwoéch ostatnich wierszach tablicy 3 podano
wspdlezyniki sztywnosci podpér oraz numery SES (r = p) do ktérych sa one dolaczone.

W rezultacie przeprowadzonych obliczen przebadano wplyw sit ostowych i efektéw
zyroskopowych, dzialajacych lacznie, na czgstosci drgan obrotowych wirnika. Wyniki
obliczen przedstawiono w formie graficznej na rys. 5. Dodatkowo w tablicy 4 zestawiono
czestosci drgan whasnych wirnika obliczone dla wybranych predkosci obrotowych wirnika
i réznych wartoéci sit osiowych. Nalezy zaznaczy¢, Ze obliczenia wykonano przy zalozeniu
wystepowania jedynie precesji wspdibieznej. Dwie pierwsze postacie drgan wirnika (dla
n = 0) pokazano na rys. 4.

Tablica 4

i ] Postaé 0 500 1500 | 5000 | 10000
P x 10-4[N] dreart
<~

I 65236 | 681.52 | 69634 | 707.82 | 730.86
0 Ir 839.27 | 878.95 | 89838 | 91316 | 94272
I 634.42 | 66235 | 67724 | 688.42 | 71076
! I | 81849 | 85692 | 876.14 | 890.55 | 919.38
I 589.48 | 615.36 | 62920 | 639.58 | 660.34
’ I | 77521 | 81172 | 82082 | 843.46 & 87077
- I | 538.64 | 56235 | 57499 | 58448 | 603.45
’ Ir 729.05 | 763.29 | 780.40 | 793.24 | §8.9]
o ) I 378.80 | 395.48 | 40437 | 411.05 | 424.38
10 a1 | s83.65 | 61105 | 62475 | 635.03 | 655.58
I 27408 | 28614 | 29258 | 297.40 | 307.05
= Ir 50575 | 529.50 | S41.37 | 55027 | 568.09
o I 206.86 | 209.08 | 220.82 | 22446 | 23175
P I 461.61 | 467.02 | 49402 | 502.25 | 518.51
o o 153.19 | 150.94 | 16353 | 167.29 | 171.68
1 Il 434.99 | 45541 | 46571 | 47231 | 488.69
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How

Pesiome

AHAJIN3 KOJIEBAHWM BPAIAIONIMXCS BAJIOB HATPYIKEHBLIX
OCEBBIMU CHUIIAMHA

B pafoTe IpeJCTABJICHO BIMANME CHPOCKOIMUYECKHX a(hdeIcroB M 0CeBbIX CHI Ha COOCTBEHHBIE KO-
Jlebanus BaJoB ¥ poTopoB. Ha 0CHOBE MeTONA YKECTKHX KOHEUHBIX 9JEMEHTOB IPHHATO BBEIUHCIMTEb-
HYI0 MOJeNh, PafoTy MIUTIOCTPRPYET KOHKPETHBIH nprmep. MeTon paspaboraH ¢ TOYKM 3PEHUA IpUMe-

HeHs DH(POBBIX BHIYHCIHATENBHBIX METONOB. BRIUMCIMTENbHAST MporpamMma HAImcaHa B AsbIKe Dop-
Tpau IV.

Summary

ANALYSIS OF VIBRATIONS OF ROTATING SHAFTS LOADED BY AXIAL FORCES

The influence of giroscopic effects and axial forces, acting simultaneously on natural frequencics of
shafts has been examined.

The stiff finite element model has been used. Numerical results are presented for representative struc-
" tures, solved by the computer program written in FORTRAN 1V for the ICL-70 computer.
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