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1. Wstep

Zagadnienie ksztaltowania dyskéw wirujacych nalezy do klasycznych zadah mechaniki
i bylo przedmiotem wielu prac migdzy innymi [2, 3, 9], a tarcze réwnomiernej wytrzymatosci
nawet wchodza w zakres opracowan monogt. ficznych [4, 6, 7, 8].

Istniejace do tej pory rozwiazania ignoruja jednak istotny z technicznego punktu wi-
dzenia fakt ograniczenia (od géry i od dolu) grubosci dysku co czyni konwencjonalne
rozwigzania czesto nieracjonalnymi.

W pracy niniejszej rozwazymy problem ksztaltowania optymalnego wirujacych tarcz
kotowych i pierScieniowych ng minimum przemieszczenia oraz minimum.normy inten-
sywnosci napreZzein w obecnosci ograniczen geometrycznych natozonych na przekréj
dysku. Do rozwiazania przedstawionych zadan zastosujemy zasade maksimum Pontria-
gina. Efektemn pracy beda optymalne ksztalty dyskow oraz wykresy napreZen i przemiesz-
czen. ;

2. Sformulowanie problemu

W biegunowym ukladzie wspdtrzednych {0, r, @} rozpatrujemy kolowo symetryczny
problem tarczy zmiennej grubosci A(r), wirujacej ze stala predkoécia katowa w, w statym
polu témperatury 7. Komplet relacji, opisujacych stan ukladu sprezystego obejmuje wow-
czas znane roéwnania:

i) réwnowagi
1
h

0,—0Cg +%w2r =0

d
’ (ho)+
iil) nierozdzielnosci
e .
r d—:)'l' Eg— & = 0
ii2) geometryczne

du u

& = dr; &g = r

* Praca zostala wykonana w ranach problemu weztowego 05.12 ,,Wytrzymatoéé i optymalizacja kon-
strukcji maszynowych i budowlanych” — koordynowanego przez JPPT PAN.
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iii) fizyczne

& = ]f (O‘,.-—‘Z)O'@)-i- od

g = JET(a@—var)+ ol

gdzie: 0,00 -— naprezenia, &, £, — odksztalcenia, y — cigzar objgtosciowy, g — przyspie-
szenie ziemskie, o — wspdtczynnik rozszerzalnosci cieplnej, ¥ — przemieszczenie radialne,

E — modut Younga, » — 1. Poissona.
Wprowadzajac oznaczenie

S = rho,,

a nastepnie rugujac o, (za pomocs zwiazkdéw fizycznych i geometrycznych) otrzymujemy

ostatecznie z rownan réwnowagi i nierozdzielnosci uklad:
as v

@

du 1—»2 S
= TE v deel

S-}—guh— (ocET-}-%wzr) h,
(2.1)

dogodny dla dalszych rozwigzaf.
Analizowaé¢ bedziemy pelne dyski kotowe z warunkami brzegowymi
.

(2.2) u(oy =0 SR =0,
oraz piercieniowe, z warunkami
(23) S(Ry) =0, S(R,) =0.

Przystepujac do sformutowania problemu optymalizacji, przyjmujemy jako zmienng de-

cyzyjna grubo$é h(r), a dla niej ograniczenia

| H, <K < H,
(2.4) Re '
f 2mrh(rydr = V, = const.
Ry

Rozpatrzymy dwa typy zagadnien optymalnego ksztattowania;
1. na minimum przemieszczenia:

(2.5) J(h) = u(Ry) » min,
g h
II. na minimum normy (w przestrzeni L?) intensywnnéci naprezen:
Rz
(2.6) J(hy = [ ofdr— niin,
R, It

gdzie

rh rh rh

' 2 2
g; = ]/0,2-}-05—-0,09 = [( o) ) +(£) +£(%—~E&T)+

r r

(Eu )2 2E*uaT
+ —_ ————

L
+E2a2T]2
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W dalszym ciagu ograniczenie stalej oqutoéci (2.4), uwzglednimy poprzez wprowadzenie
mnoznika Lagrange’a, rozpatrujac funkcjonaly

R
Jh, ) = u(R)+ A f 2nrhdr  dla pryzpadku T,
R,y

2.7)

Ra

Jh, ) = [ (o?+ 2nrk)dr  dla przypadku 1.

R,
Zbior sterowaﬁ. dopuszczalnych okreslimy wigc ostatecznie jako
(2.8) Usop = {h:H, < h(r) < Hy}.

Wprowadzajgc dla zwartego opisu stanu (deformacji i naprezen) wektor y(S,u) a dla
prawych stron ukladu (3.1) wektor

1-»2 & v
T W—7u+(l+v)aT]

f [—v— S+£-uh— (chT—l-—y— wzr) h;
r r g

sformulujemy nastgpujace dwa problemy optymalizacji; dane jest:
1° réwnanie uktadu (2.1) (w notacji wektorowej)

dy
W_f(rlyah)

2° zbidr sterowan dopuszczalnych (2.8),

3° funkcje celu okreélone funkcjonalami Lagrange’a (2.7).

Zadanie 1:

Wyznaczy¢ takie A(r), aby spelniajac réwnanie 1° z odpowiednimi warunkami brzego-
wymi (2.2) lub (2.3) i ograniczenie 2° uzyskaé minimum funkcjonalu (2.7),.

Zadanie 2:

Problem jak wyzej lecz dla funkcjonah (2.7),. Do rozwiazania tak okreslonych zadan uzy-
jemy zasady maksimum Pontriagina (5). W tym celu wprowadzié nalezy hamiltonian

. 2
2.9) Hy 4. )=, ) =D v
i=o
w ktérym wektor sprze¢zony ¥ (wo, %, w,) spelnia znane réwnanie
dy oH
2.10 ik R il
(2.10) dr oy

z warunkami wynikajacymi z warunkéw transwersalnosci, a funkcja f, okreslona jest
wyrazeniem podcatkowym w (2.7). Szczegélowe wyznaczenie rozwiazamia optymalnego

z odpowiadajacym mu stanem naprezen i deformacji oméwimy oddzielnie dla kazdego
przypadku,
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3. Problem I — ksztaltowanie na minimum przemieszczenia

Funkcjonal Lagrange’a odpowiadajacy wyjsciowej funkcji celu (2.5) i ograniczeniu
(2.4), ma postaé (2.7). tj.

3.0) I D) = u(R)+ 2 f 2nurhdr — min

heUlop

Hamiltonian (2.9) bedzie wowczas okre§lony wyraZeniem

E
(3-2) H = o 2nrh+, [% S+—uh— (aET—}—%wzr) h] +

11— § v .
+1/)2|: E W——r—u+(l+v)aT]

Stosownie do twierdzenia Pontriagina, dla optymalnego sterowania A*(r) jest

H(y*, y*, h*) = max H(y, ¥, h) skad na podstawie warunku O =0 mamy
h .

dh
(3:3) I*(r) ___. / - (=) pa(n)

l/ E-r [Zﬂrltpo +, (0 (?u— oET— % wzr)]

Przepis ten obowiazuje w przedziale, w ktérym H, < # < H,. Uklad réownan sprzezonych
ma zgodnie z (2.10) postaé: '

dyy, ¥ 1—22 1
o T e
. P = —
_d?Pz - Eh N » . Yo
dr T TV

Rozpatrzmy najpierw przypadek pierécienia, a zatem obowigzywaé bgda warunki brzegowe
(2.3). Wektor Y(y,, w,) jest prostopadly do rozmaitosci

@5 0o = {yo:S(Ry) = 0}, O = {p:S(R;) =0}

Z uwag1 na minimalizacj¢ wielkosci zaleznej od stanu konicowego modyfikacji podlega
koncowy warunek transwersalnosci [5]:

oG oG

G(O,u)ﬁa—s=0, —au—=l’

(aG S TR —0
olZg N1 o M|+ P11 TYP212 = U,
przy warunku
oG
By = 0; Yo g H¥2) 2 =0, 1+y,=0=p(R) =~
A wige wartosei funkeji sprezonych wynosza
3.9 Ya(R) =0, 92(Ry) = —1.
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Aby efektywnie wyznaczyé sterowanie optymalne* h(r) (we wzorze (3.3 nieznane sg)
funkcje v, , ¥, oraz u) nalezy rozwigza¢ uktad rownan (2.1), (3.4) z uwzglednieniem (3.3),
Bedzie zatem

o 1—»?
ji = —v—S+ (£u~aET-——y~w2r) /— ( z )¥: ,
dr r r & ]/ Er [—27trl+1/)1 (—';u—ocET——gy—wzr)]
du = 1-92 § —-1}—+(l+v)ocT,
dr Er (1-v)yp, r
Er [—-27‘61'/14-1/)1 (—E— u—aET—Y wzr)]
) r b4
. ; 1—92 -y
dzz = —wl—f— ( Ev)% *92—,
Er [+2nrl+ P, (—; u-ocET——%wzr)]
dy, Y 1—»2 ! .
G (1=9%)p, ’

Er [—2ml+ N (Eu—aET—-Z—wzr)]
r g
z warunkami:
S(R) =0, SR =0,
P2(R) =0,  4,(Ry) = —1
Do uktadu (3.7) dolaczyé nalezy réwnanie:

(3.8)

Ry '
2
(3.9) f r a E”)”’Z dr =V,
' R, Er [—Zm‘l+1,u1 (I—r-u—ozET—g—wzr)]

okreflajace mnoznik Lagrange’a A. Relacje (3.7) — (3.9) lacznie, pozwalaja (przynajmniej

formalnie) wyznaczyé cztery nieznane funkcje S(r), u(r), w,(r), w.(r) i liczbg /, a stad ste-

rowanie optymalne h(r). Jest widoczne, ze zadanie to mozna rozwiazaé efektywnie jedynie

na drodze numerycznej. Meétoda bezposredniego catkowania ukladu (3.7) wymaga zna-

jomosci wektora poczatkowego [S(R,), #(R,), wi(R)), w,(R,)], za§ warunki (3.8) wska-

zuja, ze tylko dwie sposréd tych wartosci znane sa zawczasu, pozostale dwie musza byé

tak dobrane by spetnié warunki na brzegu r = R,. Mamy tu wigc do czynienia z zadaniem

dwugranicznym typu ,,2+2”. Sytuacj¢ utrudnia fakt doboru mnoznika A. Algorytm roz-

wigzania bedzie zatem nastepujacy:

1° ustalamy najpierw przedzial zmiennosci A. W tym celu przyjmujemy h = H, i pod-
stawiamy do (2.1) otrzymujac uklad

£ =2 S+£H2u-(o¢ET+}L wzr) H,,

dr roor g

du 1-»2 S
& = E el

z warunkami brzegowymi (2.3).



40 G. Szerer, L. MIKULSKI

- Podobnie rozwiazujemy uklad réwnai sprzgzonych (3.4)

dy, y -2 |
- '—'1/}1 v ——?/12 Er Hz »

dr
d’!‘uz _ EH2 p
PR LR

z warunkami
';Ul(o) =0, "/’2(R) = —1,

Ty drogq uzyskane funkcje v,(R), ¥,(R) oraz u(r) podstawiamy do zwiazku (3.9).
Aproksymujac calke suma skonczona dostaniemy

N

2 (1-»?) s
Py|- —

E
n=1 Er,,[—-2nr,,2+1p’} (—;— u,,—aTE—TZ—wzr,,)]

Rozwijajyc lewa strong jako funkcje zmiennej 4 w szereg Macklaurina i ograniczajac
sie do dwéch pierwszych wyrazoéw otrzymamy

(A=v)y3 %Ar+

Pol—
1 Er,yt £u,,—ocTE~lco2r,,
it g

n

N
a3 (A=r9v5 =y
1 2 n (£ Y 2
n= Er,y} r—"u,,——aTE—-?w Iy
pYY- n
(1—v®y42nr, Al = ﬁ,
. E y 275
: Er gy | —uy—oTE—-"—w?r,
ry g
skad ostatecznie
(3.10) A* =
vV N 1 2Y o8 1
_0_2’_” N Gt 0 2 Ar
27 : A E y
Er, i \—uy—aTE — -~ w?r,
— Ty g N
N
P A=)y} -5 (1 —»") 953 27, Ar
— 2 'E .E .
a=1 n n
Er, v} (Zun—aTE—-%wzr") Er, v} (;:u,,—ocTE—%wzr,,)

W analogiczny sposéb dostaniemy wartosci A** odpowiadajacg ograniczeniu b = H;.
2° Majac przedzial znamiennosci A € [A*, A*¥] calkujemy numerycznie uktad (3.7) z wa-
runkami (3.8) otrzymujac nowe wartosci Sy, u,, ¥}, ¥5.
3° Wyznaczamy z (3.10) nowg warto$é 1 i podstawiamy ja ponownie do ukladu (3.7)
powtarzajac wielokrotnie t¢ procedure.
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4° Optymalny ksztalt przekroju tarczy opisany jest w ogélnosci funkcja
H2 re [R.l > rl]a

(1 .~‘V2E)?Pz(") — . e [r1 N I’z],
Er I:__?jn.l_‘_wl(r) ()_'u—— OCET'—%(UZI‘)]

(3.11) h*() =

H, re [r;, Ral.

Istnienie i wartoéci odcietych r, oraz r, daja sie stwierdzi¢ w drodze realizacji oméwio-
nego algorytmu i zaleza od parametréw zadania. Na kazdym kroku r, sprawdzamy
warto$é h, i stwierdzamy zgodnie z (3.11), ktoéry przepis obowiazuje.

5° Proces iteracji dla ustalenia A kofczymy, gdy roznice pomigdzy kolejnymi rozwigza-
niami dla catego ukladu na danym kroku (sa mniejsze od przyjetej wartosci bledu
(np. 1073)).

Schemat blokowy calego algorytmu optymalizacji podano na rys. 1.

SCHEMAT BLOKOWY
K

| h=H, ] L h=Hz |
:

et

e —|

NC uktad réwnah NC uktad réwnan
Pl yl T spuys ¥ 2
4
Az |3.0| l A5z (3.40)
] (]

Y
| Ay =05( 2+ 2 |

L

; NCuktad réwnan z pro-

{ cedurg WSTRZELIWANIA

—»SZ,U5 ) \P? ] lP%,h

H \ -ze wzoru {3.3)dla
problemu I

~ze wzordw Cardana

dla problemull

Ay

A3

A,'ze wzoru {3.10)

TAK
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W pracy wykonano przyklad liczbowy przyjmujac dane:

R, = 0,03 m, w = 233,33 %
R, = 0,19 m, T = 500°C,
1
= =1,2-105 ——-
H, = 0,01 m, *=12-10° 5,
H, = 0,03 m, y =03,
Vo = 4-10-3 m?,
15:2,1-10712 J—=7,84—1:3—
m g m

Wyniki uzyskane metoda Runge-Kutty z algorytmem rozwigzywania zadania dwugra-
nicznego (procedura ,,wstrzeliwania’) wedlug programu na EMC opracowanego przez
OETO Politechniki Krakowskiej ilustruje rys. 2.

Réwnoczesnie, wykonano obliczenia dla dysku pemego (R, = 0), Jedynej zmianie
ulegaja wowczas warunki brzegowe, ktore sa w postaci (2.2) reszta, a wigc ukiad (3.7)
(3.9) i przepis (3.11), pozostaje bez zmian. Rezultaty dla danych jak w poprzednim przyk-
ladzie — zestawiono na rys. 3.

4. Problem II — Ksztaltowanie na minimum normy Intensywno$ci naprezen

Funkcja celu okreélona teraz zwiazkiem (2.6) przy ograniczeniu (2.4), daje funkcjonat
Lagrange’a '

Ra

@)  Ji, A = f { th (1497 + ZviE_(__ T) (b;u) 2E2:,aT+

R,

+(EaT)?+ Zanh} dr —» min .
heUgop

Skonstruowany dla tego przypadku hamiltonian

42 H= %[ 2(12;2”2) + 2”;/5; £ (T‘ T) (L;”) _2E%el zf“T + (BT + ,umh] +
(ocET+%w2r) h]-l;ipz [—l—g;i%—%zﬁ(l%-v)aT]

prowadzi do réwnania, okreéléjqcego sterowania optymalne

4.3) A3 [1/}1 (2~aTE—~§—w r) 2nrl:|+h [@(%—E T)

2 2
_‘lpz(l v2) S +2(1+'V)sz =0, H, <h<H,.
Er r? _

Euh

A e
r
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Uklad réwnan sprzezonych przybiera forme

dyp,  2(1+9)S (Eu ) » =2 1
i« DY N BT |y, ———p, —
dr eiE T\ r * L I
(4.4)
dyp, . 2wES  2E’u 2E*al _Ei_]_ v
ar = 7k ) v Y7 T¥2 e
W konsekwencji ortogonalnosci wektora ¥ do rozmaitosci (3.5) otrzymujemy wartodci
4.5) Po(R) =0;  (R,) =0
dla dysku pierscieniowego oraz
(4.6) E p1(0) =0  o(R) =0

dla tarczy pehnej.
Kompletna analiza zadania wymaga zatem rozwigzania ukladu:

4.7 % - %S+ Buh _ (ocET—I-%;—er) h,
A
b
B, -
__.rp.,\
/0.9 B N A
/4 \
17T
7/4 W\
W \\\\i\'g‘
\\__, = 6,0 < -
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2
dp,  21+»)S 2ﬁ[ﬂ—EaT]

7z warunkami

(4.8)

Eh

p
"l)lr sz/’

1—22 1
/

v

Y1 T'i‘"/)z e

dla pierécienia,

dla kota.

ar = rih? rh| or

diy, 2»SE 2uE?* 2FE*aT

dr T + rr
Ra
27 , rhdr =V,
Ry

S(Ry) =0, S(R;) =0,
Pa(R) =0, (R =0,
u(0) = 0, S(R) =0,
pi(0) =0, 9, (R) =0,

h.h”

0,00

58

\

0,302

Viniits //

\

7

/
\

Wz
AN,

Rys. 5

0,302
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Uktad (4.7) uzupetniony jest zwiazkiem (4.3), ktéry w odréznieniu od poprzednio omawia-
nego przypadku I — nie daje jawnej postaci optymalnego rozwigzania A(r). Caly problem
(4.3), (4.7) (4.8) wymaga wiec numerycznej analizy w wyniku ktérej otrzymujemy poszuki-
wane wielkosci u(r), S(r), A(r), v;(r), w.(r), A. Procedura wyznaczenia tych wielkosci jest
identyczna z oméwiong poprzednio, z tym ze nalezalo je nzupemi¢ o algorytm rozwigzania
réwnania (4.3). Do tego celu uzyto wzoréw Cardana. Wyniki liczbowe dla danych Jak
w przykiadzie I ilustrujg rys. 4 1 5.

5. Zakofhczenie

Przeprowadzona w pracy analiza dowodzi skutecznosci metody. Sformulowane zadania
optymalizacyjne rozwigzano efektywnie, pokazujac aktywnosé ograniczen. Zastosowana
procedura numerycznego calkowania-ziozonych ukladdéw réwnan nieliniowych z warun-
kami typu ,,2+2” okazala si¢ w pelni zadowalajaca dla liczby 100 krokéw. Obliczenia
przeprowadzono na maszynie cyfrowej CYBER 72. Czas obliczen pelnego kompletu
funkcji wynosi $§rednio okolo 20 s. Warto przy okazji zwrdcié¢ uwage na fakt, Zze postawione
i rozwigzane w pracy zagadnienia optymalizacji odpowiadaja w sformulowaniu dvalnym
poszukiwaniu minimum objgtosci przy zadanym przemieszczeniu zewngtrzoego brzegu
(zadanie I) lub zadanej wartoéci normy intensywnosci naprezen (zadanie II).

Praca stanowi fragment szerszego studium nad efektywnoscig zastosowan zasady mak-
simum Pontriagina do optymalizacji elementéw konstrukeji.
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TIPUMEHEHUWE ITPUHUUIIA MAKCUMYMA IIOHTPATHHA
K OIITUMANM3ATIINA BPAITAIOIMMXCS JXCKOB

B rrybnuxanuyt saHumaeMcs pelnenuem 3aJaud ONTHMATNSAIMY I JUCKA IIEPEMEHHON TONIIMHE.
DOYHKNNA DaCcCNpeReNeHHs TONIHHLI AUCKa (KOHGMHIypanMa) H3MeHACTCH B Npejenax orpaHudeHmit.
B neprom ciryyae pacemoTpena 3afaua HaXoyKIeHWs KOH(Hrypauy coobIaromeii OrTAMabHoe 3HaueHre
IIepeMEIeHHIO BHEIIHEr0 XOXTYpa AucKa. Bo BTOpoM ciiyuae PYHKIMOHAN KAaUecTBa ABJAETCSA HOPMON
B IpocTpaHcTee L MHTEHCHBHOCTH HanpsoikeHuH. LA peuienusa safauy ONTAMANWSALMH HCIONB30BaH
IOprHIMN Makcumyma Ilonrpsaruna.
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Summary

OPTIMAL DESIGN OF ROTATING DISCS BY USING PONTRIAGIN’S PRINCIPLE

In the paper two problems of the optimal design of rotating discs have been considered. For each of”
these tasks the thickness of the discs was bounded. In the first case the displacement of the extremal edge
was taken as the objective function. In the second case the norm in the L, sensc of the stress intensity. The
circular discs as well as the ring discs were considered. The solution by using Pontriagin’s principle was.
obtained. This approach leads to the two-point boundary problems which was solved by numerical methods.
Some ilustrative examples are given. '
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