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1. Wstep

Optymalizacji potoZenia podpory dodatkowej dla belek obciazonych statycznie po§wie-
cone sg prace (1), (2). W (1) rozwazane sa belki sprezyste i plastyczne, natomiast w (2)
belki sztywno-plastyczne.

W niniejszej pracy bedziemy rozwazaé uktad podpér dodatkowych dla belki sztywno-
plastycznej obciazonej dynamicznie (impulsem predkosci poczatkowej). Przedmiotem
pracy bedzie optymalizacja polozenia podpdr posrednich z uwagi na minimum naj-
wigckszych przemieszczen koncowych. Rozwazane jest rowniez zagadnienie dualne: zna-
le#¢ najmniejsza objetoéé belki przy zachowaniu warunkdw, Ze najwieksze przemieszczenia
koncowe nie przekraczaja danej wartodci. W tym celu w prostokgtnym uktadzie wspdi-
rzednych Oxpy rozwazamy belke o dlugosci /. Niech w jednym koncu (przy x = 0) belka
bedzie utwierdzona, a w punktach x = ¢, (k =1, ..., 1) i x =/ swobodnie podparta.

Przy uzyskiwaniu rozwigzan stosowana jest zasada ekstremalna Tamuza (6). Rozwazad
bedziemy belke wykonana z materialu sztywno-plastycznego. Zakltadamy, ze w chwili
czasu ¢ = 0 kazdy punkt belki z wyjatkiem punktéw podporowych ma predko$é poprzecz-
na v, = const. UwaZzamy, ze przemieszczenia i odksztalcenia sa male w pordwnaniu ze
stata wysokoscig A belki. Przy tych zalozeniach ugiecia belek swobodnie podpartych iut-
wierdzonych badane byty w pracach (3), (4).

2. Sformulowanie problemu

W pracy wygodniej jest korzysta¢ z bezwymiarowych wielkosci:
3 .

- ~ P __ AU
S ST, M S
(2.1)
oobh?t _ oobh?W

o2’ VT a3z

gdzie M oznacza moment zginajacy, W — przemieszczenie w kierunku osi Oy. Wielkos$¢ o,
jest granica plastycznoéci przy jednoosiowym stanie napreZenia, u masa na jednostke
dfugosci, natomiast b — szerokosé belki. Uwzgledniajac (2.1) sformutujemy zagadnienie
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w nastgpujacej postaci. Nalezy wyznaczy¢ taki uklad sy, ..., s, ktéry minimalizuje 1) §red-
nie przemieszczenie konicowe, 2) objeto$¢ belki V = /bh przy ograniczeniu, ze przemiesz-
czenia koficowe nie przekraczaja danéj wartoéci W,, 3) najwigksze przemieszczenie koni-
cowe. Mamy wigc trzy typy kryteriéw jakosci:

1

(2.2) Ty = [ i),

0
2.3) J, = V przy ograniczeniu wy(§) < W,,
2.4 J; = max wy(é),

0<sf<l

gdzie ws(£) oznacza przemieszczenie koncowe. _

Dla okre$lania przemieszczen stosujemy zasad¢ Tamuza (6). Zasada ta stwierdza, ze
w kazdej chwili czasu v przy$pieszenia rzeczywiste, wybrane z klasy przyspieszen kine-
matycznie dopuszczalnych sa punktami stacjonarnosci pewnego funkcjonat, ktéry w da-
nym przypadku ma postaé:

1 n
(25) - J = f—;'[“}(E, T)]zdg'_ Zm(fzn T)[WI(E’ T)]E=EJ-
’ 0 i=1

W (2.5) 1 w dalszym ciggu pracy

) . '
0 =505 0= 205 ety = Ulemtyro—emgroo

W pracy bedziemy stosowad - wskazniki i, J, k.
Umdwmy sig, ze jesli nie pokazano jakie warto$ci one przyjmuja, to i =0,..., 057 = 1,...
n—1; k=0,..,n-1.
W omawianym zagadnieniu warunki kinematyczne sa nastepujace:
1. warunek poczatkowy (wygodniej jest oznaczaé sq =0, 5,09 = 1)

(6 WE,0) =1 jedli £#s, E#1,
2. warunki brzegowe

2.7 W(si, 7) = .iv(l, 7) = w(s;, 7) = w(l, ) =0.

3. Okreslanie przemieszczen koncowych

3.1. Faza poczatkowa. Jak wiadomo (3), (4), przy dynamicznym odksztalcaniu belek
sztywno-plastycznych predko$é przemieszczenia jest odcinkowo-liniowa funkcja &. Na
~ rysunku 1 pokazano rozklad predkosci dla czgbci belki w przedziale s; < & < sipa-
Punkty 92i4+2(7), 2:41(7) odpowiadaja niestacjonarnym przegubom plastycznym. W pun-
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ktach tych bezwymiarowy moment zginajacy m = 1. Na podstawie rysunku 1 mozemy
zapisaé: '

E—5;
dla Si < < H
N2i+1—S; § S i
@G.1) w(, 1) = 1 dla 7341 < &< Nottas
E—s5;
— dla 70 € & < Sy
N2i+t2—Si+1

Wzér (3.1) zapewnia spelnienie warunku poczatkowego (2.6), jesli

B2 | N2i+1(0) = 55, 72142(0) = 544,

Rys. 1

Z (3.1) otrzymujemy rozklad przyépieszen
N2i+1 (7) (5i — &)

("72i+1—~5'i)2
(33) W, 1) = 0 , dla 7314y < & < Maivas

i piaa(9) (5100 = 6)
M2i42—Sit1)?

dla 5; < & < 1344,

dla 92442 < & < Si41.

Poniewaz w punktach & = 5, muszg istnie¢ stacjonarne, a w punktach & = 7,;,,(7),
& = m,142(7) — niestacjonarne przeguby plastyczne, mamy

(3.9 m(sy, ) = —1, mMaiy1, T) = M(Nai42, T) =1, m(1l, v} = 0.
Podstawiajac (3.3) do (2.5) i uwzgledniajac (3.4) otrzymujemy funkcjonat J w postaci

1 E Nais1 [ 12 ]
3.5 J = { ip— ———— |+
( ) Na2i+1— 51 M2i+1 N2i41—51

7'721+2 [ 12 . ]} 7:’2n+2
—TNa2i+2 {{—
Sit1

2
Nat+2—Si+1 L N2i+2— (M2n+2—Sns1)

Przy poszukiwaniu wartoci stacjonarnej dla ~(3.5) mozemy zauwazyé, zeJ = J(7y, ..., Nant2)-
Rzeczywiscie, z (3.1) 1 (3.3) wynika, Ze

L e
"(5 ) 772[+l (Si—f)
w T) = .
2 w2
P T —— dla iv2 < €< sy
N2i+2 Gisi—0) N2i+2 i+1

dla 51 € & < N3i41,

11*
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Mnozniki typu w?/(s;—&), wystepujace w ostatnim wzorze wykazuja, ze odpowiednie pole
przyépieszen jest kinematycznie dopuszczalne. Mnozniki te nie podlegaja wariacji w (2.5).
Poszukiwanie wartosci stacjonarnej funkcjonatu (3.5) prowadzi wiec do ukladu réwnan

rézniczkowych =0 (n=1,...,21n+2). Rozwigzujac ten ukiad i speiniajac warunki

d
Mn
brzegowe (3.2) otrzymujemy
Nap41(T) = Sk+1/12—7:’ Nak+2(T) = Sk+1“]/12—T-
"]2n+1('f) = 5n+1/12T, ‘7)2n+2(7) = 1_1/@-

Rozpatrzmy czg$¢ belki migdzy podporami s, i 5. W przedziale tym faza poczatkowa
ruchu konczy si¢ w chwili 7,, ktéra wyznacza si¢ z réwnania 7,4 (7)) = 9254 2(78).
Z uktadu (3.6) otrzymujemy

(3.6)

1 - |
T = %(Sk+l — 5%, oy = ?(Sk + 8%+ 1)

_ U—sy? . = stY2
6(3+2y2) To1+y2

3.7

n

gdzie o = 9zx41(70)-
Dla wyznaczenia przemieszczen mamy zwiazek (5):

T

(3.8) wE. ) = O+ [ W&, .

4l .
We wzorze (3.8) t*(&) oznacza bezwymiarowy czas w ktérym w przekroju x = &/ pojawia
sic przegub plastyczny. Funkcja ta ma postaé

SE-s? da s <E<a,

1
ﬁ(f'sk+1)2 dla o < &< 841,

39 7:(£) = 1
_,1,_2_(5_ S)? dla s < &<,
<1y da o, <é<I

Wykonujac catkowanie w (3.8) i uwzgledniajac (3.1), (3.6), (3.7) i (3.9) mozna wyznaczyé
przemieszczenia w dowolnej chwili poczatkowej fazy ruchu. Przemieszczenia koncowe tej
fazy sa

(3.10) W(E, ) = %(skﬂ—g)(g—s,‘) dla 5 < &< Sihts
. [‘1‘12-’(5—.9“) [S11—§+ 4(1——S'n—l] d]a Sn < § < Bny
W(E; Tn) ={ 1 2(2i+l/)2
| Lo {_14,—”"_ dl <e<l.
l 6 ( 5) E +V§ a oy
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Nalezy podkresli¢, ze czas w ktérym konczy si¢ faza pierwsza moze by¢ rézny dla réznych
czgscel.
3.2. Faza koncowa. W tej fazie ruch belki opisany jest predkosciami

Wi (T)
(3.11) w(t, 1) =

< dla 5 <§&< o,
i

-5
Wi ('L’) S'“ dla o < &< 5041,
i+1

gdzie w;(t) oznaczaja pewne poszukiwane funkcje czasu 7. Zalezno$¢ (3.11) pozwala
okresli¢ rozktad przySpieszen. Funkcjonal (2.5) ma w tym przypadku postaé

n—1

— L ") 2( - 8wk(T) } 2 (1 n) .1« 3+2l/2
J“g{G[“k(T)] (Sk+1 S_k)‘*‘ Sert—s, +[ ()% - 3G+ 21/2) +v "(T)*_l—s

Otrzymujemy stad uklad réwnan rézniczkowych na poszukiwane w;(7):

Wi(7) (Ser1—5)*+24 =0,
(3.12) . ) i,
wa(t) (1 —35,)2+33+2)/2) = 0.
Warunki poczatkowe dla uktadu (3.12) s3 nastgpujace:
(3'13) wk(Tk) = Tk, ".V;‘(Tk) = 17 K = O; s N

Zagadnienie (3.12), (3.13) ma nastgpujace rozwigzanie:

l 12(1‘ = Th)
wi(7) = =GBt~ 1) — -
(3.14) ' 2 C s

_33+2)2)

W,,(T) = ":12—(31“_ n) 7(1 s )2 ( 2 2

Czas trwania ruchu v = 0; w przedziale (s, s;4,) nalezy wyznaczy¢ z warunku w;(6;) =
=0.
Z (3.14) wynika, ze

(3.15) 61 =3'L','.

Po scatkowaniu rownania (3.11) z uwzglednieniem (3.7), (3.10), (3. 14), (3.15) otrzymujemy
przemieszczenia koncowe

st p G- E-s)  dla s < E<a,

1
O g == dla %< < s
(3.16) wi(®) =

1 (I—S")(fs—s")
- 2 - = dl n = < ns
ERPA 2(2+1/2) Pomsesa
L gy Umsd( dl £< 1
g 2<1+V2) tomseS
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Przemieszczenie koncowe dla przypadku jednej podpory dodatkowej pokazano na
rys. 2. Krzywa 1 odpowiada potozeniu podpory s = 0,54, druga s = 0,7.

30
w102

4. Optymalizacja polozenia podpér posrednich

4.1. Minimalizacja éredniego przemlieszczenia koncowego. Rozwazmy kryterium (2.2), ktore
przy uwzglednieniu (3.16) ma postaé

! n-1 .
7 8(1—s,)"
- J, = — i —5:)3 — .
“.1) . N TT [Zj_o Geems)' 4703 J
88 12

Warunkami koniecznymi na extremum funkcji (4.1) sa réwnosci

(s5=si-1)*= (41— 5)* =0,

_ 2
(42) (Su —Sn—l)2 - ﬂ—s’l—)’:’ = O
- 3422
Uklad (4.2) prowadzi do wyniku
(4.3) s = 3&-._ i
1+(Q2n+1))2

W przypadku n = 1 mamy s; = 0,54.
Ekonomig tego projektu wyrazamy ilorazem

1
-‘ Of w(&)dé

e, = —

1
[ wy(&)de
0

gdzie w,(r) oznacza przemieszczenie koficowe dla belki na dwdch podporach (w tym
przypadku w (4.1) mozna przyjac s; = 0). Warto§¢ e; wynosi

T Hrear 27



OPTYMALIZACJA POLOZENIA PODPOR 579

Z praktycznego punktu widzenia powyzszy wskaznik ekonomii wynikajacy z poréw-
nania belek o réznej liczbie podpdr jest o tyle znieksztatcony, ze nie uwzglednia kosztu
budowy dodatkowych podpdr. Uwzglednienie tego typu kosztéw wykracza poza ramy
niniejszej pracy. Mozna jednak poréwnywaé belke optymalna z belka o tej samej liczbie
podpdr ustawionych w réznych odlegtoéciach. W tym przypadku koszt budowy podpér
jest niejako wyeliminowany, a odpowiedni wskaznik ekonomii wynosi

8(3+2)/2) (n+1)°

b B+nGH2Y2)I [+ Qn Y2
Wielkosci e, i E, odpowiadajace kilku wartosciom »n podano w tablicy 1. Tablica ta
zawiera réwniez wspdlczynniki s 1 s', ktére w nastgpujacy sposob okreslaja wspdirzgdne
podpor poréwnywanych projektéw :

Sk = s(k+1), s, =50+,

Z tablicy 1 wynika, ze wielkos¢ E, przyjmuje wartosci bliskie jednosci. Oznacza to, Ze
$rednie przemieszczenie koncowe belki stosunkowo matlo zalezy od zmiany polozenia
podpor.

Tabela 1
n 1 2 |3 s s e
o | t
e 0,2121 0,0895 0,0491 0,0309 t 0,0213 l 0,0155
E, 0,9814 0,9832 0,9856 0,9877 ‘ 0,9892 i 0,9905
e, 0,4605 0,2991 0,2215 0,1759 0,1458 | 0,1245
E, 0,9210 0,8974 0,3860 0,8793 0,8748 l 0,8715
0,5000 0,3334 | 0,2500 0,2000 0,1667 | 0,1429
% ©0,5395 0,3504 0,2595 0,2060 0,1708 | 0,1459

4.2. Minimalizacja objetoscl belki przy ograniczeniu na przemieszczenta. Wyznaczamy wartosé
minimalna wysokosci belki przy warunku, Ze przemieszczenia koficowe nie przekraczaja
danej wartoéci W, (kryterium (2.3)). Wariacji poddawaé b@dznemy tylko wysokos¢ przy
stalej szerokosci.

W tym celu we wzorach (3.7), (3.14) i (3.15) zgodnie z (2.1) zastapimy w; —» W;ih?, 7, —
- t;h?, 0, — 3t;h%. Mamy zagadnienie nastepujace: znalezé minimum funkcjonalu
J, = h przy warunkach

1
2457 * (k1K) < Wy,

1 (1 ~5n)
31 3+2/2 <

Dla rozwiazania tego zagadnienia wprowadzamy funkcjonat

n-1
-3 1 (1 —sn)?
(4.5) J.=h+ ; to Ay [”2—4' (sj+1 — Sj)z - w*hz] + 4, [3(3+2]/2) W*h2 R

“.9)
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gdzie ;- > 0 oznaczaja niewiadome mnozniki Lagrange’a, takie, ze

1
(46) ]-J [54— (Sj+l —Sj)z—w*hz] = 0_

Minimalizacja funkcji (4.5) prowadzi do ukladu

A1 (=8 0)=25(s41—55) = 0,

@.7) B n(msw) — A A=)
. \‘ —ln(\n ¥ l) 3+2l/2 0,
(4.8) 12k ) 4w, = 0.

i=0
Z uktadu (4.7) 1 (4.8) wynika, ze we wszystkich zwigzkach (4.4) zachodzi znak réwnosci.

Rzeczywiscie, jesli na przyklad pierwsza nieréwno$é (4.4) ma postac

1
LY 5T < wh?,

J 100 h/1 ' ’ ' ’ T

Rys. 3

to zgodnie z (4.6) A, = 0iz (4.7) wynika, ze albo s; = 0 albo 4; =0(j =1, ..., n). Przy-
padek pierwszy jest nieuzasadniony z punktu widzenia [izycznego natomiast drugi po-
woduje niespelienie réwnania (4.8). Mamy wiec w (4.4) znaki réwnoéci. Teraz (4.4) jest
réwnowazne (4.2) i (4.3). Przy tym optymalna wysoko$¢ belki wynosi

h= {Y3W, [1+Qh+1)Y2)}*.

Zalezno$¢ wysokosci belki od W, dlan = 1,2, 3 pokdzano na rys. 3.
Ekonomi¢ ksztaltu okres§lamy wzorami e, = h/h, 1 E, = hfF, gdzie I jest wysokoscig
belki jednoprzestowej, a 2" — wysokoécia belki o n+1 réwnych przgstach. Zaréwno
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h, jak i B’ sa takie, Ze maksymalne przemieszczenia w obu belkach wynosi W,. Mamy
woéwczas

1+y2
L I+ Qh+ 12 2 = (At e

4.3. Minimalizacja maksymalnych przemleszezen kohcowych. Uwzgl@dnlenle (3.13)—(3. 16) po-
zwala przeksztatci¢ kryterium (2.4) do postaci

_ L 2 (1 _'S'n)z
“.9) Js = mfx{2_4(sk+l'_sk) > W}

Mozna oczekiwaé, ze funkcjonat (4.9) osiaga minimum, je$li maksymalne przemieszczenia
w przedziatach (si, 8k, ;) 5a sobie réwne. Mamy wiec

1 1 .

2—4(31“—31)2 = ——‘(Sj—sj-x)z,
(1 _Sn)z

3(3+21/2)

Ostatni ukiad jest réwnowazny (4.2), zatem rozwiazanie optymalne (4.3) odpowiada tez
kryterium (4.9).

1 2
2—4(6‘,,-—.8,,_1) .

5. Zakonczenie

~ W pracy rozwigzano zagadnienia wyznaczenia optymalnego polozenia uktadu dodat-
kowych podp6r belek sztywno-plastycznych obciazonych impulsem predkosci z uwagi
na minimum a) §rednich, b) maksymalnych przemieszczen koncowych, ¢) objgtosci belki
przy ograniczeniu przemieszczen koncowych. Wykazano, ze we wszystkich przypadkach
podpory dodatkowe maja te same optymalne poloZenia.

Autor pragnie podzi@kbwac’ Prof. A. Sawczukowj i mgr H. Stolarskiemu za okazang
pomoc i rady przy opracowywaniu pracy. -
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Peawome

OIITUMW3ALIVISE PACITOJIOXKEHMA JONONHUTELHLIX ONOP YIFYL
UMIIYJILCHO HATPYXXEHHOM XECTKO-IIJIACTUYECKOM BANKE

PaccmaTpuBaeTcst uaru® IKECTKO-TINACTHYECKOI GaNKK TOABCPYKEHHOH NeHCTBHIO MIHOBEHHOrO HA-~
JaNbHOrO MMIIyJbca. Bania maxonurcsi Ha n+2 Onopax, M3 KOTOPBIX ABE 3aKPENAIOT KOHLbI Gaiiu.
Pemrena 3afava OUPE/ENEHMsI PACIIONIONKEHHA JOTIONHUATENBHBIX ONIOD, IMPH KOTODOM OCTATOUHAIE IXpPO-
THOBL TPUHMMAIOT MHHHMATIBHbIE 3HAYeHUs. PaccMoTpeHa i oOpaTHaa 3afaua HAXOIXKACHUA MHHMMAJILHON
TONIHHB! GanKy OpH OPAHMUEHMHM Ha OCTATOWHEIE HPOrHoBLI.

Summary:

OPTIMAL LOCATION OF ADDITIONAL SUPPORTS IN THE CASE OF A RIGID-PLASTIC BEAM
LOADED IMPULSIVELY -

An impulsively loaded rigid-plastic beam resting on n+ 2 supports is considered. Two supports fix
the ends of the beam. Three optimization criteria are formulated. Optimal location of the additional supports
is found under condition that permanent deflection of the beam attains the minimal value.

The minimum volume problem is studied in the case of constrained deflections. It is found that the addi-
tional supports have the same optimal locations in the all considered cases.

IPPT
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Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 19 lutego 1978 r.



