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1. Uwagi wstcpne

Elementy konstrukcyjne (np. belki, plyty) obcigzone wylacznie sitami zewnetrznymi
lub wytacznie cigzarem wlasnym rzadko wystgpuja w praktyce; na ogdt sity masowe sta-
nowia dodatkowe obciazenie, ktore jest pewn m utamkiem obcigZenia zewnetrznego.
W wiekszoéci opublikowanych dotychezas prac, dotyczacych optymalnego ksztaltowania
belek (z reguly liniowo-sprezystych) sity masowe, zalezace od poszukiwanego ksztaltu
elementu, sg pomijane. W szeregu nowszych prac ([1], [2]) podj¢to probe znalezienia
optymalnego ksztattu belki wspornikowej, obcigZonej wylgcznie cigzarem wiasnym.
Niestety, przedstawione rozwigzania sa bledne. Poprawne rozwigzanie zagadnienia przed-
stawiono w pracy J. M. CherNA [3]; otrzymano je w oparciu o zasad¢ minimum wzajemne;j
energii potencjalnej R. T. SHIELDA { W. PRAGERA [4], waZnej tylko w przypadkach materiatu
liniowo-sprezystego. W pracy A. GAJEWSKIEGO [5] rozwigzano analogiczny problem opty-
malizacji ksztaitu belki wspornikowej, znajdujacej sie w niejednorodnym polu sil grawi-
tacyjnych (a wiec obcigZzonej tylko cigzarem wiasnym). Uwzgledniono réwnieZ nielinio-
woéé fizyczna materiatu, opisujaca materialy nieliniowo-sprezyste, sprezysto-plastyczne
lub pozostajace w stanie ustalonego pelzania. W pracy wyznaczono optymalne ksztalty
belki przy warunku wyréwnania naprezed, 1 warunku -ustalajacym ugigcie swobodnego
konfica belki. Wykazano, Ze we wszystkich badanych przypadkach, optymalny ksztalt
zalezy od postaci prawa fizycznego.

Prébe znalezienia optymalnego ksztaltu belki obciaZzonej sitami zewnegtrznymi i cigza-
Tem wlasnym podjeto w pracy A. GAIEWSKIEGO [6], w ktérej przedstawiono przyblizone
rozwigzania, otrzymane metodg malego parametru. Obliczenia przeprowadzono przy wa-
runku wyréwnania naprezen w skrajnych wiéknach belki oraz przy warunku minimali-
zacji ugiecia swobodnego kofsica belki. Zalozono przy tym, Ze cigZzar wlasny stanowi maty
utamek obcigZenia zewngtrznego.

W niniejszej pracy przedstawimy rozwigzanie analogicznego zagadnienia optymalizacji
ksztaltu belki wspornikowej, jednak otrzymany warunek konieczny istnienia ekstremum
rozwiazemy numerycznie dla dowolnego udzialu cigzaru wlasnego w obcigZeniu catkowi- .
tym. ’

* Praca wykonana zostala w ramach problemu weztowego 05.12 pt. ,,Wytrzymato$¢ i optymalizacja
konstrukcji maszynowych i budowlanych”, koordynowanego przez Instytut Podstawowych Probleméw
Techniki Polskiej Akademii Nauk.
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Uwzglednimy réwniez nieliniowoéé fizyczna matefialu, zakladajac nieliniows zalenogs
miedzy napre¢zeniem i odksztalceniem. Przyjete dalej nieliniowe, potegowe prawo fizyczne
pozwoli opisa¢ materialy pozostajace w stanie ustalonego pelzania [7], nieliniowe-spre-
zyste lub sprezysto-plastyczne (bez odcigZenia). W przypadku materiatéw pelzajacych,
w przyjetym prawie fizycznym symbol ,,&” oznacza prgdkoéé odksztalcenia (2), a ugiecie
kofica belki w(0) nalezy zastapi¢ predkoscig ugiecia (w).

2. Sformulowanie zagadnienia

W niniejszej pracy ograniczymy si¢ do rozwazania belek wspornikowych, o prostékat-
nym przekroju poprzecznym, wysokosci 22 i szerokoéci b, wykonanych z materiatu nie-
jednorodnego, opisanego potegowym prawem fizycznym:

o de

n~1
— & = ——, n— liczba mnaturalna
(O’O )-’ dar’ ?

o

0o

2.1)

£
)

w ktérym przyjgto, ze funkcje: e4(x) i 0(x) sa znane i okreslaja niejednorodno$é wytrzy-
malosciowa materialu. W dalszym ciagu pracy bedziemy opuszczali kropke nad &.

X dx,

Rys. 1

Punktem wyjécia do dalszych rozwazan bedzie podstawowa zalezno$¢ predkosci krzy-
wizny belki od momentu zginajacego (lub zalezno$é odwrotna), ktéra w przypadku prawa
(2.1) przyjmuje postaé [6]:

2n+1 " EQ(x)
2. % = -1 - n
(2.2) % ( - ) ) M*"sgnM,
gdzie M* oznacza bezwymiarowy moment:
N
. - [M(x)]
2.3 * = __'__
(2.3) M 2bh20o(x) .

Roéwnocze$nie zalozymy, ze belka obcigzona jest sitami rozlozonymi o intensywnosci
p(x), oraz, ze cigzar whadciwy belki jest réwny g(x) (rys. 1). Wéwcezas moment zginajacy
sktada sig. z dwdch czgéei: 1). skladnika pochodzacego od obciaZenia zewnetrznego oraz
2). skladnika zaleZznego od cigzaru wlasnego, a tym samym od poszukiwanego ksztaltu:

@4y . M) = My + | qOF Q) (x—0) 5,
0

gdzie: F(x) oznacza pole powierzchni przekroju poprzecznego belki (F = 2bh).
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Celem pracy jest znalezienie takiego sposobu zmiany wysokosci belki wzdluz dhagosci
h(x) (przy stalej szerokosci b), szerokosci b(x) (przy stalej wysokosci) lub wysokosci i sze-
rokosci (gdy sa do siebie proporcjonalne: b(x) = ah(x)), aby okreslona funkcja celu

przyjmowata warto§¢ minimalna, przy warunku ogramczajqcym ustalajagcym catkowity
CIQZaI' belki:

(2.5) fq(x)F(x)dx =W = const.
0

W dalszym ciagu ograniczymy si¢ do minimalizacji predkosci ugiecia swobodnego
konica belki. Pewne rozwiazania przy innych funkcjach celu otrzymano metoda malego
parametru w pracy [6].

Korzystajac ze wzoru (2.2) predkosé ugiecia konica belki mozemy wyrazi¢ nastepujacym
funkcjonatem:

!
(2.6) w(0) =(2”:1) f ‘9/;’((")) M* sgn Mx -

W dalszym ciggu zaloZzymy, Ze obcigzenie zewnetrzne ma taki sam zwrot jak ciezar wlasny,
tzn. ze moment nie zmienia swojego znaku i jest stale dodatni. Wobec tego we wzorach
(2.2)—(2.6) opuscimy znak modutu i przyjmujemy: sgnM = +1.

Jako parametr optymalizacji przyjmiemy pole powierzchni przekroju F(x), co pozwoli
ujednolici¢ tok obliczen dla wszystkich trzech wymienionych przypadkéw (zmiany' sze-

rokoéci, zmiany wysokoéci i przypadku gdy: b = «h). Po prostych obliczeniach funkcjonat
(2.6) mozna przedstawié w postaci:

@.7) w(0) = cf SofM” L

g Funty

w ktorej nalezy przyja¢ w poszczegdlnych przypadkach:
1. & = const., b = b(x) (zmienna szerokosc)

2n+1

u=1, »=0, C=( ) I+,

" 2. b =const., h = h(x) (zmienna wysokosc)

p=2 wv=1, C=_(2”};H

) 12bo) + 1.

3. b(x) = ah(x) (przekroje powinowate)

uw=32, v=1p2, C= (2”:1

) I(2a)n+Di2,
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3. Warunek konleczny istnienia ekstremum funkcjonalu (2.7)

W celu znalezienia ksztattu belki #(£), minimalizyjacego funkcjonat (2.7), przy izo-
perymetrycznym warunku ograniczajacym (2.5), utworzymy pomocniczy funkcjonat:

(LM
oo OT FBF

@3.1) T =

d£+11[1 fl q©F@&E-W|,
0

(A, — mnoznik Lagrange’a),
i obliczymy jego pierwsza wariacjg:

O’ Fyn+v+1

3.2) =C f foEM"- [nFaMi(ﬂn+v)M5F]d§+1'11 f qOFdE,
. 0
‘Obliczajac wariacje dM ze wzoru (2.4):

3
(3.3) OM = I* [ q(y) 6E(m) (£ —n)dy,
Q

podstawiajac ja do (3.2) i wykonujac catkowanie przez czesci, otrzymujemy :

1 1
2 n—1
0J% = C(n12 | %d&) ( [ gora) -
. & Q0

(3.4 _c(nlz fl %d&)( f Eandf)
§o
ofM

gdzie: £, i A, sa dowolnymi statymi.
Pierwsza wariacja funkcjonalu (3.1) jest zatem réwma zeru, gdy przyjmujemy, Ze stala
£y = 1 oraz gdy spelnione jest réwnanie:

. &
g M
6.5 [ =& dn+(un +)
i

goEM™ — 3
o gFREAEvEl T O
ktore stanowi warunek konieczny istnienia ekstremum funkcjonah: (3.1).

W celu uproszczenia zapisu, zmienno$¢ ciezaru wlasciwego belki ¢(&) opiszemy za
pomocg pewnej znanej bezwymiarowej funkcji K(£), moment zginajacy, pochodzacy od
obcigZenia zewnetrznego M, (&), za pomoca znanej funkcji m(€), pole powierzchni przekroju
za pomoca poszukiwanej funkcji @(£), oraz wprowadzimy bezwymiarowa staly € wedtug
nastepujacych zaleznoS$ci:

(3.6) q = 4oK(), M,= Myam(§)y, F= F,0(8), €= lquFolMpO'
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Wprowadzajac wyraZenia (3.6) do réwnan (3.5), (2.4), (2.5) otrzymujemy odpowiednio:

7
eo&[m(&)+e ({ K() D(n) (E—1)dn]"

&7 HRED @+ -
g\ L sl +e KO- g)ac] -
= el ,un+v)éf SHIBE)T 0= i
£
(3.8) M(E) = M, [m(@)+e [ K@) € ~myan],
| 1 y
- (3.9) Oj KE D@ =W, gdzie: W=,

A, — jest mnoznikiem Lagrange’a.

Uwiktane réwnanie catkowe (3.7) i warunek izoperymetryczny (3.9) pozwalaja na wyz-
naczenie poszukiwanego ksztattu belki @(£) i stalej «1,, przy czym rozwiazanie to moze byé
znalezione tylko na drodze numeryczne;j.

4. Numeryczne rozwigzanie zagadnienia

W celu rozwiazania zagadnienia postuzono sig¢ metodg kolejnych przyblizen, przedsta-
wiajac réwnanie (3.7) w postaci:
.1 D(E) = FIP ()],
w ktorej F oznacza pewien znany operator. :

Zakladajac funkcje @o(£) przyblizenia zerowego i podstawiajac ja do prawej strony
réwnania (4.1) otrzymujemy pierwsze przyblizenie; nastepne przyblizenia obliczamy ze
WZoru:

@.2) @yyy = FIOE)], i=0,1,2, ...,

przy czym jako kryterium zbiezno$ci rozwigzania przyjmujemy nieréwnosé :
Dy — Dy

4.3 [Piss =P < A

@3 . :

obowigzujaca dla kazdej wartodci £.
Ostatecznie réwnanie (3.7) przeksztatcono do postaci:
1

£
Em(&)+e [ DD E—myan)’ T

(44 D¢ = -
p  pmmre[oO@-0d]

Santv [Bm]
&

: . .
w ktdrej przyjeto, ze material belki jest wytrzymato$ciowo jednorodny i ma staly ciezar
whasciwy tzn.: &, = const., 0o = const., K(§) = 1. Réwnanie to w szczegélnym przypadku:

A+ n(n—£)dy
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m(f) =& p =1, »=0, n =1 przyjmuje posta¢ rOéwnania zamieszczonego w pracy
J. M. Cherna [3].

Obliczenia numeryczne przeprowadzono na maszynie CYBER 72; jako dane wejéciowe
programu przyjmowano: 1. bezwymiarowy cigzar belki W, 2. parametr € charaktery-
zujacy udziat ciezaru wiasnego w obciazeniu catkowitym (€ = 0 — belka obciazona tylko
silami zewnetrznymi, € — oo — belka obcigzona tylko cigzarem wilasnym), 3. parametr n
charakteryzujacy prawo fizyczne (7 = 1 — material liniowo-sprezysty, n — o0 — materiat
sztywno-plastyczny), 4. krok catkowania: A& (po wykonaniu testéw dokladnosci przyjeto:
A& = 0,01).

1 § ! i i i 10

1.0 -
@lﬁl/@(‘l)‘ RZE 7 T T i 6. -
€=b.n=
09}~ -
e=0. n-dowo!ne// 08
08}- / . 08 e=6.n=1
£=1. n=A /
87y ) 07
/. I .
0} ; 08~ i
//
05 05|~ -
€:=1,n=5 /
04/ - oul-
/
03 / ol i
/
ol // | sl |
oal- 4 . ) i
y/ , . 03

L | */eE Z x/1=§

0 01 02 03 0L 05 06 07 08 03 10 0" 01 02 03 04 05 OF 0‘47 35 5970
Rys. 2 Rys. 3

Stosowana metoda obliczed okazala sie wystarczajaco szybko zbiezna, co pozwolilo
na wyznaczenie poszukiwanego ksztattu z duza dokladnoscia. Przyjmujac np. 4 = 10-¢
funkcje @(&) otrzymano po o$miu iteracjach; wéwczas czas typowego przebiegu nie prze-
kraczal oémiu minut pracy procesora centralnego. '

Obliczenia wykonano dla belki o stalej wysokosci i poszukiwanym sposobie zmiany
szerokodci b(x), tzn. dla: 4 = 1 i» = 0, obciaZonej: 1. sita skupiong P dzialajaca na swo-
bodnym koficu (rys. 2, 3 1 4) i 2. sitami rozlozonymi o stalej intensywnoéci p(x) = const
(rys. 51 6). W obu przypadkach wyznaczono zaleznosci ksztaltu belki od parametru »
przy ustalonej wartosci € oraz zaleznosci od parametru € przy ustalonym n.

Na rys. 2 zilustrowano wptyw postaci prawa fizycznego (wyktadnika n) na optymalny
ksztatt belki zginanej sila skupiong i cigzarem wiasnym. Dla pordwnania mna rysunku
zamieszczono réwnieZ ksztalt belki zginanej wylacznie obciazeniem zewnetrznym; ksztalt
ten nie zalezy od postaci prawa fizycznego poniewaz minimalizacja ugigcia w punkcie dzia-
tania sily skupionej jest réwnowazna minimalizacji pracy sit gewnetrznych [6]. Podobny
charakter posiadajg krzywe przedstawione na rys. 3, przy czym mozna zauwaiyé‘, 7e przy
wigkszym udziale cigzaru wiasnego w obcigzeniu catkowitym wplyw wykiadnika n w prawie



OPTYMALNE. KSZTALTOWANIE 505

Wrggam T T

T T 0 T T T
e=1.n=1 Iz " 620, net
‘09 = 09~
’H ’ €=3.n=1 e=1,n=1
0.8 7 . 08"
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0.7 T 07|~ E
T €=1, n=100
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051 & CER . .
04— - Q4l- -
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o - 01|- -
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1 ' i N . .
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19 T T T -
BLEN/ 11 P ‘
09(-
N
0.8 . -
07|~ P
06|~ ’ €=6.n=1
0s|- ' -
0.4(~ £=6,n=15
03~
0.2~
04~ -
x/1=§

’ " 1 . H
0 0] 02 02 04 05 06 07 08 09 10
Rys. 6

fizycznym, na optymalny ksztalt jest znacznie mniejszy. Na rys. 4 zamieszczono wykresy
ksztattu optymafnych belek liniowo-sprezystych (n = 1) dla réznych wartoéci parametru €.
Uwzglednienie cigzaru wilasnego istotnie wplywa na ksztalt optymalny, przy czym wy-
kresy otrzymane dla wartoéci € > 10 praktycznie nie réznia si¢ od wykresu dla € = 10.

Podobny charakter maja rozwigzania przedstawione na rys. 5 i 6, dotyczace belki ob-
ciazonej sifami réwnomiernie roziozonymi. Dla poréwnania zamieszczono na rys. 5 ksztatt
“belki liniowo-sprezystej bez uwzglednienia ci¢zaru wlasnego (e = 0). Ksztatt ten zalezy od
wykiadnika n [6].
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PeawomMme

OTITUMAJILHOE (bOPMHWPOBAHWE KOHCOJIbHON BAJIKM HAI'PYXXEHHOM
BHEUWHHMH CHJIIAMH W COGCTBEHHBIM BECOM B YCJIOBUAIX
TION3YYECTU

OcoBuol Temoit paboThl ABJIAETCA ONTHMAIbHOE (POPMIPOBAHHE KOHCONIBHON BANKA € IPAMOYIons-
HbLIM TIONEPEUHbIM CEUEHHMEM, HADYI)KEHHON BHELIHUMYE paclpelenEHHbIMA CHIAMH, 4 TAKIKE CHIIaMK OT
coGereeHHoro Beca. Ofcy»KnaoTcest Gaikv HArOTORIEHHbBIE U3 MATEPHANA HEOZHOPOAHOTO IO COXPOTHB-
JIEHHIO, OTMCAHHOFO CTENEHHDLIM (DH3MUECKMM 3aKOHOM. OTOT 38KOH ABNAETCS CYIIECTBEHHBIM IS
MATEPHANOB B COCTOSIHHH YCTAHOBMBIUEHCS MOJI3YYECTH, HENHHEHHO-YIPYIUX HIH YIPYTO-TLIaCTHUHBIX.
B paGote oGHapyyKeHb! onrrviManbubie hopMp! GaJIOK C EpeMEHHOH UIHPHHON, HarPYIKEHHLIX COCPEe0To~
YEHHOI Ha IKOHIIE CHJIOI a TAKOKe CHIIaMK PaBHOMEDHO pachpeenEHHbIMHU C IIOCTOAHHON HHTEHCHBHOCTDIO -

HiccnenoBaHo Talke BIIMSAHHE II0Ka3aTeNsl ,,#° CTENEHHOr0 3aKOHA Ha ONTHManbHblE (DOPMBI.
Bonpoc pewéd ¢ HCIIONB30BaHUEM KITACCHUECKHX METOJOB BAaPHALOHHOTO HCYUCIEHMS, 8 Pe3yJIbTaThl
HYMEPUUECKHX PAacU&TOB MILIKOCTPHUPOBAILI Pa3JIMUHLIME DHCYHKAMH.

Summary

OPTIMAL DESIGN OF THE CANTILEVER BEAM LOADED BY EXTERNAL FORCES AND BY
ITS OWN WEIGHT IN CREEPING CONDITIONS

There was investigated the optimal design of the cantilever beam with rectangular cross-section, loaded
by the uniformly distributed external forces and by its own weight. There were taken into account beams
of the inhomogeneous material, described by the power physical law. This law works in the steady state
creep and for the materials non-lineary elastic and elastic-plastic. There were found the optimal shapes of
beams with varying width, loaded by the force acted on the end of the beam and by the uniformly distri-
buted force with constant intensity. There was also examined the influence of an exponent ,,n”” in the power
law on the optimal shape of cantilever beam. The problem was solved on the basis of classical variational
calculus. The results of numerical calculations are presented on numerous figures.
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Praca zostala zloiona w Redakcji 12 grudnia 1977 r.



