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- Oznaczenia

kartezjanski uklad wspélrzednych prostokatnych,
D = {(x1) x2) G-Rzle > 0, X2 E.R},

brzeg zbioru D, D = DuéD,

wektor przemieszczenia,

wektor obrotu,

sktadowe tensora naprezen silowych,
skladowe tensora napr¢zen momentowych,
wektor sit masowych,

wektor momentéw masowych,

state materialowe,

pochodna czastkowa wzgledem x;,
l a2 2?2 '
Vz:a—xf-}-Tt%’ K‘= (p1,1+¢z,z,
K@, 8) = {(xy, x2): x}+x} < 82},

klasa funkgji cigglych wraz z pochodnymi do rzedu & na B,
niesymetryczny tensor odksztalcenia,
niesymetryczny tensor skretno-gietny.

1. Wstep

Przedmiotem rozwazan beda miészane zagadnienia brzegowe dla pdlprzestrzeni spre-
zystej (opisujace zagadnienia szczelin w nicograniczonym o$rodku Cosseratéw lub za-
gadnienia kontaktowe) rozpatrzone w ramach liniowej niesymetrycznej teorii sprezystosci
[1]. Zalozymy, ze odrodek znajduje sie w drugim plaskim stanie odksztalcenia opisanym
przez wektory przemieszczenia u I"obrotu ¢ w postaci [2]

(1.1)

u(xla x2) = (O, O: U3), (P(x17 x2) = (‘pl; ‘Pz: 0)'

Réwnania réwnowagi w tym przypadku sa nastepujace:

(1.2)

[(y+E)V2_4a](P1 +(ﬂ+y—’3)k'1 +2au3'2+Y1 = 0,
[(y+e)V*—4a] g, + (B+y—o)k,a—20au;,; + Y, = 0,
() V2us F 20(p, 1 — 91,2) X5 = 0.
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Ze staneiﬁ odksztalcenia (1.1) zwiazany jest stan naprezenia o skladowych niezero-
wych:
013 = (u+ o)y, +209,,
Oy3 = (u+a)uz,,—209,,
O3y = (u—0a)us,; —200,,
O3z = (/,L—ot)u;.,_2+2q<p1,
Hi1 = (2:)’+ﬂ)¢1.1+19¢2.2,
Hi2 = (7+3)<P2.i'+(7"6)¢1,2,
P2z = 2y +B)@2,2+Bps.1s
pay = (V+ P12+~ €)@z,

(1.3)

]

__ B
M3z = —m(ﬂu + ph22),

2. Twierdzenie o jednoznacznosci

Rozpatrzmy mieszane zagadnienia brzegowe dla obszaru D oplsane przez.
a) ukiad réwnah réwnowagi (1.2),
b) warunki brzegowe w postaci

0130, x2) = fi(xz2) dla  |x,| <a,
(2;1) : u3(0, x3) = fo(xz) dla  |x;| > a,

2110, x3) = f3(x;) dla  x,eR,

#1200, x;) = fu(xz) dla  x,eR,

0:3(0, xz) = filx) dla |x| <a,
2.2) 4 us(0, x) = fo(x2) dla  |x;] > a,
#1100, x5) = f3(x2) dla  [x,| <a,
@100, x2) = falxz) dla  |x;| > a,
#1200, x;) = f5(x;) dla  x,€eR,

013(0, x2) = f1(x2) dla |x2| < a,
2.3) : u3(0, x2) = f2(x2) dla  |xz| > a -
#1100, x2) = f3(x;) dla x;€R,
#1200, x2) = folx2) dla x| <a,
@20, x2) = fs(xz) dla  |x,| > a,

lub

lub

lub
013(0, x;) = f1(xz) dla  |xif <a,
u3(0, x;) = fo(x;) - dla  |xz| > q,
4110, x3) = Sa(x2) dla” x| <a,
@10, x3) = falx) dla  |x3] > a,
. (2.4) p1200, x5) = f5(xz) dla  |x;| <a,

@200, x5) = fo(x;) dla  |xa] > a,
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¢) warunki wypromieniowania w nieskonczonosci

(2.5 alirp [ (pustpglde = 0,
T oK (o)A D
lub .
(2.6) lim wu3(x) = 0, lim ¢;x) =0, lim |x|o;(x) =0,
[x|—-t0 ) |x)—>+c0 (x>0

m [xipy=0, i,j=1,2,3, |x|=}x}+x2

fx|-+ 0

Mozna zauwazy¢é, Ze warunki lokalne (2.6) implikuja warunki catkowe (2.5) (w obecnej:
pracy nie bedziemy si¢ zajmowa¢ szersza dyskusja relacji pomigdzy lokalnymi i catkowymi
warunkami wypromieniowania w nieskonczonoéci). Rozpatrujemy réwniez

d) warunki w punktach (0, @)1 (0, —a) w postaci
(2.7) istnieje taka stala rzeczywista M > 0, Ze |uz] < M, o)) < M, (i = 1, 2) w D, [3}
lub [3]

lim f (o33 +pji9i)do = 0,
70" aR((0, a)rs) D

(2.8) ,
11m+ f (dj3us+ pip)de = 0.
ra—0 31?((0,a),r1)n1) .

O funkcjach X3, Y,, Y., /i, (i= 1,2, ..., 6) przyjmujemy, Ze istnieje dla nich roz-
wiazanie wyzej okre§lonych zagadniefi brzegowych w pdlplaszczyznie D, ktére spehnia
warunek '

u3’ q)l ) QZ € CZ(D)n CI(D—' {(05 a)’ (0, _a)})'

Niech {u3, @1, s} oraz {uy, ¢, ¢y} spelniaja réwnania réwnowagi (1.2), takie same-
warunki brzegowe (jeden z ukiadéw (2.1), (2.2), (2.3), (2.4)), identyczne warupki wypro-
mieniowania w nieskoficzonoéci oraz taki sam z warunkdéw (2. 7) lub (2.8).

Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

uy=wuy—uy, @i=g—¢/, i=1,2,
(2.9) V=YV, Hu= wi— i,
O = =0y, M= s
gdzie (na podstawie zwiazkéw geometrycznych i réwnan konstytutywnych dla drugiego
plaskiego stanu odksztalcenia [2]) oznaczono - :
: Yis = 173.1—6103‘_]31;, '
i = P>
(210) _ 03 = (p+ o)y +u—0ys;, Jj=1,2,
B = (y+ &)yt (y — )y + frtandi.-
Réwnania réwnowagi w naprezeniach dla wielko$ci z kreskami majg postat
G23—032+Hy1,1+H21,2= 0,
(211) O3y =013+, 1t l2z,2= 0,
: Gy3,1+023,2=0.



324 S. MATYSIAK, A. WACHECKA-SKOWRON

_ Rozpatrzymy teraz nastepujaca calke
(212) F= Af Ruyan Vs + 207 an Vasy + 2V%anHap + 267 Ky + BrrikaaldA,
gdzie A oznacza obszar
A= [DAK(O, 5)]—[Dn[?((0, a),r)]— [an((o, —a), r3)].
Wykorzystujac zwiazki (2.10), (2.11), (2.12) moZzemy napisaé
(2.13) F= f ((63u3), j + (1 P3), jldA — f [exji 01y Pr— g, Qi — 0y3, § tis] dA.
A 4

Druga z catek w (2.13) jest réwna zeru, co widaé na podstawie réwnani réwnowagi
(2.11). Pierwsza catke mozemy przedstawi¢ w postact

@14). F= [[Gpus+mndlndo = = [ (6137 +Rai @1 +AraBaldxa+
04 L

n ‘ o n
+ 5f [073%s + i pilnydp+ry f (0313 + p @inyde, +"2f [0j3 %s+ W @il nydepa,
0 0 1]
gdzie
L=1[-06,—a-r]ul—a+r,,a~r]ula+r,, d],
a pozostale oznaczenia sa podane na rys. 1.

-a

Tk N Wy T
\\ //
\ 5 /
\ /
AN
//

~_ |

X3

\)
Rys. 1

Zalézmy, ze spelnione sa warunki (2.8) i niech ¢ — o oraz r, — 0+, 7, — 0+, Wtedy
pierwsza catka we wzorze (2.14) (po L) réwna sig¢ zeru (gdyz wielkoSci 4,, 9, 03, 4y
spelniaja warunki brzegowe (2.1) lub (2.2) lub (2.3) lub (2.4) —gdzie f;=0,i=
= 1,2, ..., 6). Z przyjecia warunkéw wypromieniowania (2.5) lub (2.6) wynika, ze druga
z calek w (2.14) znika. Trzecia i czwarta catka w (2.14) sa réwne zeru na podstawie (2.8).
Otrzymali§my wiec, Ze ‘ :

(2.15) F=0.

Zalézmy teraz, ze spetnione sg warunki (2.7). Oznaczmy przez
@16)  S()=r [ Gpuls+ G dp+r [ Gl +pin@dnydp =
0 0

= f@ﬁs + B ponde.
Cr
gdzie C, = (3K((0, a), r)n D) U (3K((0, —a), r)n D).
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Moina zauwazyc, Ze
(2.17) fin = Cf (Psus+5i@)do,  gdzie  Fa=Gyamy, S = fumy.
Dla skrécenia zapisu wprowadzimy oznaczenie
(2.18) W= %[2#7«3))7(:3)+20‘7<i3>)7<t3>+7~V§<u>§<ij)+28§<ij> iyt Brur].-

Mozemy wtedy napisaé, ze (podobnie jak w [4])

(2.19) f)=2 [Wdd— | @pus+Epdmdo.
;1 (71?(0,6)(\-5

Obliczajac pochodna funkcji f otrzymujemy

(2.20) : f0)= -2 [wis <0
Cr

co oznacza, ze funkcja f jest monotonicznie malejgca.
Wykazemy teraz, Ze istnieje taka stata ¢ > 0, dla ktdrej spetniona jest nieréwno$c:

(2.21) A< e/ =1 (r).
Widzimy, Ze

222)  |f0)l = l / (FaTha +517)do| < J s +5ipldo < [ petaldo+
+ flsmdc fl/pspsl/uausdo+ fl/SzStl/%‘de"
(Jrupoae)™( [mmae ™+ ( [s " [ <
Cr Cr Cr

< SM]/,E[( fﬁSZ’_B a’o‘)ll2 +( f@z@zda)lﬂ] )
G Cr

bo [Us] = luz—uy| < |uj]+ |1y | < 2M, analogicznie |§,| < 2M, |7,| < 2M, a [ do = 2ar.
ol

Dalej mamy
(2.23) [ 5spsdo = f Gy3 1y Ga 10 < f ,30,3do,
Cr
fSiSidO' = f‘uﬂnj,uk,nkdo‘ f‘uﬂ‘ujldd
C' .
a wiec ’

1
229 f(PsPs +5:8)do < f(“]sajs + gy do < =3 ded =~ 2k2f’(r)’
Cr

gdzie wykorzystano dodatnig okreélonoéé W, tzn. istnienie takiej stalej k > 0, ze W(ojs,
By)) = k*(0y30)3 + i) dla wszystkich x € D.

4 Mech, Teoret. i Stos. 3/78
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Z powyzszych nieréwnofci wynika, Ze

(225) | J7pse) " < ]/ JFpsrs5)a0 < ]/ Sl 0,
( [ 5isido] 1/ [ (33Fs +5i5)do < ]/ /O,
Cr

czyli .

(226) ( f P3Ps a’o)”2 +( f Emdo)llzs 2]/— 2,162f’(r).

r

Funkcje f moZemy wigc oszacowaé w nastepujacy sposdb

2.27) A< SMVE-Z]/—- 2112 f'(r) = SIJEI ]/——anf’(r),

istnigje wigc stata c(c = %]/ﬁ:r—z), 26 1S < eV =rf(r).

Mozna pokazad, ze poniewaz funkcja f(r) jest monotonicznie malejgca oraz speiniony
jest warunek (2.21), to limf(+) = 0 (dowéd w [4]). Oznacza to, ze we wzorze (2.14) przy
r—0+

zalozeniu (2.7) calki trzecia-i czwarta sa réwne zeru. Poniewaz wielkoSci us, @y, 03, ti
speliajg warunki brzegowe (2.1) lub (2.2) tub (2.3) Iub (2.4) — gdzie f; = 0, to pierwsza
catka w (2.14) znika. Przy zalozeniu, Ze § — co zaréwno z warunkOw (2 5) jak i (2. 6)
wynika, 2e druga catka w (2.14) jest réwna zeru, czyli F = 0.

Poniewaz F jest forma kwadratowa dodatnio okreSlong (wzér (2.12)), to (2.15) jest
réwnowazne  warunkom: '

(2.28) Yi3=0, w%y=0 dla xgebD.

Z (2.28) i (2.10) wynika, Ze
(2-29) ’ ) 553 = 0, ﬁij = 0.

Na podstawie (2.28), (2.29) i (1.3) mozna sformulowaé nastepujace twierdzenie:

Zagadnienie brzegowe dla obszaru D sformulowane przez réwnania réwnowagi (1.2),
warunki brzegowe (2.1) lub (2.2) lub (2.3) Tub (2.4), warunki wypromieniowania w nies-
konczonoéei (2.5) lub (2.6) oraz warunki (2.7) tub (2.8) jest jednoznaczne wzgledem na-
prezen i odkszialceri ajs, iy, Yiss %€ CH(D) n C(D—{(0, a), (0, —a)}).
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Peawome

OB OJHO3HAUHOCTH PEMEHUN CMEIIAHHBIX KPAEBBIX 3ADAYU
JJIsT MUKPOIIOJIAPHOI'O TIONIVIIPOCTPAHCTBA

B paGore pacCMOTpeHa ORHO3HAUHOCTL pelueHMi B obacTi D= {(xy,x2) €R%; x4 > 0, x; € R}
A CHCTEMBb! yPAaBHEHMH PaBHOBECUA «(BTOPOTON IIOCKOro xedopMHPOBAHHOTO COCTOSHMS JHHCHTHOK
HECUMETPHUHOM TEOPAH YIPYTOCTH CO CMEINAHHBIMU KPaeBLIMM YCIOBUSME B Kiacce QyHKImi
C*(D) n CH{D— {0, a),(0, @)}).

Suin-mary

ON UNIQUENESS OF SOLUTION OF MIXED BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR
A MICROPOLAR HALF-SPACE

In the present paper the problem of uniqueness of solutions is considered for a system of equilibrium
equations of the second plane state of strain of the linear micropolar elasticity in the case of a mixed boun-
dary value problem defined in the region D = {(x,, x2) € R?*; x, = 0, x, € R).

INSTYTUT MECHANIKI
UNIWERSYTETU WARSZAWSKIEGO

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 12 sievpnia 1977 r.
Pornownie 13 marca 1978 r.

4"



