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' Oznaczenia

x  a  (Xi,x2,x3)  kartezjań ski  ukł ad  współ rzę dnych  prostoką tnych,

D  =  {(*! ,  x2)  e R1:  Xi  >  0, x2  e  R},

8D  brzeg  zbioru  D,  D  =  Dv8D,
u  wektor  przemieszczenia,
<p  wektor  obrotu,

dii  skł adowe  tensora  naprę ż eń  sił owych,
fiij   skł adowe  tensora  naprę ż eń momentowych,

X =  (0, 0, X3)  wektor  sił   masowych,
Y  =   (Yt,Y2,  0)  wektor  momentów  masowych,

a»  Ĵ> y»  £> A*  stałe  materiał owe,
df

/ .i  =  pochodna  czą stkowa  wzglę dem  X\ ,
8xt  ,

82  d2

V2  K  +
8x1  8x1

K(0,ó)=  {{Xl,x2y.x\+xl<  <52},

Ck(B)  klasa funkcji  cią gł ych wraz z pochodnymi do rzę du k na B,
fu  niesymetryczny  tensor  odkształ cenia,
Xij  niesymetryczny  tensor  skrę tno- gię tny.

1.  Wstęp

Przedmiotem rozważ ań  bę dą  mieszane zagadnienia  brzegowe  dla pół przestrzeni sprę-
ż ystej  (opisują ce  zagadnienia  szczelin  w  nieograniczonym  oś rodku  Cosseratów  lub  za-
gadnienia kontaktowe) rozpatrzone w ramach liniowej  mesymetrycznej  teorii  sprę ż ystoś ci
[1]. Zał oż ymy, że oś rodek znajduje  się w  drugim  pł askim stanie odkształ cenia opisanym
przez wektory przemieszczenia u f obrotu cp w postaci  [2]

(1.1)  u ( xl 5 x2)  =   (0, 0, Us), <p(x1,x2)  =  (<pi,  <p2, 0).

Równania równowagi  w tym przypadku są nastę pują ce:

[(y + e)V2- 4a]q)1  + (^+y- e)k,1+2au3t2  + Y1  = 0,

(1- 2)  [ ( y + e) V 2 - 4 a ]( ? 2 + (/ 3+ y- e)fci2- 2aM3>1 +  ̂ 2 = 0,

=   0.
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Ze stanem  odkształcenia (1.1) zwią zany  jest  stan  naprę ż enia o składowych niezero-

wych:

*3i  -   ( / i - a )u3 t l - - 2ac>2,

ft

2.  Twierdzenie o jednoznacznoś ci

Rozpatrzmy mieszane zagadnienia brzegowe  dla obszaru  D opisane przez:
a) układ równań równowagi  (1.2),
b) warunki  brzegowe  w postaci

Ci3(0, * 2)= / i(x2)  dla  |x2 |< a,

«3(0,x2)= / 2fe)  dla  \x2\  > a,

fin(P> x2) =  f3(x2)  dla  JC2 e R,

/ "ia(0, »2) -  Afe)  dla  x2 e /?,
lub

<*i3(0, Xj) = / i t e)  dla  |x2| < o,

«3(0, #3) = / 2 t e)  dla  |x2| > a,

= / 3t e)  dla  |*2| < a,
=   Ate)  dla  |x2| > a,

/   = / 5t e)  dla  x2 e i?,
lub

tfi 3(0, JC2) = At e)  dla  fjcal  < a,

«s(0,Xa)= Ate)  dla  \x2\  > a,

Pi 1 (0. ^2) = A  fe)  dla  x2 e R,

/*i2(0> JC2) = At e)  dla  |x2| < a,
c)2(0, x2) -  A t e)  dla  |A;2I  > a,

lub
0- 13(0, X2)=  At e)  dla  | * 2 | < o,

"3(0,^2)=  At e)  dla  |x2| > a,

^u(0,x2)= Ate)  dla"  |xa|<a,
dla  | * a | > « i - .

(  3  ^ ( 0x2) = At e)  dla



O  JEDNOZNACZNOŚ CI  MIESZANYCH  ZAGADNIEŃ  BRZEGOWYCH  323-

c)  warunki  wypromieniowania  w nieskoń czonoś ci

li m  /   •  (tfJ3M3+/«/»9».-l  ^o1 = 0,

lub

(2.6)  lim  K 3(X) = 0,  lim  q>t(x) = 0,  lim \x\ (rJ3(x) = 0,
| x| - ++oo  | x| - H- co  | x| - *- +oo

lim  \x\ptJ  = 0,  i,j=   1,2,3,  |x| =   \ / xl+x%.

| |   +
Moż na zauważ yć, że warunki  lokalne  (2.6) implikują   warunki  całkowe (2.5) (w obecnej;

pracy  nie bę dziemy się  zajmować  szerszą  dyskusją   relacji  pomię dzy  lokalnymi  i cał kowymi
warunkami  wypromieniowania  w  nieskoń czonoś ci).  Rozpatrujemy  również  "

d)  warunki w punktach (0, a) i  (0,  —a) w postaci

(2.7)  istnieje  taka  stała  rzeczywista  M > 0, że  |«3|  < M,  \<pt\   < M, (i = 1,2) w D, [3]i

lub  [3]

J  (.<tj3

(2.8)  .
lim  J  (dj3U3+fiji<p^da  = 0.

O  funkcjach  XSi Yi,Yitft,  (t »  1,2,  ..., 6) przyjmujemy,  że  istnieje  dla nich  roz-

wią zanie  Wyż ej  okreś lonych  zagadnień  brzegowych  w półpłaszczyź nie D,  które  spełnia.

warunek

«3, Vi, <P2 e C2(D)nCl(D~{(0,   a),  (6,  - a ) }).

N iech  {«3, <p[,  fź }  oraz  {«'3', <pi', cjj } spemiają   równania  równowagi  (1.2), takie same-
warunki  brzegowe  (jeden  z ukł adów  (2.1),  (2.2),  (2.3),  (2.4)), identyczne warunki  wypro-
mieniowania w nieskoń czonoś ci  oraz taki  sam z warunków  (2.7) lub  (2.8).

Wprowadzimy  nastę pują ce  oznaczenia:

u3  =  ui- u'J,  ę i =  <p't- <p't,  i=   1,2,

(2.9)  Yjt- Yjt- Yjl,  MJI- =  x'ji- xj'i,

on -   a'ji- a'/ i, "fa -   P)t- / 4i,

gdzie  (na podstawie  zwią zków  geometrycznych  i  równań  konstytutywnych  dla  drugiego-
pł askiego  stanu  odkształ cenia  [2]) oznaczono -

(2.10)  %»- Sw. _
°  =  (" + a)y  + ( u - a ) y3 j J  7 =   1,2,

Równania równowagi  w naprę ż eniach dla wielkoś ci z  kreskami  mają   postać

o :23- ff32+ j"n , i+ ^2i.2= 0.

(2.11)  ffM   ~^13 + i"l2.1 +/<22.2 = 0,
= ' 0 .
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Rozpatrzymy teraz nastę pują cą  cał kę

(2.12)  F  =  J  [2/My(i3)>'(i3)+2a7<(3>y<;(:
A

gdzie  A  oznacza  obszar

^  =  [D nK(0,  <5)]- [i)nJK
:((0, fl), r1)]- [D nZ((0,  - a ) , r2) ] .

Wykorzystując  zwią zki  (2.10),  (2.11),  (2.12) moż emy napisać

(2  13̂   F  -   \   I(pj3 U3) > j  + wi  <Pi) > MA  —
A  A

Druga  z  całek  w  (2.13) jest  równa  zeru,  co  widać  na  podstawie  równań  równowagi

(2.11). Pierwszą   całkę  moż emy przedstawić w postaci

(2.14)  .  F=  j  \aj3u3+]j,ji^i\njda   =~  —  J  [o
SA  L

5J
gdzie

L =  [- <5, - a- r2]u[- a+r2,a- ri]u[a+r 1>  d],
a  pozostałe oznaczenia są  podane na rys.  1.

- a  a

\

\

\

\

\
\

Xl

I
\   /
V

Rys.  1

Załóż my, że spełnione są   warunki  (2.8) i niech  d  - *•   oo oraz  rt  - * 0+, r2  ~+ 0+ .  Wtedy
pierwsza  cał ka  we  wzorze  (2.14)  (po  L)  równa  się   zeru  (gdyż  wielkoś ci  w3,  q)t, aj3, / J,J

spełniają   warunki  brzegowe  (2.1)  lub  (2.2)  lub  (2.3)  lub  (2.4) —  gdzie  ft  •» 0, i —
=   1,2, ..., 6). Z przyję cia  warunków  wypromieniowania  (2.5) lub  (2.6) wynika,  że  druga
z całek w  (2.14) znika. Trzecia i czwarta  cał ka w  (2.14) są   równe zeru na podstawie  (2.8).
Otrzymaliś my  wię c,  że
(2.15)  ^ = 0 .

Załóż my teraz, że spełnione są  warunki  (2.7). Oznaczmy przez

(2.16)  / (r)  =   rj  (ffj3u3+]ijifi)njdf   +

_  _

gdzie  Cr  =   (8K((Q, a), r)nD)\ j(BK((0,  - a),  r)r\D).
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Moż na  zauważ yć, że

(2.17)  f(r)«*  J (p3U3+Się t)da,  gdzie  ^ 3  = 073 «/,
Cr

Dla  skrócenia  zapisu  wprowadzimy  oznaczenie

(2.18)  W -   yt2/ «y(ł 3)ni

Moż emy wtedy napisać, że (podobnie jak w  [4])

(2.19)  ftr)^ j  _  J
A  BK(p,i)nD

Obliczając  pochodną   funkcji  /   otrzymujemy

(2.20)  •   / ' ( / ' )=   - 2
Ć r

co oznacza, że funkcja  / jest  monotonicznie maleją ca.
Wykaż emy  teraz, że  istnieje  taka  stała  c > 0, dla której  spełniona jest nierównoś ć:

(2.21)  \ f(r)\<cy/ - rf'(r).

Widzimy, że

(2.22)  1/001

J
Cr  Cr

J

C  C

bo |«3| =   |M 3- «3 ' |  < |«3| + |w3'| < 2M, analogicznie  \q>i\  ^  2M, \<pz\  < 2Af, a /  da = 2nr.
cr

Dalej mamy

yjŁ.Z- i)  I  p3p3u(t  =  I   cr.*3njCffcsiiię da  ^  i  aj3&j3dat

Cr  Cr  Cr

J  SiSfda• =  I  / Ajinjfikinię dcf  ^  J / j,ji/ Xjidcf,
Cr  Cr  .  Cr

a  wię c

Cr

gdzie wykorzystano  dodatnią  okreś loność W,  tzn. istnienie takiej  stałej k > 0, że
Ź f/i) >. k2(<Jj30j3 +/M/j/«/i) dla wszystkich x eX>.

4  Mech.  Teoret.  i  Stos. 3/78
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Z  powyż szych  nierównoś ci  wynika,  że

(2.25)  (
C  U/2  /   f '  /   1

J PsPz da)  < 1/   J (p3P3+SisOdct < 1/   - - ^ p/  (0,

Si St

c,

czyli

/   r  \- i/z  /   c  \ i/ 2  /   1
(2.26)  ( J PsPzdo)  4-  ( J  s,s,do)  <  2 1/   - —- / ' C ).

Funkcję / moż emy wię c oszacować w nastę pują cy  sposób

(2.27)  |/ (0!-  <  Wyfc?  •  2 " |/   - f(r)   -   M-   ]/

( gjyf  /   \

c =  —r~y2nL  że  |/ (r)| <  cy—rf'(r).
Moż na pokazać, że ponieważ  funkcja/ (r)  jest monotonicznie maleją ca  oraz spełniony

jest  warunek  (2.21), to  lim/ (r) =  0  (dowód  w  [4]). Oznacza  to, że we  wzorze  (2.14)  przy
r~>0+

założ eniu  (2.7) całki  trzecia  i  czwarta  są   równe  zeru.  Ponieważ  wielkoś ci  M3,c>f, ff/ 3, Jiji

spełniają   warunki  brzegowe  (2.1)  lub  (2.2) lub  (2.3) lub  (2.4) — gdzie/;  == 0, to  pierwsza
cał ka  w  (2.14)  znika.  Przy  założ eniu, że  <5 - >•  oo  zarówno  z  Warunków  (2.5)  jak  i  (2.6)
wynika,  że druga  cał ka w  (2.14) jest równa zeru, czyli  F  =  0.

Ponieważ  F  jest  formą   kwadratową   dodatnio  okreś loną   (wzór  (2.12)),  to  (2.15)  jest
równoważ ne  warunkom:

(2.28)  yi3  =  0,  «y  =  0  dla  x e D .

Z  (2.28)  i  (2.10)  wynika,  że
(2.29)  ai3  =  0,  Jiij =  0.

N a  podstawie  (2.28), (2.29) i  (1.3) moż na sformułować nastę pują ce  twierdzenie:
Zagadnienie brzegowe  dla  obszaru  D  sformułowane przez  równania  równowagi  (1.2),

warunki  brzegowe  (2.1)  lub  (2.2)  lub  (2.3)  lub  (2.4), warunki  wypromieniowania  w  nies-
koń czonoś ci  (2.5)  lub  (2.6)  oraz  warunki  (2.7)  lub  (2.8) jest jednoznaczne wzglę dem  na-
prę ż eń  i  odkształ ceń  oy3) /M y, yta. iWyeC1^)  n  C(D- {(0,  a),  (0,  - a)}).
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P  e 3 io  M e

OB  O^HO3HAHHOCTH  PEIIIEHHia  CMEIHAHHBIX KPAEBLIX
JJJlfl MHKPOnOJiaPHOrO  riOJiynPOCTPAHCTBA

B  pa6oTe  paccMOTpeHa  OAHO3HaMH0CM>  penreHirii  n  oSnaciH   D  =   {(xu  x2)  e R2;  x± >  0,  x2  s  R}
CHCTeMbi  ypaBiieimn  paBUOBecnn  «BToporo»  nnocKoro  «ediopMHpoBaHHoro  COCTOHIIIW  JIHHCHHOH

Teopiin  ynpyrocTH  co  cMeroaHHHMH  KpaeBMMH  ycjioBHHMH  B  Knacce  djymcDiHH
- {( 0,  fl),(0,  a)}) .

S  u m m a ry

ON  UNIQUENESS  OF  SOLUTION  OF  MIXED  BOUNDARY  VALU E  PROBLEMS FOR
A  MICROPOLAR HALF- SPACE

I n  the present paper the problem of  uniqueness of solutions is considered for  a system of equilibrium
equations of the second plane state of strain of  the  linear micropolar elasticity  in the case of a mixed boun-
dary value problem defined  in the region D  =  {(xt,  x2)  e R2:  xt  >  0, x2  e  R).
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