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1. Wstęp

Jedną   z charakterystyk  ukł adu  mechanicznego jest macierz podatnoś ci dynamicznych,
której  elementy  stanowią,  w  opisie  wielowejś ciowych  ukł adów  mechanicznych,  funkcje
odwzorowują ce  harmoniczne zmienne przepł ywowe  / - tego  wejś cia  w  zmienne  biegunowe
y- tego  wyjś cia.  Znane są   róż ne metody wyznaczania  funkcji  podatnoś ci dynamicznej. Me-
tody  klasyczne  wymagają   zawsze  opisu  analizowanego  ukł adu  w  formie  równań  róż nicz-
kowych  [1, 2,  3]  i przez  to  stwarzają   okreś lone  trudnoś ci w  sformułowaniu  zagadnienia
dla  przygotowania  programu  na  maszynę   cyfrową .  Metody  niekonwencjonalne  umoż li-
wiają   opuszczenie etapu ukł adania równań  róż niczkowych.  W pracach  [4, 5] podano spo-
sób  wyznaczania  funkcji  podatnoś ci  dynamicznych  ukł adów mechanicznych przy  uż yciu
grafów  i  liczb  strukturalnych.  W  pracy  [6]  rozpatrzono  zagadnienia  analizy  górniczego
ukł adu  wycią gowego  przy  zastosowaniu  macierzowych  grafów  przepływu  sygnałów1'.
Uzyskany  w  niej  graf  może  być  podstawą   wyznaczania  charakterystyk  dynamicznych
przyję tego  modelu, w  tym  także  funkcji  podatnoś ci. Zastosowanie  tego grafu  do  oblicze-
nia  macierzy  podatnoś ci jest  jednak  utrudnione z  uwagi  na  istnienie  pę tli2'. Złoż oność
obliczeń  moż na uproś cić, jeś li  do  wyznaczania  macierzowego  grafu  przepływu  sygnałów
zastosować  metodę  fikcyjnych  ź ródeł   zmiennej  biegunowej.  W  niniejszej  pracy  przedsta-
wiono tę  metodę, a na przykł adzie górniczej maszyny wycią gowej pokazano sposób  wyzna-
czania  funkcji  podatnoś ci  dynamicznej.

2. Metoda  fikcyjnyc h  ź ródeł   zmiennej biegunowej

Podstawą   tej  metody  jest  teza,  że  swobodny  ukł ad  mechaniczny  moż na  modelować

grafem  biegunowym  X  posiadają cym  gał ę zie  wymuszenia,  które  reprezentują   fikcyjne
oo

ź ródła  zmiennej biegunowej.  Ponadto w metodzie  tej  korzystano  z  transformacji  grafu  X
oo

w  graf  przepł ywu  sygnałów  [4,  6,  7].

1}  Macierzowym grafem przepływu sygnałów nazywamy  taki graf, którego transmitancje  (przyporzą d-
kowane gał ę ziom) i zmienne (przyporzą dkowane wierzchołkom) są  macierzami.

2)  Por. rys. 6  [6].



226 J.  Ś WIDER, J.  WOJNAROWSKI

Rozważ my  ukł ad  mechaniczny o n  stopniach  swobody.  G raf  takiego  ukł adu  [4, 8, 9]
przyjmie  postać jak  na  rys.  1.  Zgodnie  z  definicją   grafu  biegunowego,  każ dej  krawę dzi
przypisana jest para zmiennych wielkoś ci  fizykalnych,  czyli  istnieje  dla grafu  przyporzą d-
kowanie

gdzie  i S  jest  zbiorem  zmiennych  biegunowych,  np.  zbiorem  przemieszczeń,  2S  jest
zbiorem  zmiennych przepływowych, np. zbiorem sił , 2f  jest funkcją   przyporzą dkowują cą.

Rys.  1

Jeś li  przekształ cimy  graf  X  tak,  że  drzewo  Lagrange'a  (rys.  2a) zastą pimy  drzewem

z. multigał ę ziami  (rys.  2b),  to uzyskamy  graf z «multidrzewem  Lagrange'a».  Każ dej  z  ga-
2  1

ł ę zi   2x  multidrzewa  przyporzą dkowano  parę   zmiennych  [ ts,  2s],  a  każ dej  z  gał ę zi   2x  —
tylko  zmienną   biegunową   ts.

a]

! /  , ,

Rys.  2

Zmienne biegunowe  x Ą  przyporzą dkowane gał ę ziom multigał ę zi (2 x, 2 x)i,  (i =  1 4-  n) są
sobie  równe, ponieważ gał ę zie te rozpię te są  na parze tych samych  wierzchoł ków  (yX0,  yxi).

1

Gał ę zie  2Xi,  (i =  1 T  n)  traktować  bę dziemy  jako  fikcyjne  ź ródła  zmiennej  biegunowej,
1

a  utworzone  z  nich  drzewo  X  nazwiemy  «drzewem  fikcyjnych  ź ródel»  zmiennej  biegu-

nowej. Tak uzyskany graf  X,  czyli graf z multidrzewem Lagrange'a  X,  stanowi  podstawę

do  przeprowadzenia  transformacji  ukł adu  w  macierzowy  graf  przepł ywu  sygnałów.  Sto-
1

sując  procedurę  podaną  w pracy  [6] i przyjmując  jako  drzewo  tworzą ce —  drzewo X,  uzy-



METODA  FIKCYJNYCH  Ź RÓDEŁ  ZMIENNEJ BIEGUNOWEJ  .  227

skujemy  macierzowy  graf  przepł ywu  sygnałów  (rys.  3). Dzię ki przekształ ceniu grafu  bie-
i  ,

gunowego  do grafu  z multidrzewem Lagrange'a X  uzyskujemy  graf  Xa, w którym wszystkie

krawę dzie  reprezentują ce  rzeczywiste  elementy  ukł adu  mechanicznego  są   cię ciwami,
a  wię c  należą   do  przeciwdrzewa  X.  Uzyskany  przez  transformację   graf  przepływu  sygna-
łów redukuje  się  wtedy  do ś cież ki prostej, zawierają cej  trzy ł uki  (rys. 3), w której:

W  - BT

'  1  '

Rys.  3

,S  oznacza  macierz  wierszową   fikcyjnych  ź ródeł  zmiennych  biegunowych,
o

i S  —  macierz  wierszową   zmiennych  biegunowych  cię ciw,

2S  —  macierz  wierszową   zmiennych  przepływowych  cię ciw,

2S  —  macierz  wierszową   zmiennych przepływowych  odpowiadają cych,  w  reprezen-

tacji  dualnej,  fikcyjnym  ź ródł om  zmiennych  biegunowych,

W  —  diagonalną   macie'rz  operatorowych  sztywnoś ci  dynamicznych  wszystkich
rzeczywistych  elementów  ukł adu mechanicznego,

B,  —B r —  macierze  rozpł ywu  sygnałów  [6]3)  wynikają ce  z  I  i  I I  postulatu  dla  grafów
biegunowych  [4].

Macierz  rozpł ywu  sygnałów  charakteryzuje  rozpływ  zmiennych  przepływowych  2Si
w  wierzchoł kach i  zmiennych biegunowych  jj(  W konturach grafu  biegunowego.

Zatem  każ dy  graf  biegunowy  swobodnego  ukł adu  mechanicznego  moż na,  dzię ki
Av—*

przekształ ceniu do grafu  X  z drzewemfikcyjnych  ź ródeł  zmiennej  Łsi, sprowadzić do ś cież ki
prostej  macierzowego  grafu  przepł ywu  sygnałów.

3. Sposób wyznaczania macierzy podatnoś ci dynamicznych

Dokonując  inwersji  ś cież ki  prostej  grafu  przedstawionego  na  rys.  3,  ł atwo  spostrzec,
że  inwersja  iloczynu  B-  W-   (—BT)  jest  macierzą   operatorowych  podatnoś ci ukł adu4'

Y(p)  =  - [ B - W- ( - BT ) ] - ',

co  jest  rozwią zaniem  sformułowanego  problemu.

Dla p  =   ho, gdzie  i  =   y  — 1, macierz operatorowa  Y(p)  staje  się   macierzą   podatnoś ci
dynamicznych  ukł adu  mechanicznego  [3,  4].

Wtedy

Y(fo>)  =   [m  YlSJ (fcu)],  (/, j  =  1, 2,  ..., »),

gdzie  2s,YlSj(ia>)  oznacza  podatność  dynamiczną   ukł adu  mię dzy  f- tą   zmienną   przepły-
wową   (wzbudzenie  ukł adu),  a  j- tą .  zmienną   biegunową   (odpowiedź  ukł adu).

W  takim  uję ciu  wyznaczanie  funkcji  podatnoś ci  dynamicznych  ukł adu mechanicz-
nego polega  na:

3 )  Por. odnoś nik 1), s.  218.
40  Znak  minus wynika  z koniecznoś ci  zmiany znaku zmiennej  biegunowej  wzbudzenia  w  dualnej

reprezentacji  grafu  J(.
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—  przedstawieniu  swobodnego  ukł adu mechanicznego w postaci grafu  obcią ż onego  ~K

—  przejś ciu  z grafu  swobodnego  X  do  grafu  biegunowego  z  multidrzewem  Lagran-

ge'ai
—  dokonaniu transformacji  uzyskanego  grafu  w macierzowy  graf  przepł ywu  sygnałów

i
X przy  wyborze  drzewa  fikcyjnych  ź ródeł   zmiennej  biegunowej  (X)  jako  drzewa  tworzą-
11

cego graf,
—  wyznaczeniu  odwrotnoś ci  transmitancji  ś cież ki  prostej  grafu  X.

u
Należy  zwrócić  uwagę,  że  przy  praktycznym  wykorzystaniu  przedstawionej  metody

wyznaczania  podatnoś ci  dynamicznej  zł oż onych ukł adów mechanicznych, nie  ma potrze-
by przeprowadzania całego cią gu transformacji.  Opisane transformacje  i przekształ cenia do-
konane na grafach  należy traktować jedynie jako dowód, że wyraż enie  — [B •  W  •   (—B7) ]" 1

jest macierzą   funkcji  podatnoś ci dynamicznych. N atomiast macierze  B, W i  — BT  moż na
wypisać  bezpoś rednio  z  grafu  biegunowego  analizowanego  ukł adu.

Twierdzenie:  Macierz  Y(/a>) podatnoś ci  dynamicznych  ukł adu  mechanicznego,  uzys-
kana  metodą   fikcyjnych  ź ródeł   zmiennej  biegunowej,  jest  zawsze  macierzą   kwadratową
o  wymiarze  n x n,  gdzie  n jest  liczbą   stopni  swobody  ukł adu. Wskaź niki  kolumn macierzy
Y(KO)  odpowiadają   wskaź nikom  elementów  w  wierszu  odpowiedzi  ukł adu,  a  wskaź niki
wierszy  —  wskaź nikom  elementów  w  wierszu  wzbudzenia  ukł adu.

Aby  wykazać  prawdziwość  tego  twierdzenia  przyjmijmy,  ż e:
L  — jest  liczbą   elementów  ukł adu mechanicznego,  odpowiadają cą   liczbie  krawę dzi  jego

grafu  biegunowego,
n — jest  liczbą   stopni  swobody  ukł adu  mechanicznego,  odpowiadają cą   liczbie  gał ę zi

drzewa  Lagrange'a  jego  grafu  biegunowego,
wm  (m =  1,2,  ...,i,j,  . . . )—jest  wskaź nikiem  wiersza  macierzy  Y(zco),

k„(r   =  1( 2, . . ..  i,j,   ..,) — jest  wskaź nikiem  kolumny  macierzy  Y(/co),
^(oc  =  1, 2,  ...,«) —jest  elementem macierzy  wierszowej  t S  odpowiedzi  ukł adu,

2Sp,(f!  =   1 = 2, . . .,  n) —jest  elementem macierzy  wierszowej  2S  wzbudzenia  ukł adu,
Obowią zują   również  zależ noś ci

1S= 2S- Y( / co),

Y(/ft>)  =  [B  W •  ( - BT ) ] - ] ,  (max  \vm  max  kr).

Wtedy  macierz  podatnoś ci  dynamicznych  przyjmie  postać  macierzy  kwadratowej:

K  j m =   1,2,...,i,j,...,n,

a  wskaź niki  wierszy  m  i  kolumn  r  macierzy  Y(/co)  odpowiadają   wskaź nikom  zmiennych
przepływowych  /S  i  biegunowych  a:

r  *- *  a,  m+- *  /3.

Dowód;  Z drugiego postulatu dla grafów  biegunowych  wynika  [B]„XL-  Macierz sztyw-
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noś ci dynamicznych wszystkich elementów ukł adu mechanicznego jest diagonalną   [W]Z.XL .
Zatem

i  r  = 1,2, ...,i,j,  . . . , «,  w  = 1,2, ..., / , ;,  . . . , «.

Z  zależ noś ci

wyn ika,  że przy  jedn ym  n iezerowym  i- tym  elemencie  2$i macierzy  wzbudzen ia  2S  otrzy-
mujemy

co  implikuje  odpowiedniość  wskaź ników:

r  • *- *  a,,  m  +•+   / ?.

A A

Podatność  dynamiczna  2j,Y lJy  (/co) jest  wię c  elementem macierzy  kwadratowej  Y(/a>)
leż ą cym  w  i- tym  wierszu  / - tej  kolumny  c.n.u.

W  ogólnym przypadku  funkcje  ^Y,^  są   zespolone i moż na je  zapisać jako

mYlSJ(ico)  =  ^ 5 |

lub

gdzie  y4(co) jest  współ czynnikiem  uwielokrotnienia  amplitudy,  0(m)  jest  ką tem  przesu-
nię cia  fazowego.

D la  zachowawczych  ukł adów  mechanicznych  funkcje  podatnoś ci  dynamicznych  są
rzeczywiste  i stanowią   wprost  współ czynniki uwielokrotnienia mię dzy  i- tym wzbudzeniem
harmonicznym  i  / - tą   odpowiedzią   ukł adu.

4. Wyznaczenie podatnoś ci  dynamicznej ukł adu  wycią gowego

Dla  ilustracji  metody  rozważ ymy  górniczą   maszynę   wycią gową   [10],  której  model
przedstawiono  na  rys.  4.

W  modelu tym wyodrę bniono: wirnik  silnika, maszyny wycią gowej  (i) , koło pę dne (2),
elementy masy dyskretnego modelu lewej  liny  (5, 5,  7), element masy dyskretnego modelu
prawej  liny  (4), lewe  naczynie  wydobywcze5)  (P), prawe  naczynie wydobywcze  z  ł adun-
kiem  (6), element masy dyskretnego modelu lewej  czę ś ci liny wyrównawczej  (27), elementy
masy dyskretnego  modelu prawej  czę ś ci  liny wyrównawczej  (8, 10, 12), promień koła pę d-
nego  (R), sztywność  skrę tną   wału pę dnego  {13), sztywnoś ci  wzdłuż ne dyskretnego mode-
lu  lewej  liny  (14,16,18,  20), sztywnoś ci  wzdłuż ne dyskretnego modelu prawej  liny  (15,17),
sztywność  wzdłuż ną  dyskretnego  modelu  lewej  czę ś ci  liny  wyrównawczej  (22), sztywnoś ci
wzdł uż ne dyskretnego  modelu prawej  czę ś ci liny  wyrównawczej  (19, 21, 23). Do dalszych
obliczeń przyję to  nastę pują ce  parametry, wyznaczone  dla  rzeczywistej  górniczej  maszyny
wycią gowej6)  :

5 )  Stosowana jest  również nazwa skip.
S)  Projektowanej dla  jednej z kopalń.
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J  *  5,3  10-3[MNms2],  C12  =  SOOtNINm^d)"1], h  = 5,2-   10" 2 [MNms2],
d  = 2,2[MNm-1],  C2  =  1,1 [MNm"1] ,  C3  =  l. ló lM N nr 1] ,  C4  =  3,2[MNm- ^,i,
C5  = 0,72[MNm-1],  mx  =  5,55- .10-3IMNs2m- 1],  m2  =  19,2 •  10~3[MN- 1s2] ,
m3  =  1,1 •   lO - ^M N s^ -1] ,  w4  = 3,8 •   lO - ^M N s^ -1] ,  ms  =  32-   10-3fMNs2m- 1] ,
w6  = 5-   lO - ^M N s^ -1] .

Tak przyję ty model opisano grafem obcią ż onym  X  (rys.  5).  Graf  ten  przekształcono
do grafu  z drzewem  Lagrange'a fikcyjnych  ź ródeł  zmiennej  biegunowej  i§t,  (i =   1,2,...
...,12).

Rys.  4

Rys.  5
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Zgodnie z procedurą  podaną  w pracy  [6] uzyskany  graf obcią ż ony X  przetransformo-

wano  w  macierzowy  graf  przepływu  sygnałów  X  (rys.  3) z opisują cymi  go  macierzami:
u

i S =   U ] ,  (i =  1,2,  ...,12),
, S =   [ lSj],   0 ' = 1 . 2,  . . . ,23),

2 S =   [2Sj],  ( ; =   1,2,  ...,23),

2 S=   y,], ( / =   1,2,  ...,12),

W  =  D IAG  [0,0053 ,̂  0,052 p2,  0,00555 p2,  0,0038 p\
0,00555 p2,  0,032 p2,  0,00555 p2,  0,0053  p2,
0,0192 p2,  0,0053 p2 ,  0,0011 p2 ,  0,0053  p2,
500,2,2,3,2,  1,1,  3,2,  1,1,  0,72,  2,2,
0,72,  1,16,  0,72],

Należy zwrócić uwagę,  że wierzchołek  txi  grafu  obcią ż onego  o^(rys. 5) jest wierzchoł-

kiem  incydentnoś ci  krawę dzi  opisanych  niejednorodnymi  zmiennymi  przepływowymi

i biegunowymi.  Każ dy  punkt grafu  biegunowego,  w  którym  incydentne są   krawę dzie  opi-

sane  niejednorodnymi  zmiennymi  nazywać  bę dziemy  «wierzchołkiem  niejednorodnych

zmiennych»,  a  każ dy  kontur  zawierają cy  taki  wierzchołek —  «konturem  niejedno-

rodnych  zmiennych».

S t w i e r d z e n i e:  Jeż eli  graf  biegunowyX  posiada  wierzchołek  (lub  wierzchołki)

niejednorodnych  zmiennych,  to  zawsze  macierze  rozpływu  sygnałów  B i  — B r  grafu  X
ii

zawierają   mianowane  elementy  ujednoradniają ce  zmienne,  zwykle  róż ne  odjednoś ci7).
Powyż sze  stwierdzenie  wynika  z faktu,  że macierze  — B r  i B są   macierzami współczyn-

ników  zmiennych  przepływowych  i biegunowych  w równaniach  wyraż ają cych  pierwsze
i drugie uogólnione prawo  Kirchhoffa.  Redukując  graf przepływu  sygnałów X  do jednego

n
ł uku  oraz  dokonując  jego  inwersji  uzyskano  graf  pokazany  na  rys.  6.

[B'il- B1]]' '

Rys. 6

Z  rys.  6 wynika  bezpoś rednio,  że  transmitancja  uzyskanego  ł uku  Y(p)  =  [B- Wx
x( —B T ) ] - 1  jest  macierzą   operatorowych  podatnoś ci  dynamicznych  modelu  ukł adu
wycią gowego.  D la  przyję tych  parametrów  modelu  ukł adu,  oraz  przy  założ eniu p —  ico
wyznaczono  na  maszynie  cyfrowej  WAN G  funkcje  podatnoś ci  dynamicznej  mię dzy  sil-
nikiem  maszyny  wycią gowej a lewym  pustym  naczyniem  wydobywczym  —  lSl YlS,  oraz
prawym  naczyniem  wydobywczym  z  ł adunkiem  lSlYlS6.

Wykresy  uzyskanych  funkcji  podatnoś ci  dynamicznych  górniczej  maszyny  wycią go-
wej  (rys.  7)  pozwalają   wnioskować  o zachowaniu  się   odkształ ceń  charakterystycznych

7 )  Por. str. 276 [4]
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wę złów  maszyny  wycią gowej  w  funkcji  czę stoś ci  wzbudzenia,  co jednak  nie  było  celem
niniejszej  pracy.

Skalę  czę stoś ci uzyskanych wykresów ograniczono do 30  [rds"1] z uwagi na to, że poza
tym  zakresem  wartoś ci  obydwu  funkcji  Y(co) są   bardzo  małe  [rzę du  W ' ^ t M N m ] " 1 ) ] .
Jest  to  również  uzasadnione  faktem,  że  w  przedziale  0- 1- 30  [rds"1]  znajduje  się   osiem
pierwszych  niezerowych  czę stoś ci  rezonansowych  ukł adu.  Z  maszyny  cyfrowej  uzyskano
poszukiwane  funkcje  (w  postaci wydruku)  w  przedziale  0,1- ^- 500  [rds"*1].

5. Wnioski

Opracowana  metoda  wyznaczania  podatnoś ci  dynamicznych  jest  wygodnym  narzę-
dziem  w  prowadzeniu  numerycznej  analizy  drgań  zł oż onych  ukł adów  mechanicznych.
Charakteryzuje  ją :

—  pominię cie etapu sporzą dzenia  modelu matematycznego w  formie  równań  róż nicz-
kowych ruchu,

—  prosta  postać  macierzowego  grafu  przepł ywu  sygnałów  przedstawiają cego  relacje
mię dzy  zmiennymi  przepływowymi  wzbudzenia  a  zmiennymi  biegunowymi  odpowiedzi
ukł adu,

—  łatwość wprowadzenia  zmian  do programu  obliczeń maszyny  cyfrowej  przy  mody-
fikacji  parametrów ukł adu,

—-  szybkie  uzyskiwanie  wyników  numerycznych  stanowią cych  elementy  macierzy
podatnoś ci.
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W  szczególnoś ci,  wyznaczone  dla  przyję tego  modelu  górniczej  maszyny  wycią gowej

funkcje  podatnoś ci  dynamicznych  (rys.  7)  umoż liwiają   ocenę:

—  czę stoś ci  drgań  własnych i  szerokoś ci  pasm  rezonansowych,

—  wartoś ci  liczbowych  podatnoś ci  dynamicznych  mię dzy  silnikiem  maszyny  wycią -

gowej  a  lewym  i  prawym  naczyniem  wydobywczym  w  analizowanym  położ eniu ukł adu.

Przedstawiona  metoda  wyznaczania  podatnoś ci  dynamicznych  może  być  stosowana

w  specjalistycznych  biurach  projektowych,  a  uzyskane  wyniki  numeryczne mogą   zostać

wykorzystane  w  projektowaniu  górniczych  maszyn  wycią gowych  do  duż ej  gł ę bokoś ci

cią gnienia  urobku.
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P  e 3  io  M e

METOfl  4>HKTHBHBIX  HCTOHHHKOB nOJIIOCHOfl  IIEPEMEHHOft
KAK  CIIOCOE  OnPEflEJIEHHiI  flHHAMH^ECKOH  nOflATJIHBOCTH

CJIOKHBIX  MEXAHIWECKHX CHCTEM

B  pa6oTe3  Hcnoiu.3yH MeTOfl  cbHKTHBHbix HCTO^HHKOB nojaocHoii  nepeiweimoH  narpy>i<eHHoro rpadpa,
npeflcraBJieH  cnoco6  nojiynemifi  MaTpiiMHtix  rpacboB  CHraajiOB  CJIOKHBIX  iwexaHMecKiix  cHcreiw. H a
npHiwepe  MoflejiH  ropnośł   noflbeMnoft  Manimiu  onpefleneHbi  $yHKŁpai  flHHaMmecKoft  no«aTJiHBOCTH3

Kai<  ojieMeHTbi  oSpaTHOH  MaTpHi(bi  nepenaTO^Hoft  dpyHKUHH nyTH  rpadpa
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S u m m a ry

THE  FICTICIOUS  SOURCE METHOD IN POLAR  COORDINATES AS THE  METHOD  OF
OBTAININ G  DYNAMICA L  FLEXIBILIT Y  OF COMPOSITE  MECHANICAL  SYSTEMS

In  this  papsr  authors  apply  the fioticious  source method in polar  variables  of the loaded  graph and
show  the mjthod  of obtaining  ths matrix signal  flow  graphs  of composite mechanical systems.  Using  the
example of a modal of a mining  hoisting  machins, dynamical  flexibilit y  function  with  factors  of  inverse
transmittance matrix  of path signal  flow  simple  graph, was determined.
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