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1. Wstep

Jedng z charakterystyk ukladu mechanicznego jest macierz podatno$ci dynamicznych,
ktdrej elementy stanowig, w opisie wielowejsciowych ukladéw mechanicznych, funkcje
odwzorowujace harmoniczne zmienne przeplywowe i-tego wejécia w zmienne biegunowe
Jj-tego wyjscia. Znane sa réZne metody wyznaczania funkcji podatnosci dynamicznej. Me-
tody klasyczne wymagaja zawsze opisu analizowanego ukladu w formie réwnan réznicz-
kowych [1, 2, 3] i przez to stwarzaja okre§lone trudno$ci w sformutowaniu zagadnienia
dla przygotowania programu na maszyn¢ cyfrowa. Metody niekonwencjonalne umozli-
wiaja opuszczenie etapu ukladania réwnan réZniczkowych. W pracach [4, 5] podano spo-
s6b wyznaczania funkcji podatno$ci dynamicznych ukladéw mechanicznych przy uzyciu
graféw i liczb strukturalnych. W pracy [6] rozpatrzono zagadnienia analizy gorniczego
ukladu wyciggowego przy zastosowaniu macierzowych graféw przeplywu sygnatdw®,
Uzyskany w niej graf moze by¢ podstawa wyznaczania charakterystyk dynamicznych
przyjetego modelu, w tym takze funkeji podatnoéci. Zastosowanie tego grafu do oblicze-
nia macierzy podatnoici jest jednak utrudnione z uwagi na istnienie pgtli?. Ziozono$é
obliczenn mozna uprosci¢, jesli do wyznaczania macierzowego grafu przeplywu sygnalow
zastosowa¢ metode fikcyjnych Zrédet zmiennej biegunowej. W niniejszej pracy przedsta-
wiono t¢ metode, a na przyktadzie gérniczej maszyny wyciagowej pokazano sposob wyzna-
czania funkcji podatnoéci dynamicznej.

2. Metoda fikeyjnych Zrodel zmiennej biegunowej

Podstawg tej metody jest teza, Ze swobodny uktad mechaniczny mozna modelowacd
grafem biegunowym? posiadajacym galezie wymuszenia, ktére reprezentuja fikcyjne
Zrédia zmiennej biegunowej. Ponadto w metodzie tej korzystano z transformacji grafu“:\?

w graf przeptywu sygnaléw [4, 6, 7].

1 Macierzowym grafem przeplywu sygnaléw nazywamy taki graf, ktorego transmitancje (przyporzad-
kowane gaigziom) i zmienne (przyporzadkowane wierzchotkom) sa macierzami.
) Por. rys. 6 [6].
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Rozwazmy ukfad mechaniczny o » stopniach swobody. Graf takiego ukladu [4, 8, 9]
przyjmie postaé jak na rys. 1. Zgodnie z definicja grafu biegunowego, kazdej krawedzi
przypisana jest para zmiennych wielkosci fizykalnych, czyli istnieje dla grafu przyporzad-
kowanie

ofi2X = 1S, .5)

gdzie ;S jest zbiorem zmiennych biegunowych, np. zbiorem przemieszczen, ,S jest
zbiorem zmiennych przeptywowych, np. zbiorem sit, , f/ jest funkcja przyporzadkowujaca.

Rys. 1

Je§li przeksztalcimy graf?tak, ze drzewo Lagrange’a (rys. 2a) zastapimy drzewem

z multigaleziami (rys. 2b), to uzyskamy graf z «multidrzewem Lagrange’a». Kazdej z ga-

2 1
fezi ,x multidrzewa przyporzadkowano par¢ zmiennych [;s, ,5], a kazdej z galezi ,x —

tylko zmienng biegunowa ,s.

a)

Rys. 2

12
Zmienne biegunowe , 5; przyporzadkowane gal¢ziom multigalezi (;x, , x);, ({ = 1+n)sa
sobie réwne, poniewaz galgzie te rozpigte sa na parze tych samych wierzchotkow (; xo, 1 Xi).

1
Galezie ,xi, (i = 1 + n) traktowaé bedziemy jako fikcyjne Zrédla zmiennej biegunowej,
1
a utworzone z nich drzewo X nazwiemy «drzewem fikcyjnych Zrédet» zmiennej biegu-

v 1
nowej. Tak uzyskany graf & , czyli graf z multidrzewem Lagrange’a X, stanowi podstawe
do przeprowadzenia transformacji ukladu w macierzowy graf przeptywu sygnatéw. Sto-

1
sujac procedurg podana w pracy [6] i przyjmujac jako drzewo tworzace — drzewo X, uzy-
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sku)emy macierzowy graf przeptywu sygnaléw (rys 3). Dzigki przeksztalceniu grafu bie-

gunowego do grafu z multidrzewem Lagrange’a X uzyskujemy graf J X , W ktérym wszystkie
krawedzie reprezentujace rzeczywiste elementy ukladu mechanicznego sa cieciwami,
a wiec naleza do przeciwdrzewa X, Uzyskany przez transformacj¢ graf przeptywu sygna-
téw redukuje si¢ wtedy do Sciezki prostej, zawierajacej trzy tuki (rys. 3), w ktdrej:

B W B’
X > > . e
1S . ‘§ S .S
Rys. 3

;S oznacza macierz wierszowa fikcyjnych Zrédet zmiennych biegunowych,
lé — macierz wierszowa zmiennych biegunowych cieciw,
Zé——macierz wierszowa zmiennych przeplywowych cigciw,
»S — macierz wierszowa zmiennych przeplywowych odpowiadajacych, w reprezen-
tacji dualnej, fikcyjnym Zrédiom zmiennych biegunowych,
W — diagonalng maci€rz operatorowych sztywnoS$ci dynamicznych wszystkich
rzeczywistych elementéw ukladu mechanicznego,
B, —BT — macierze rozplywu sygnaléw [6]® wynikajace z I 1 I postulatu dla graféw
biegunowych. [4].
Macierz rozplywu sygnaléw charakteryzuje rozptyw zmiennych przeplywowych ,s;
w wierzcholkach i zmiennych biegunowych ,s; w konturach grafu biegunowego.
Zatem kazdy graf biegunowy swobodnego ukladu mechanicznego mozna, dzigki
przeksztalceniu do grafu AX)Z drzewemfikcyjnych Zrédet zmiennej (s, sprowadzié do §ciezki
prostej macierzowego grafu przeplywu sygnaléw.

3. Sposob wyznaczania macierzy podatno$ci dynamicznych

Dokonujac inwersji $ciezki prostej grafu przedstawionego na rys. 3, latwo spostrzec,
ze inwersja iloczynu B+ W - (—B7) jest macierza operatorowych podatno$ci uktadu®

Y(p) = — [B-W-(~BN]

co jest rozwigzaniem sformulowanego problemu.

Dla p = ;'\co, gdzie i= ]/ —1, macierz operatorowa Y(p) staje si¢ macierza podatnosci
dynamicznych ukladu mechamcznego [3, 4].
Wtedy - :

Y(iw) = [, Ym(iw)], Gji=1,2,..,n),

gdzie Ylsj(fw) oznacza podatno$é dynamiczng ukiadu migdzy i-ta zmienng przeply-
wowa (wzbudzenie ukfadu), a j-ta zmienna biegunowa (odpowiedZ ukiadu).

W takim ujeciu wyznaczanie funkcji podatno$ci dynamicznych ukladu mechanicz-
nego polega na: '

% Por. odnosnik 1), s. 218.
4 Znak minus wynika z koniecznos$ci zmiany znaku zmiennej biegunowej wzbudzenia w dualnej
reprezentacji grafu
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— przedstawieniu swobodnego uktadu mechanicznego w postaci grafu obcia‘zonego?:;

— przejsciu z grafu swobodnego?{ do grafu biegunowego z multidrzewem Lagran-
1
ge’a X,
— dokonaniu transformacji uzyskanego grafu w macierzowy graf przeplywu sygnatéw

1
X przy wyborze drzewa fikcyjnych Zrédet zmiennej biegunowej (X) jako drzewa tworza-
1

cego graf,
— wyznaczeniu odwrotnoéci transmitancji $ciezki prostej grafu X.
1

Nalezy zwrdcié uwagg, Ze przy praktycznym wykorzystaniu przedstawionej metody
wyznaczania podatnoéci dynamicznej ztozonych ukltadéw mechanicznych, nie ma potrze-
by przeprowadzania calego ciagu transformacji. Opisane transformacje i przeksztalcenia do-
konane na grafach nalezy traktowaé jedynie jako dowdd, ze wyrazenie — [B - w- (-=BT!
jest macierza funkcji podatno$ci dynamicznych. Natomiast macierze B, Wi —B” mozna
wypisaé bezposrednio z grafu biegunowego analizowanego ukladu.

Twierdzenie: Macierz Y(?w) podatno$ci dynamicznych ukladu mechanicznego, uzys-
kana metoda fikcyjnych Zrédel zmiennej biegunowej, jest zawsze macierza kwadratowa
o wymiarze n x n, gdzie n jest liczbg stopni swobody ukladu. WskazZniki kolumn macierzy
Y(?w) odpowiadaja wskazZnikom elementéw w wierszu odpowiedzi ukladu, a wskazniki
wierszy — wskaZznikom elementéw w wierszu wzbudzenia ukladu.

Aby wykaza¢ prawdziwo$¢ tego twierdzenia przyjmijmy, Ze:

L — jest liczba elementéw ukladu mechanicznego, odpowiadajacy liczbie krawedzi jego
grafu biegunowego,
n — jest liczba stopni swobody ukiadu mechanicznego, odpowiadajaca liczbie galezi
drzewa Lagrange’a jego grafu biegunowego,
W (m=1,2,..,10,7,...) — jest wskazZnikiem wiersza macierzy Y(;'\w),
ke(r =1,2,...,1,j,...) — jest wskaznikiem kolumny macierzy Y(?w),
$Sela = 1,2, ..., n) — jest elementem macierzy wierszowej S odpowiedzi ukfadu,
255,(f = 1,2, ..., n) — jest elementem macierzy wierszowej ,S wzbudzenia uktadu,
Obowigzuja réwniez zaleznoéci

S =, Y(iw),

il

Y(fw) = [B-W.(=B7)"!, (max w,, max k).

Wtedy macierz podatnoéci dynamicznych przyjmie posta¢ macierzy kwadratowej:

ke
—_— m=1,2,...,0,j,...,n,
WY G =)y o) RN AN

a wskazniki wierszy m i kolumn r macierzy Y(?w) odpowiadaja wskaznikom zmiennych
przeplywowych f i biegunowych a:

resoa, mep.

Dowéd; Z drugiego postulatu dla graféw biegunowych wynika [B],x .. Macierz sztyw-
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noéci dynamicznych wszystkich elementéw ukladu mechanicznego jest diagonalng [W]rx ..
Zatem

—[(Blaxz: Wlixz - [~B Texa] ™t = [Y(eo)luxn
ir=1,2, 00, 0n, m=1,2,.0j,..,n
Z zalezno$ci
.S Y(iw) = ;$

wynika, Zze przy jednym niezerowym i-tym elemencie ,s; macierzy wzbudzenia ,S otrzy-
mujemy

15 = 251 [Y(iw)]wx.kp
co implikuje odpowiednio§¢ wskaZnikow:

reo, mef,

Podatno$¢ dynamiczna ,5,Y,s, (fw) jest wigc elementem macierzy kwadratowej Y(iAa))
lezgcym w i-tym wierszu j-tej kolumny c.n.u.
W ogdlnym przypadku funkcje ,5, Y 5, s3 zespolone i mozna je zapisa¢ jako

w5 Y 15, (i) = Re[,5,Y s, ()] + Il Y 15, ()] 3
[ub

me(iw) = A(w)e'®®),

gdzie A(w) jest wspdiczynnikiem uwielokrotnienia amplitudy, @(w) jest katem przesu-
nigcia fazowego.

Dla zachowawczych ukladéw mechanicznych funkcje podatnoéci dynamicznych sa
rzeczywiste i stanowig wprost wspélczynniki uwielokrotnienia miedzy i-tym wzbudzeniem
harmonicznym 1 j-ta odpowiedzia ukladu.

4. Wyznaczenie podatnoscl dynamicznej ukiadu wyciagowego

Dla ilustracji metody rozwazymy gornicza maszyne wyciaggowg [10], ktérej model
przedstawiono na rys. 4.

W modelu tym wyodrebniono: wirnik silnika, maszyny wyciggowej (1), koto pedne (2),
elementy masy dyskretnego modelu lewej liny (3, 5, 7), element masy dyskretnego modelu
prawej liny (4), lewe naczynie wydobywcze® (9), prawe naczynie wydobywcze z ladun-
kiem (6), element masy dyskretnego modelu lewej czesci liny wyréwnawczej (11), elementy
masy dyskretnego modelu prawej czeéei liny wyréwnawczej (8, 10, 12), promien kota ped-
nego (R), sztywno$¢ skretna watu pednego (13), sztywnoéci wzdiuzne dyskretnego mode-
lu lewej liny (14, 16, 18, 20), sztywnos$ci wzdluzne dyskretnego modelu prawej liny (15,-17),
sztywno§¢ wzdtuzng dyskretnego modelu lewej czeci liny wyréwnawczej (22), sztywnosci
wzdtuzne dyskretnego modelu prawej czeéci liny wyréwnawczej (19, 21, 23). Do dalszych
obliczen przyjeto nastgpujace parametry, wyznaczone dla rzeczywistej gérniczej maszyny
wyciagowej®:

$) Stosowana jest rowniez nazwa skip.
$) Projektowanej dla jednej z kopalfi.
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J = 53 107*[MNms?], C;, = 500[MNm(rd)~'], Ji, = 5,2+ 10-2[MNms?], ._
Cy = 2,2[MNm~Y], C, = 1,1[MNm™?*], C; = 1,L16[MNm™!], C, = 3,2[MNm~'],:,
Cs = 0,72[MNm-1], m, = 5,55 10-3[MNs>m™Y], m, = 19,2 - 10-3[MN~*s?],

my = 1,1 - 10~ [MNs2m~1], m, = 3,8 - 10~3[MNs?m~1], ms = 32+ 10-[MNs?m~1],
me = 5+ 107 [MNs?m~!]. '

Tak przyjety model opisano grafem obciaczonym»'{f (rys. 5). Graf ten przeksita{éono

do grafu z drzewem Lagrange’a fikcyjnych Zrédet zmiennej biegunowej (8, (i = 1,2, ...
ey 12). : : o

Rys. 4
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Zgodnie z procedura podana w pracy [6] uzyskany graf obciaZony :é’ﬁ przetransformo-

wano w macierzowy graf przeplywu sygnaléw X (rys. 3) z opisujacymi go macierzami:
1

1DS = [1S1], (l= 1,2, reey 12),
1S = [1Sj], (j= 1,2, Y 23),
ZS [Zsj]’ (J = 1 ’ 2’ Ter 23)1

2S = [2sl]: (l = 1,2, ) 12)’

W = DIAG [0,0053 p2, 0,052 p2, 0,00555 p2, 0,0038 p2,
0,00555 p?, 0,032 p?, 0,00555 p?, 0,0053 p?,
0,0192 p2, 0,0053 p%, 0,0011 p2, 0,0053 p2,
500, 2,2, 3,2, 1,1, 3,2, 1,1, 0,72, 2,2,
0,72, 1,16, 0,72],

Nalezy zwrdéci¢ uwagQ; 2e wierzcholek | x, grafu obcigZzonego N:)? (rys. 5) jest wierzchol-
kiem incydentno$ci krawedzi opisanych niejednorodnymi zmiennymi przeplywowymi
i biegunowymi. Kazdy punkt grafu biegunowego, w ktérym incydentne sa krawgdzie opi-
sane niejednorodnymi zmiennymi nazywa¢ bgdziemy «wierzchotkiem piejednorodnych
zmiennych», a kazdy kontur zawierajacy taki wierzcholek — «konturem niejedno-
rodnych zmiennychy.

Stwierdzenie: JezZeli graf biegunowy?f posiada wierzcholek (lub wierzchotki)

niejednorodnych zmiennych, to zawsze macierze rozplywu sygnaléw B i —BT grafu X
1

zawieraja mianowane elementy ujednoradniajace zmienne, zwykle rézne od jednosci”,

"Powyzsze stwierdzenie wynika z faktu, Ze macierze —B” i B sa macierzami wspSlczyn-
nikéw zmiennych przeplywowych i biegunowych w réwnaniach wyraZajacych pierwsze
i drugie uogdlnione prawo Kirchhoffa. Redukujac graf przeplywu sygnalow { do jednego

fuku oraz dokonujac jego inwersji uzyskano graf pokazany na rys. 6.

(8-w.-")I"

1§ 2%

Rys. 6

Z rys. 6 wynika bezpoérednio, Ze transmitancja uzyskanego luku Y(p) = [B-V°V><
x (—=BT)]7! jest macierza operatorowych podatnosci dynamicznych modelu ukladu
wyciggowego. Dla przyjetych parametréw modelu ukladu, oraz przy zaloZeniu p = iw
wyznaczono na maszynie cyfrowej WANG funkcje podatnosci dynamicznej migdzy sil-
nikiem maszyny wyciggowej a lewym pustym naczyniem wydobywczym — Y, oraz
prawym naczyniem wydobywczym z ladunkiem Y.

Wykresy uzyskanych funkcji podatno$ci dynamicznych gérniczej maszyny wyciago-
wej (rys. 7) pozwalaja wnioskowa¢ o zachowaniu si¢ odksztalcen charakterystycznych

7 Por, str. 276 [4]
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(Ml Y

2.

001~

Ruys. 7

wezléw maszyny wyciagowej w funkcji czestoSci wzbudzenia, co jednak nie bylo celem
. niniejszej pracy.

Skalg czestosci uzyskanych wykreséw ograniczono do 30 [rds™'] z uwagi na to, ze poza
tym zakresem wartoéci obydwu funkcji Y{(w) sa bardzo male [rzedu 10~ *(m[MNm]~1)].
Jest to réwniez uzasadnione faktem, ze w przedziale 0+30 [rds~!] znajduje si¢ osiem
pierwszych niezerowych czgsto§ci rezonansowych uktadu. Z maszyny cyfrowej uzyskano
poszukiwane funkcje (w postaci wydruku) w przedziale 0,1+ 500 [rds~*].

5. Whnioski

Opracowana metoda wyznaczania podatno$ci dynamicznych jest wygodnym narze-
dziem w prowadzeniu numerycznej analizy drgan zlozonych ukladéw mechanicznych.
Charakteryzuje ja:

— pominigcie etapu sporzadzenia modelu matematycznego w formie réwnan réznicz-
kowych ruchu,

— prosta posta¢ macierzowego grafu przeplywu sygnaldw przedstawiajacego relacje
migdzy zmiennymi przeplywowymi wzbudzenia a zmiennymi biegunowymi odpowiedzi
ukladu, »

~— latwos¢ wprowadzenia zmian do programu obliczed maszyny cyfrowej przy mody-
fikacji parametréw ukladu,

— szybkie uzyskiwanie wynikéw numerycznych stanowiagcych elementy macierzy
podatnosci. -



METODA FIKCYJNYCH ZRODEL ZMIENNEJ BIEGUNOWE] 233

W szczegdlnosel, wyznaczone dla przyjetego modelu gdrniczej maszyny wyciaggowej
funkcje podatnoéci dynamicznych (rys. 7) umozliwiaja oceng:

— czestoséci drgan wlasnych i szerokosci pasm rezonansowych,

— wartofci liczbowych podatnodci dynamicznych migdzy silnikiem maszyny wycia-
gowej a lewym i prawym naczyniem wydobywczym w analizowanym poloZeniu ukladu,

Przedstawiona metoda wyznaczania podatno$ci dynamicznych moze byé stosowana
w specjalistycznych biurach projektowych, a uzyskane wyniki numeryczne moga zostaé
wykorzystane w projektowaniu gérniczych maszyn wyciagowych do duzej glebokosci
ciagnienia urobku. : '
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Summary

THE FICTICIOUS SOURCE METHOD IN‘POLAR COORDINATES AS THE METHOD OF
OBTAINING DYNAMICAL FLEXIBILITY OF COMPOSITE MECHANICAL SYSTEMS

In this papesr authors apply the ficticious source method in polar variables of the loaded graph and
show the m:thod of obtaining ths matrix signal flow graphs of composite mechanical systems. Using the

example of a modzl of a mining hoisting machins, dynamical flexibility function with factors of inverse
transmittance matrix of path signal flow simple graph, was determined.

INSTYTUT PODSTAW KONSTRUKCJI MASZYN
POLITECHNIKI SLASKIEJ, GLIWICE

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 8 sierpnia 1977 r.



