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MicHAL CIALKOWSK I (POZNAN)

Ozmaczenia

J5(&), Ya(&) funkcje Bessela I'i Il rodzaju rzedu ﬂ argumentu &,
I;(%), Kﬁ(E) zmodyflkowane funkqe Bessela I i 11 rodzaju rzgdu ﬂ argu-
mentu &, R
© g(&) funkcja Heviside’a, -
- §(&)* dystrybucja Diraca, : S
' 4 -wspdlczynnik  charakteryzujacy rodzaj warunku brzegowego
(liczba Biota), Xy ‘
B - wspdlczynnik okre§lajacy ksztalt cnala,
* Fo ' liczba Fouriera (bezwymiarowy czas),
& bezwymiarowa wspdirzedna punktu.

W wielu zagadnieniach przewodnictwa cieplnego rozwiazanie odpowiedniego problemu
wyraza si¢ poprzez funkcje Bessela. I tak np. rozklad temperatur w plycie nieograniczonej
(o zerowej temperaturze jednej powierzchni) oraz symetryczny rozklad temperatur w walcu
nieograniczonym mozemy wyrazié w postaci bezwymiarowej nastgpujacym wzorem:

- 248 Gro . Eed0:D)

M) 9, Fo) - 2’3“” § 20D Do £
W+ +289) tmJp 1 ()" Fo €<0; +00),

bedacym rozwigzaniem réwnania przewodnictwa cieplnego .. -

e oM 1-28 99 €O
“0Fo T 988 T E BE’  Foel0; +o0)

z warunkami: :
— warunek poczqtkowy

19(55 0)= ‘EZﬂ) . E € <0; l>’
— warunek brzegowy |
| 00(5 Fo)

o0&

Parametr g wystquchy w réwnaniu przewodmctwa cieplnego charakteryzuje ksztalt
ciala np.: f = ~1/2 —kula, § = 0 — walec, B = 1/2 — plyta.

= 1,019(5 Fo)le ., Fo e'((\);"+ ), ¥ = const.
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Dla warto$ci parametru § w rozwiazaniu (1), réwnanie okre$lajace warto§ci wlasne
stowarzyszonego zagadnienia brzegowego ma postaé

Jp(1) 2
2 ey __F
@ Toald " v
Kolejne pierwiastki réwnania (2) oznaczamy przez u$’, m = 0, 1, 2, .... Dla przejrzy-

stoéci zapisu bedziemy opuszczaé indeks f przy wartosci wlasnej u{. Réwnanie (2)
wynika z powyzszego warunku brzegowego i dla rozwaZanego réwnania przewodnictwa
mozemy napisa¢ go réwniez w formie

{d% [E”Jﬂoze)]+zp§ﬂ1ﬂ@§)} o 0 lub  wls_,(uw)+pJy(u) = 0.

Wynika stad, ze réwnanie (2) obejmuje wszystkie trzy postacie warunkéw brzegowych:

a) warunek brzegowy I rodzaju Jy(u) = 0, y - + 00,

b) warunek brzegowy II rodzaju Js_,(u) =0, » =0,

¢) warunek brzegowy II rodzaju uJs_,(u)+yJs(p) = 0, p > 0.

Dalej pokazemy, Ze znajomo$¢ pierwiastkéw réwnania (2) pozwala na wyznaczanie
sum pewnych szeregdw trygonometrycznych (gdyz funkcje Bessela rzgdu poldwkowego
wyrazaja sie¢ przez funkcje trygonometryczne) oraz sum pewnych szeregéw zawierajacych
funkcje Bessela rzedu zerowego.

Wyprowadzone wzory rozszerzymy na sumowanie innych szeregéw otrzymanych
przez wykorzystanie zwigzkéw pomi¢dzy funkcjami Bessela argumentu rzeczywistego
i urojonego.

Przedstawimy teZ sumowanie szeregu w postaci

o0

2 Tg (pm €) T (i 0)

m=0 (ua+s) (ui, +9? +2I9"/))"I32—1(I‘M) ’
ktory jest w szczegélnym przypadku transformata Laplace’a (dla a? = s) szeregu (1).
Podobne szeregi wystepuja rowniez przy nadaniu rozkladéw temperatur dla bardzo matych
liczb Fouriera okre§lonych wzorem (1); mianowicie dla Fo < 1 mamy

o0 2 o0
292 Blypmde ™ 2 \D E 5 (ttn)
(un+9*+2y)J5_(um) =~ Fo 1 '
m=0 p=1 m=0 (/4;2..+1/)2+2ﬂ1p)(#3.+ fo*)-’ﬂ—l(/‘m)

W metodzie sumowania szeregéw wykorzystujemy wzory zachodzace dla dystrybucji
Diraca. ‘ '

1. Szereg podstawowy

Ponjewaz ukiad funkcji Bessela {J4(un€)}, gdzie u,, sa okre§lone Wzorem (2), jest
zupelny, przeto dla dystrybucji § = 8(£—p) ma miejsce zwiazek ([1], s. 244)

o N Tam@)Tp(End) 0 €0; 1.
@ ¥-9) ng(/ti+w2+2ﬂw)1}-l(ﬂm)’ £e0; 1y,
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Ze wzgledu na symetrig funkcji delta mamy réwniez

B ) c Jp(tm €) Jp(pim 0)
@ o= =2ty ,,,Z ESEESIIY MR

Poniewaz
€ of S o —o)dE = f(o),
to biorac f(£) = &l(af) mamy
©) of 0(¢—0)ély(ad) dE = oly(ag).
Zwiazek (6), na mocy (3), przyjmuje postaé |

e A A A A
© Jp(tm@) of Ey(un&) Iy(al) dE

D elplag) = 20%* A R TEG)
— 22 ) d Ts(tm @) J5(¢m€)
=2 efgd—guﬁmal Wa v +28y) (u2+ )T o)
o Tp(tim@) g Uppim )
—2y*eé '%, 1008 G+ 9+ 289) (uE + D T ()
Tub |
d
—= Is(af)
9 dE B _ IB(GQ) 1
6)] a—eHﬂ(f» 0)— W Hp(§,0) = — Ig(af) £’
gdzie h
— a2 N T5(em0) J5(14m )
© B0 = 2 D G o o )

jest szeregiem podstawowym. ~
Zwigzek (8) traktujemy jako réwnanie rézniczkowe z niewiadoma funkcja Hy(4, o)
i poszukujemy jego rozwiazania w formie

(10) Hﬂ(f’ 9) = uﬂ(£7 Q)IH(GQ),

stad réwnanie okre§lajace funkcje u5(&, o) jest w postaci

d
(1) ouy a7 11
P ACY)) S AC




478 a0 ML CIAEKOWSKIE

Nastepnie wykorzystujac zwiazek (wyzn'a'czn'ik Wrofiskiego funk¢ji I;(af) i K,,‘(‘ag))

l

(12) B Iﬂ(ag)Kﬂ (ad)~ Iﬂ(a.E)Kﬂ(a.E) ~F -
redukujemy (11) do postac1
(13) Ip(GE) [up(§ 0)— Kp(aéf)] Ip(aé)[up(é“ 0)—Kp(aé)] = 0.

Rozwigzanie réwnania (13) jest nast¢pujace: o
(14) u (¢, 0) = Ch@)+K (@), C— stalal
Zatem
(15) , Hp(§ o) = Iy(ap) [CIp(a§)+Kp(a§)]

Szereg (9) jest szeregiem symetrycznym wzglqdem £i g, wobec tego otrzymujemy o
(16)  Hy(€,0) = nGG—0)Li(&, 0, v, @) +n(e—HLi(e, &, v, 0),  &,0€(0; 1),

gdzie Li(£, 0,9, a) = I;(a0)[C(a, ¥) I (&) + K, (ad)].
Stalg C okre$limy kladac teraz we wzorze (9) § = 1, czyli

m=0 — L m

Korzystajac z ortogonalnoéci funkcji Bessela z warunkiem (2), po przemnoZeniu
obustronnym réwnania (17) przez 0Jg(umo) 1 scatkowaniu w granicach od 0 do | otrzy-
mujemy -

[T+ Ky @ T3t o 1@t 5@ Ty 1)} = Ty
a uwzgledniajac (2) .
Kg(a) l -1

(18) . C(aallp)= - Iﬂ(a) + Iﬂ(a) alp-l(a)+wlﬂ(a) .:

W szczegdlnym przypadku

_ Kp(a)
Is(a)
_ K 11
Iﬂ(a) Is(a) alp_,(a)

Dla warunku brzegowego II rodzaju w szeregu podstawowym (9) wykorzystu]emy
zwiazek (2). Zatem

dla warunku erégoWego I rodzaju,
(18a) C =

dla warunku brzégoWego" I .rodzéj'u.

I4(ag)
Iy(a)

L ey, a) = [¥Kﬂ(a)-Iﬂ(a§)+'1ﬂ(a)11<,',(a§)+ ﬂ] .

aly_(a)+yls(a)
I5(ag)

Ll e v = @
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Catkujgczwiazek (16) z waga &+ w granicach od 0 do é,--mamy
19 T e p.a)= f«sf’“Hﬂ@, e)df = f«sﬂ“Ll(«s o)y, a)dé+

+ f - (9,5 w,a)df— 2[9"+§"“L3(£,0,w,a)],
0, . St L

glee N ..'.": .' . \ e _,,_,;_.

Ls(ét 0 w,a) = al,e(ae)[C(a w)lﬂ“(af) Kﬂ“(af)] = s
alg(ap) 54+ 1(ab)
= IZ(a) [ Kﬂ(a)1ﬁ+l(a£) Ip(a)KﬂH(af)'*' m]

2B+y

Li(1,0,v,a) = _Iﬂ(ag).m .

Z drugiej strony
' __ e Jﬂ(ume)f fﬂwﬁ(ymade
_ IR
@0 T0 e =2 D o G

_ T () T itm@)
2 Z (2 + 97 +2Bp) (2 + a)pmI 3 1(um) ’

Analogicznie
Jl(é,t 05 w,a) f@ﬂ+1Hﬂ(£ e)de ——Z[Eﬂ+e“+‘L3(e £, w,a)],_.
a z drugiej strony

ot . e :

_ o ) [ s

Ti¢ 0 p,a) =2 22' B
i6ep.a Y m=0 (uf+ 92 +2By) (w7 +a*) J3_ 1 (pm)

P

) | P g 1 (@) Tp(tmd) '
(92 +2B) (i + ) pom T3 1 ()

m=0
Stad widaé, ze funkcje J_l(é , 0,9, a) i 'J:l(.f 05, Q) sa symetry_czne wzgledem zmien-

nych £ i ¢, Ji(¢, 0,9, = Ji(e, &, p, a) oraz Ji(e, £, v, ) = Jy (¢, 0, , ).
"~ Wobec tego

hd £ﬁ+1J (,qu)J +1(,um£),
20 2 B B =
(20a) ¥ n; y,,,(yﬁ,+w2+_2ﬂw)(ﬂ,ﬁfr_az)_J/?-l(/tm_)

= ¢~ T (¢, o, w,a)+n<e—e)i<e,e v, a) =

—7)(4E d— le"+5"“L3(5.9 w,a)]+17(0 5)——[5"+0"“L3(9,5 w.a)]
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W szczegélnym przypadku dla I warunku brzegowego (p — )i § = 0, podstawiajac
w (20a) & = 1 otrzymamy

o0 .
Jo(pm0) [ 1o(ag)
21 2 Z S
20 PR ETOYAR I To(@
Calkujac tefaz Ji(&, 0, v, a) z waga ¢?+' w granicach od 0 do ¢ oraz .;—:(E, 0, Y, a)
z waga &#+1 w granicach od 0 do £, otrzymujemy symetryczny wzér wzgledem zmiennych

Eipg

22 2 (§Q)ﬂ+l-]ﬂ+1(/‘mQ)Jﬂ+1(#m§)

2 =
(22) s A9+ 289 (i + D T (o)
= CE-0%¢, 0, v, D+n(e—OT,¢E, 0,9, a),
gdzie : :
Ja(& a) = f”.g“f_(f o, v, aydp L e’ + (£t IL, (&, a)
2 ,Q,V), _'0 Q 1 )Q)w) Q 2 2ﬂ+2 Q 2 Qw) ’
¢
T oy, = [ #0TE di = L2 el 8
2 ’Q’w’a—'o (,Q,%a) —';2_ 2ﬂ+2 0 210, ,%a)-
Stad

ToE 0, p,0) = T(0, £,p,0)  oraz Ty, &, 9, a) = L&, 0, , ),
Ly(§,0,v,a) = Iz ,(ag)[C(a, V’)Iﬂn(af)—KpH(aE)] =

Ips1(at) ]

= B | K@ o @~ L@ Ky tatr 5 D

I4(a)

Iy, 1(ap) 28+
a aly_ (@) +vyls(a)”
Kladac w (22) & = 1 otrzymujemy zalezno$é

LZ(I)Q)V))a) = —

) Jo41(m0) a4 1 () =
@ KTy 200) (W T

_ _1__[ P Iyia(ag) 28+y ]
2128+2 a alg_ (a)+plz(a)

la| > 0.

W szczeg6lnosci dla warunku brzegowego II rodzaju (p = 0)

N Tos(n@Tpestn) _ 1 [ @ 2B Iy i(a0)
22b 2 B+1 B+1 = _ B+1 , 0
(, ) 4 pn @) ) @ | 28+42 - @ Ip(a) la| > 0,
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a dla I warunku brzegowego uzyskujemy (—Jﬁ_l(,u,,,) = Jlg+1(,um))’

Jp41(Um0) 1 [ o Iﬁ+l(a9)]
23) 22 TR g1 i) "[2ﬂ+2‘ a@ | 70

stad dla p = 1.

s

1 tgha
—2“[1

® 1 1]1 1(a)
(23a) 2§m = ?[7_ an(a)] p=0
1[1 1 ctgha_] B=L g >0
) 2’ '

3 a? a

a2

Obliczajac granice wyraZen po prawej stronie zaleznosci (23a) dla @ — 0 otrzymamy

1 1
?’ ﬂ = __2":
o0
1 1
(23b) 22;‘—;: T P£=0
m=0
1 1
s P=a

Oczywilcie wartoéci wlasne u,, sa rézne dla réznych wartosci parametru f.
Postugujac si¢ wzorem (22) mozemy obliczy¢ np. sume szeregu typu

(f@)ﬂ-'-1 ‘Iﬂ+ l(:um @)Jﬂ+ 1 (;um 5)
o Z (w3

24 +a2) (ud 0 (u + 2 +28y) JF- ()’

wykorzystujac zwiagzek

1
ph+a® ph+bE T B —a® uf Wi+ b’

1 b? 1 1 a? 1 1
T op2_g2 Ezn— ui+a? *

Zatem

Gh) 2 Z (u%+a%) (ﬂf:b(f)né/?nj :—:/)l (/-:-mzéf;)’lp).]ﬂ G
= g7 =0l 0,9, 0)—L:(, 0, v, O] +
+n(e—8ILyo, &, v, b)—La(o, &, v,a)]}.
W szczeglnosci dla warunku brzegowego I rodzaju
Iz (ag)

. Jﬁ+1(/"m@) 1 . Iﬁ+1(b9) _ ]
= Z GETD 2+ 5Ty 1) —bZ[ 3,6 @ |

6 Mechanika Teoretyczna 4
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adlag =1
tgha _who o1
P S
o 1 ! L@ Lo ~
@) 22_3 Wr )G+t~ v—a *ah@ " e L=
ctgha ctghb 1 1 1
Tt a Ao

la| >0, b > 0.

Przechodzgc w zwiazku (25a) do granicy przy b — 0 otrzymamy wzor (23a). Przed-
stawione wzory mozemy réwniez wykorzystaé do obliczenia sum szeregéw stanowiacych
transformaty Laplace’a naprezen termicznych stycznych ¢,(&, Fo) i promieniowych
a,(&, Fo), wywolanych dzialaniem pola temperatury (1) w walcu nieskoficzonym. Wyra-
Zaja si¢ one wzorami:

N ~Fo Tim) Ty (imd)
-‘l’[d,(E,FO)]=-Y{2w2 i [ + —Jo(yme)]}=
n12=(; /‘m(;um'l"‘p )Jl(,um) M ,umé
. S—— N 7 _—1_—11 ) PR 3 ]
LG TGPV D g 05 D= b )
oraz
AR T L) TiGid)
Zlor(&, Fo)l = z{zw Z Urm(p 2+ 9Ty (Um) [ U b } -

m=0

Y 1 — 1 -
= — , ——I,(ys &) - —_11(;/s)l.
slVs L(Vs)+vle (Vs) [Vsé Vs
Sumy tych szeregéw sa przypadkami szczegdlnymi wyprowadzonych wzoréw. Jako
ilustracje zastosowania otrzymanych zaleznoéci obliczymy rozklad temperatur (1) w walcu
nieskoficzonym dla Fo < 1. Wéwczas funkcje exp(—pu2Fo) mozemy zastapié trzema
pierwszymi wyrazami jej rozwinigcia w szereg MacLaurina.

Zatem
o] o0
22 3 JolnDe NV Jolumd) 1 _
o '(Jufz'l+w2)/‘m‘]1(/"m) ,:-;({ (ua+9) im Iy () 1+ ﬂr%lFo n (u3Fo)?
1! 21
0
N Jowld 2
Fo £t (un+y)Ji(um)  ,  1+4i ( , 1=
m FO I." Fo

m=0 S

0
i J (Jum 5) 1 JO(,um 5) 1
Fo v Z (Jurzn+1p2)‘]l(/‘m) 2 I+I 21/) ° (lurzn+1p2)‘]l(1um) 2+ 1—i
"™ Fo " ™" Fo
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Wykorzystujac teraz wzér (20a) otrzymamy

Jo(lu,"E) 1
2 =
s MZ (2 + 92 1 (o) 1+ + (12, Fo)?
1' 2

. :D_( v )| (re) * 72 (”F)]_D( /i)l 7s) o (7)) |
B v R e I R R v

o = 21/4

. ( )k( Ea 2640 (— 1) Eoq \20k+D)
fou \ 2 2]/Fo) © AT (21/1:—0)
Dl( V'FG) - ,;, (@iyt)y? Vz Z (@k+ 112
k( Ea 2(4k +3)
21/%)
V Z (@e+3D>

o Eq  \24k+2) o Eo  \2@4k+1)
e, ( "(zv‘%) ( D(ZVF&)

o Ea |24k
o (- 1)(2 VFO)

1
V2 ,;;; ((4k+3)1)? ‘

( 50‘_)4“3( 5(1_)4“4
C(m) 1/F [Z“‘"‘ et -

( Ea 4k.+2 Lo \4k+3

21/%) (W‘FF ) |

1/—52(_ Rl T @+3t "
k=0 P -t

( Ea .4k Ea 4k 1 1
1 < 2V§) (2;/%) ]
—520:(“"‘-(4@! @+t
p _

+
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" é'a ak+1 -£a 4k+2
b\t (EVF_J) (EVF—_o)
“(Ves) = v 2y @ @Rl
) ) Ed 4k+2. Ea 4k +3
e lam) Giml

AN
o D2 O T sy

k=0
Eo |4k éa 4k +1
3yre) (ayrs)

LSy pl2dFo] (2y/Fo]
%) ,;o’( D =Gt @k +1)!

W celu zwickszenia dokladnoéci wzoréw, funkcje exp(—pZFo) mozemy zastapié
dla Fo < 1 wigksza liczbg wyrazéw rozwiniecia jej w szereg Mac Laurina. Dalej postepo-
wanie jest analogiczne do powyZszego.

2. Szeregi o sumach wyrazonych przez zwyczajne funkcje Bessela

Zastosowanie wyprowadzonych wzoréw mozemy znacznie poszerzy¢, wykorzystujac
zwiazki zachodzace pomigdzy funkcjami Bessela argumentu rzeczywistego i urojonego.
Dla zmodyfikowanych funkcji Bessela argumentu urojonego mamy nastgpujace zwiazki:

. i
| L(ati) = € % J(ad),

. ni
K.(ati) = — “T’e""z— [J,(a&)—iY(at)].

Wezmy teraz pod uwage nastgpujace wyrazenia wystgpujace po prawych stronach
wzordw (16), (20) i (22).

Podstawiajac ai w miejsce a otrzymujemy

(26) . .

- w Jyag) - 2 Jyag)

L&, 0,9, ai) = AGR Yy(a) Jo(al) = Yp(al) Jp(a) + — Ty @+vl,@ |’

27
S w Jaia(ag) . 2 @)
L:(&,0,9,ai) = 5 ﬂJﬂT [Jﬂ(a) Y. 1(a8)—Jsy 1 (al) Yy(a)— = m],
(28)

e w adylag) | 2 Jpuil@d)
Ly(&, 0,9, ai) = 2 @ [Jﬂ(a) Yy 1(ab)—Jpy 1(ab) Yﬂ(a)_—n” ajﬂ_T(E)+1pJﬂ(a)]'
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- W szczegolnos<:1 dla &= 1

(.
(26a) L 1,0,w, at) 7 aly i@+ pInd)

' - _Jﬂ+1(‘19) ‘ 28+
(27a) Ly(1,0,v,ai) = p 'ajﬂ_l(a)_f_wj;("z’)‘,
(28a) Ly(1, 0, p, ai) = —Jy(ag) —L¥

ajﬂ—l(a)_+wjﬂ(‘5.
Otrzymali§my w ten sposéb sumy nast¢pujacych szeregéw:

: N Jo () Jo(ttm0) _
@ E (Wa=a) it 9+ 209 T o)

= 77(5_0)[‘1(5, o, vy, ‘”)+7l(9—5)L1(9, E’ v, ai)’

2 ]
(30) 2,(/)2 2 (7‘ & +l"ﬂ</‘m@)"ﬂ+l(/‘m§)_ ey

= (12) (;ulzn +w2 + zﬂW)ﬂnnJﬂz—l(,um)

= —n(ét 03 - [of +E"“L3(E ey, al-nle—8—_7 [E”+@”“L3(9 &, w,at)],

0

(95)ﬂ+11ﬂ+1(/‘m9)-]ﬂ+1(#».5)
31 242 -
G v y n—a®) (ui+ 92 +28y) uh JF_ | (1)

m=0

= —n(é—0)— + (£ Ly(é, 0, w,at)]

2ﬂ+
[ 26+2
26+

(=8 alz [ﬁﬁ“ +(£0)‘“’L2(9, £, w,at)]-

W szczegblnym przypadku, gdy & = 1, wzory powyzsze maja stosunkowo prosta postac.
WeZmy jeszcze pod uwage wyrazZenie (24a)
Podstawiajgc b = a i mamy

Jﬂ+1(/‘m9)-]ﬂ+1(/‘m§)
(3 2y 2 = G 2D )

= W {n(é—e)[Lz(E, 0, v, a)—Ly(&, 0,9, a)]+
C+n(e—8IL(e, &, v, a)—Ly(0, &, p, adl}.

Dla I warunku brzegowego (p — o) oraz & = 1 wzdr (32) przyjmie postaé

g () I[Jﬂ“(ae)_lﬂﬂ(a@l
G2) 2% Wom a2 | aly@ T aly@ |’
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Podstawiajac z kolei do (32a) w miejsce @ wielko§¢ ]/ i adochodzisie do funkcji Kelvina.
W szczegéinoéci dla 8 = 0 na podstawie powyzszych wzorédw otrzymuje si¢ zaleznoéé

33 2 < Ji(tm0) 1 (bera— bela)berl(ag)+(bera+be1a)be11(ag)
) 2 e = Vie ber’a + bei%a

m=0

a w granicy dlaa - 0

o 2 3 e _ e,

Dokonujac analogicznych podstawiei w zwiazkach (20a) i (30), przez ich odjecie
i dodanie stronami otrzymamy

22 Jo(ttm0) —~l—[1 bera-berag+beia-beiag
(ph+a ) pnd 1 (ur) ~ a* ber2a+beila ’
22 mJo(um@) 1 beia-beiag—bera-beiag
(ut+a")Jy (1w~ @ ber?a+beia ’

'gdzie funkcje berap, beiap i ber,ap, beijap sa funkcjami Kelvina odpowiednio rzedu
zero 1 jeden.

3. Uwagi koncowe

W wielu przypadkach technicznych mamy do czynienia nie z pelnym walcem, kula
czy symetrycznie ogrzewana (chiodzona) plytg lecz z walcem wydrazonym, kula wydra-
Zzona i niesymetrycznie ogrzewana (chlodzong) plyta. Zjawisko jednowymiarowego prze-
wodnictwa cieplnego dla tych cial moZna ujaé jednym wspSlnym réwnaniem rézniczko-
wym:

09 029 1-28 8¢ . .
(34) _aF_o“a—fz+Ta_§’ telé; 1y, & >0, Foel0; +x),
z warunkami:
— warunek poczatkowy

}E0) =1, Eelb;D,
— warunek brzegowy na powierzchni wewngtrznej
[aﬂ(gEFo) pid (&, Fo)] 20, Foe(0; ), p, = const,
E=¢

o1

— warunek brzegowy na powierzchni zewngtrzoej

[—5’9(56’5“) FpdE, Fo)] =0, Foe(O;w); s = const.
¢
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Rozwiazanie réwnania (34) z podanymi warunkami wyraZa si¢ wzorem

o0

9, Fo) = D & Anop(unE)e—rmF,

m=0

gdzie funkcja o3(u,&) jest funkcja walcowa w postaci

. mJ —l(/‘tm)+w2‘] (:um)
=J L6 — Hmdp B Y, ),
Gﬂ(ﬂm 5) ﬂ(‘u 5) ,um Yﬂ— 1 ([.t,,,) + I‘/’2 Yﬁ(ﬂm) ﬂ(‘u 5)

a wspdlczynniki A,, sa okre§lone wzorem

1
5f B (&, 0) &' Py (uné) dE

Am = :
ef Eo (um&) dE

—0p- 1 (m)+E1 P op_ 1 (uméD)
%[Gg(ﬂm)_o'ﬁ—x(ﬂm) 0'ﬂ+1(ﬂm)"0'§'(ﬂm£1)+0'ﬂ—1(ﬂm 51)0'ﬂ+ W ED]

oraz réwnanie okre§lajace warto$ci wlasne ma postaé

op(pé) _ &
0p-1 (1) T

Uklad funkcji op jest ukladem ortogonalnym i zupelnym. Zatem dystrybucj¢ Diraca
mozemy wyrazié¢ przez funkcje {o5(un&)} analogicznie do (3) i (4). Postgpujac podobnie
jak poprzednio uzyskamy wzory sumacyjne dla szeregéw zawierajacych funkcje o5(t,&).

Przy rozwigzywaniu dwuwymiarowych zagadnien przewodzenia ciepla w walcu nie-
skoficzonym mamy do czynienia czesto z sumowaniem szeregdw Bessela-Fouriera zawiera-
jacych funkcje Bessela rzedu calkowitego n. Dla takich funkcji réwnanie okre$lajace
liczby w,, ma postaé

Sulp) _ p
(35) ) B ,20,1,2, ...
) oy
Kolejne pierwiastki réwnania oznaczamy przez u’, m =0,1,2,.... Postepujac

analogicznie jak w przypadku funkcji Hz(&, o) uzyskamy réwnanie dla szeregu podsta-
wowego Hg(£, o) w postaci

OH, _aly(ad) L) 1 _

(36) & T T@d T L@y e >0
Z drugiej za$ strony
. T2 ) T &) 1
nE o =2 TEGED) — Ty D) T D) DVt
m=0

Rozwiazanie réwnania (36) jest nastgpujace:

@7 Hy(&, 0) = n(E—) L{"¢, 0, v, )+ (@~ HLP(, & 9, 9),
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gdzie

L0, 07,0 = 02 | - K@ ) + a0 + o 2D

In(a) al(a) +yl,(a)

Zwiazek (37) moze by¢ wykorzystany dla znalezienia sum innych szeregéw po dokona-
niu identycznych operacji jak w cze§ci pierwszej pracy. Tutaj role parametru odgrywa
calkowita liczba n. Przy rozpatrywaniu symetrycznych rozkladéw temperatur w walcu
nieskoficzonym, kuli i plycie nieograniczonej (z warunkiem poczatkowym (£, 0) = 1
i brzegowym jak w czgci pierwszej pracy), bezwymiarowy rozklad temperatur mozna
wyrazi¢ wzorem :

N zwzéﬂ‘j—ﬂ(:umf)e—'u'z" Fo
( ) m=0 (‘u'2"+w2+2ﬂw)lu'"']—(ﬂ—l)(;um)

£e(0;1>, Foe(0; ),

a warto$ci wlasne stowarzyszonego zagadnienia brzegowego okre$la réwnanie

Jogw)  _ p

J_ - () 1/’.

Wtedy dla wartoéci wlasnych okre§lonych powyzszym wzorem nalezy zmienié w wypro-
wadzonych poprzednio wzorach znak wskaznika rzedu przy funkcjach Bessela na prze-
ciwny.

Przedstawione w pracy wzory mozna réwniez uzyskacé przez rézniczkowanie szeregéw
podstawowych. Takie post¢gpowanie przedstawione jest w pracy [2] (dla f =0, n =0,
yp=-00)i[6](dlap =0,n=0, 9> )

Zaletg wyprowadzonych wzoréw jest ich ogdlnoé¢ w sensie warunkédw brzegowych
(ujmuja wszystkie trzy warunki brzegowe), jak rodwniez mozliwoéé sumowania szeregéw
trygonometrycznych wystepujacych przy rozwiazywaniu zagadnief brzegowych z zakresu
przewodnictwa cieplnego.
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Peswome

CYMMHPOBAHHE HEKOTOPBHIX PSAIOB BECCEJIA-PYPBE BRICTYIIAIOIINX
B 3AIAYAX TEIIIONPOBOIHOCTH

B paGore mpencraBnes MeToA CYMMHPOBAHHA HEKOTOPLIX psajgoB Beccens-dDypee ¢ mapamerpom,
BBICTYNAI01UMX B 33[4a4ax TeIUIONPOBOAHOCTH. B 3aBUCUMOCTH OT 3HAYEHWsI MapaMerpa, MOXKHO IIoJIy-
YUTB CYMMY PAXOB AN ¢pyHxumit Beccena nopaakos 0 1 0,5. M0>XHO MCTIONB30BATH ITOT METO/ M K OlIpe-
JAETEHUIO CYMMBI PAJOB C LMJIMHAPAYECKUMH (PYHKUHAMM APYTHX IOPSAKOB. '
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Summary

SUMMATION OF CERTAIN FOURIER-BESSEL SERIES OCCURRING
IN HEAT TRANSFER PROBLEMS

The method of summation of some Bessel-Fourier series with a parameter occurring in heat-transfer
problems is described. Depending on the value of the parameter, the sums of zero and half order Bessel
functions are obtained. The methods of derivation of the formulae for the Bessel functions of other orders
are also given.
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