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1. Uwagi wstepne

Optymalne ksztaltowanie belek sprezystych przy speinieniu warunku wytrzymato$cio-
wego sprowadza si¢ z reguly do tzw. ksztaltéw réwnomiernej wytrzymalo$ci. Jednakze
warunek rownomiernej wytrzymaloéci na czyste zginanie prowadzi do zerowych po-
‘Wierzchni przekroju w miejscach zerowania si¢ momentu zginajacego; wynik taki nie
Jest ani poprawny teoretycznie z uwagi na wystgpowanie tam naprezen stycznych, ani nie
Stwarza mozliwoéci realizacji praktyczne;j.

W obecnej pracy zajmiemy si¢ optymalizacja belek hiperstatycznych uwzgledniajac
oprécz naprezen o, nie tylko naprezenia styczne 7,4, lecz réwniez naprezenia normalne o .
W przypadku belek niepryzmatycznych sktadowe te na ogot nie zeruja si¢ we widknach
skrajnych o najwigkszych naprezeniach o,. Jako zmienna ksztattowania przyjmiemy
Wysoko$¢ prostokatnego przekroju belki & = h(x) ptzy ustalonej szeroko$ci b = const.
Takie ujecie zezwoli na weryfikacje do$wiadczalng uzyskanego wyniku metoda elasto-
Optyczng w jej najprostszym wariancie. Przyjete kryterium jest mianowicie réwnowazne
Warunkowi wystapienia tego samego rzedu izochromy na zewngtrznym nieobcigZonym
brzegy belki, gdzie panuje jednoosiowy stan napreZenia o kierunku stycznym do konturu.
Jezeli na nieobciazonym konturze zéwnetrznym wystapi w istocie staly rzad izochromy,
to $wiadezy to o wyréwnaniu naprezeti tam wystepujacych. W dotychczasowej literaturze
Pos$wiecono kilka prac optymalnemu ksztattowaniu belek przy uwzglednieniu napreZen
Stycznych. Kutkow i CzeLNokow [1] badaja belke prostokatng swobodnie podparta na
dwéch podporach. Dowodza, ze uwzglednienie naprezef stycznych ma niewielki, pomijal-
nie maly wplyw na objetoéé belki. W innej pracy [2] CzELNOKOW analizuje belki z uwzgled-
nieniem takze warunku sztywnoéci. HAUG i KIRMSER [3] optymalizuja ksztalt belki swobod-
nie podpartej na dwdch podporach przy'ogra:'niczeniu ugiecia i uwzglednieniu cigzaru
\ylasnego. Narzucone ograniczenia dotycza takze gldwnego naprezenia normalnego i mak-
Symalnego stycznego, obliczonego jednak jak dla belki pryzmatycznej. MARTIsZyUS [4, 5]
Pf)daje wzory na ksztalt belek prostokatnych, swobodnie podpartych, przy uwzglednie-
Dlu — obok zginania i §ciskania — takze wptywu sity podhiznej. Nie podaje jednak zadnych
P_”Yk%adéw. NapreZenia styczne moga' odegraé. wigksza role przy ksztaltowaniu belek
Clenkoéciennych (Grycz [6]). v :
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Metoda elastooptyczna dla weryfikacji teoretycznych wynikéw optymalizacji ksztaltu
byla réwniez stosowana. IosiPEscU [7] stosowal metode elastooptyczna do weryfikacji
optymalnego ksztattu wspornika. OWCzZAREK [8] podal sposéb do$wiadczalnej — elasto-
optycznej optymalizacji ksztaltu potaczen shupéw z belkami.

2, Stormulowanie zadania

Do rozwazan przyjeto przykladowo belke jednokrotnie hiperstatyczna utwierdzona
na jednym koncu i swobodnie podparta na drugim (rys. 1). Zaklada si¢, Ze napreZenie
zredukowane we widknach skrajnych belki jest wigksze od naprgzenia zredukowanego
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w jej osi, na calej jej dlugo$ci. Zalozenie to bedzie sprawdzone na koncu pracy. Przy przy-
jeciu zasady wyréwnania naprezeni w skrajnych wiéknach belki przy stalej jej szerokosci
b wysoko$é belki 2 4 musi ulega¢ zmianie. Zmienno$¢ wymiaréw belki prowadzi do powsta-
nia stanu napreZenia zilustrowanego na rys. 2. Naprezenia 7., i o, we widknach skrajnych,
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Rys. 2

oznaczone przez 7,, i 9, moZna bedzie obliczy¢ wprost z warunkéw brzegowych, bez
analizy ich rozktadu w przekroju belki. MozZna mianowicie napisa¢ nast¢pujace warunki
rownowagi tréjkatnego elementu:

dFcos ¢T,,—0,dFsing = 0,

2.1 o
1) dFcos@a, —7,,dFsing = 0, .
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z ktérych wynikaja nast¢pujace wzory na napre¢Zenia:

‘ - _ dh

(22) Tzx = Ox° —d—x’
2

(23) az = a.\: (%) ’

przy czym przyjmiemy, Ze &, jest z dostateczna dokladno$cia wyznaczone wzorem ele-

mefitarnej wytrzymalo$ci materialéw
— M(x)
0, = -h
@

. 2 .
gdzie M(x) oznacza moment zginajacy, za§ J(x) = g—bh3(x)—moment bezwtadno$ci

przekroju belki wzgledem osi oboj¢tnej zginania.
Wzory (2.2) i (2.3) obowiazuja dla nieobciazonej krawedzi belki, moga jednak byé
stosowane réwniez w przypadku dzialania obcigzenia ciaglego ¢, bowiem z reguly ¢ < o,.
Przy pomocy ogdlnie znanych zaleznosci dla plaskiego stanu naprgzenia mozna tatwo
wykazaé, 2 w rozpatrywanym elemencie istnieje jednoosiowy stan napr¢Zenia, a jedyne
niezerowe naprezenie ma kierunek styczny do krawedzi belki. Jego wartoéé wynosi

dh
2.4 )
) o = 14 v
Przyjecie zasady wyréwnania naprezen prowadzi do nastepujacej zaleznoéci:
2.5) lou| = oo

gdzie o, jest napr¢zeniem dopuszczalnym. )

Dla belek statycznie niewyznaczalnych charakterystyczne jest przechodzenie wykresu
Mmomentu zginajacego przez warto§¢ zerowa. W miejscu zmiany znaku momentu warunek
ksztaltowania (2.5) bedzie spetniony jedynie w granicy, mianowicie przy o, — 0 otrzy-
mamy dh/dx —» .

Przyjmijmy nastepujace w1elko§c1 bezwymiarowe:

h X R 400b
(2.6) =2, E=2, =2 =—2-.
Podstawiajac (2.6) do (2.4) z uwzglednieniem (2.5) i (2.3) otrzymujemy nast¢pujace réw-
nanie, okreslajace optymalna wysoko$é belki n = 7(&):

3p
(2.7 2_p2. V2P L1 g,
) R Py =

Powy2sze réwnanie jest réwnaniem nieliniowym pierwszego rzedu, dla ktorego naplsaé
mozZna nastgpujace warunki brzegowe

2.3 n(r) =5'(1)=0

oméwione szczegélowo w rozdziale 3.

5 Mechanika Teoretyczna 4
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Wymaga ono jednak dodatkowego warunku dla- wyzriaezenia niewiadomej redkeji-r.
Warunku tego nie mozna sformutowaé bez jednoczesnego rozwiazania réwnania réznicz-
kowego linii ugiecia belki. Jest ono réwnaniem drugiego rzedu, przy czym dla belek hipef~
statycznych dysponujemy dodatkowymi warunkami brzegowymi, ktérych jest tyle, ile
wynosi stopient hiperstatycznosci belki, a ktore mozna «wypozyczyéy dla rozwigzania
réwnania (2.7). Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki przyjmiemy w formie zlinearyzo-

wane_luu.___ SRR RS R
29) EJ)W' (x)+ M(x) =-0;

a po sprowadzeniu do postaci bezwymiarowej =
(2.10) PO E)+2E—£ =0

gdzie u'= 4Eb[3g - w/l jest bezwymiarowym ugieciem; R
Warunki podparcia belki dostarczaja nastgpu_lqcych trzech warunkow brzegowych,.

@iy ) =u(l) = w(1) =0,

z ktorych dwa dowolne wykorzystaé mozna do przeprowadzema calkowama rownama
(2 10), natomlast trzec1 pos}uzy do wyznaczema reakcy r. . .

Problem sformulowany powyzej réwnaniami (2.7), (2.10), (2 11), da,_]e SIQ rozwmzaé
efektywme przy pomocy maszyny cyfrowej. Dla celéw obliczeniowych, nalezy przeksztalcné
réwnania (2.7), (2.10), (2.11) do postac1

(& _ | V3 pi*(&)

(2.12.1) = =tV oee ~1, .
du(@) _ '

(2.12.2) dE (E)

e dog)  rE-g

(.2'_1,_2'3) N G

u(0) = u(l) = »(1) = 0,

Ostateczng objetoéé belki wyznaczymy ze wzoru

N L1 .
(2.13) v = [ e,
0

3. Rozwiazanie numeryczne

Réwnanie wyznaczajace profil belki (2.12.1) mozna calkowaé niezaleznie od réwnafi
linii ugigcia, gdyz sprz¢zenie migdzy tymi réwnaniami. wystgpuje jedynie poprzez niewia-
domy parametr r. ' » e . .

Dla dowolnie przyjgtej (jeszcze nieznanej) wartoéci r réwnanie (2.12.1) posiada w prze-
dziale [0, 1] dwa punkty osobliwe (dla & = 0 i & = 2r). Wyznaczono wiec przyblizone
rozwiniecie funkcji 7(£€) w otoczeniu tych punktéw osobliwych: Ze wzgledu 'na symetrie

T
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funkcn nHE) w przednale [0;2¢] wzgledem punktu », jej: rozwmn@cxe W 010czenru obuPunk-
tow osobllwych moZna przedstawné wspélnym wzorem R T

(3 1) _:.;- 77<C) = 770+’l71 Zl/2+172€+172 &-3/2_*_ .“,‘I:.:':' 8
gdzic, - e R
Y ‘= ]‘|§—2r|'

Podstawiajac (3.1) do (2.12.1) i poréwnujac wspéiczynniki przy tych samych potegach
otrzymuje si¢ wielkosci 7,7, ... wyrazone poprzez nieznana wielko$¢ przekroju 7,

W punkcie osobliwym: ‘
‘ 2 3Tp
N1 = 7o l/# >

/3
(3.3) s = noi fr

.']/2_V§P1 |/2p—1p1) 3 . ]/2r ]
3 = "o [(-_ T ‘i/?T ’ 3]/3p1 Mo

Z postaci rozwiniecia (3.1) wynika, ze:

1° ' Wysoko$¢é: belki- w punkcie osobliwym iest skoficzona (7,+.0), zatem nie pojawia-
sig przegub, jak w.klasycznym rozwigzaniu uwzgledniajacym jedynie-papreZenie oy

2° Nachylenie brzegu belki w punkcu: osobllwym dazy do oo (czton %, {2 w réwna-
niu (3.1)). :

Dla { < x, (gdzie x, przyjeto.dla zapewmema odpowxednlej dokladnoS$ci ObllCZCD)
profil belki wyznaczono z rozwiniecia (3.1), natomiast w pozostalym obszarzc otrzymano
80 z numerycznego calkowama réwnanija (2.12.1). ’
, Rozwxqzame numeryczne metodq Rungego Kutty bylo stabilne’ jedyme wtedy, gdy
calkowame przeprowadzono w klerunku malejqcych wartoSci 17(5), czyh od B do A
B do. C oraz D do C (rys 3) Wyznaczeme profxlu belkx wymagalo WJQC znale21en1a war-

kigrunki Catkowaria | T T :
g f](,) Y L S

to§c1 poczqtkowych 17(5)|¢ , oraz 17(5)|¢ ‘- Wykorzystujqc Warunek symetru 17 (£)|¢ " =
=0 otrzymano plerwszy warunek poczqtkowy w postacx '

Gay s = —
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Z warunku tego wyznaczono rozwiazanie n(£) w przedziale [r, x,] i poréwnujac otrzy-
mang warto§é n(x,) z ta sama wartoscia otrzymang z szeregu (3.1) wyznaczono warto$é
wspdlczynnika 7,. Przy catkowaniu w przedziale [2r+x,, 1] naturalne wydalo si¢ wykorzy-
stanie warunku ciagloéci w punkcie x = 2r+x; do wyznaczenia wartosci poczatkowej
n(1). Przeprowadzone obliczenia wykazaly jednak, ze warunek ciaglosci byt spetniony
z przyjeta doktadnoscia niezaleznie od przyjetej wartosci 5(1) (rys. 4). Wykorzystano to

EN 4
3
2
1
~,
\.
: \
!
0 i 2r 1 £
Rys. 4

do przeprowadzenia dodatkowej minimalizacji objgtosci belki przyjmujiac najmniejsza
mozliwa warto$¢ wysokosci belki w przekroju utwierdzonym (krzywa 1)

r—1

V§P1

(3.5) NE)lz=1 =

(przy ktérej %’'(1) = 0).

Dla ostatecznego wyznaczenia ksztattu belki nalezy wyznaczyé warto$¢ reakcji r.
Wykorzystano do tego celu réwnania ugieé belki (2.12.2) i (2.12.3). Catkowano je metoda
Rungego-Kutty 4 rzedu, wykorzystujac jako warunki poczatkowe réwnania (2.11.2, 3).
Obliczenia przeprowadzono na maszynie cyfrowej Odra 1204 z wykorzystaniem’ biblio-
tecznej procedury «Runge-Kutta 4» z automatycznym wyborem kroku catkowania. Reakcij¢
r wyznaczono droga kolejnych przyblizen, wykorzystujac ostatni, nie spetniony dotychczas
warunek u(0) = 0, z ktérego otrzymano warto§¢ r = 0,30807 odpowiadajaca optymal-
nemu rozwigzaniu.

Mimo bardzo czasochtonnych obliczen (rézne metody wyznaczania funkcji # w kilku
przedzialach, konieczno$¢ catkowania réwnan w przedziale BC w dwu przeciwnych kie-
runkach) otrzymano rozwiazanie z dokladnoscia trzech miejsc znaczacych.

We wszystkich obliczeniach numerycznych warto§é parametru p wynosita 44,06,
a wyniki obliczefi, ktére przedstawia tablica 1, uzyskano dla wartosci r = 0,30807. Odpo-
wiednia minimalna warto$¢ bezwymiarowej objetosci ¥V = 0,035214.

Ksztalt belki otrzymany w niniejszej pracy jest podobny do uzyskanego przez OLHOFFA
[9], ktéry analizuje optymalny ksztalt z uwagi na drgania belek utwierdzonych.

Dla poréwnania przeprowadzono obliczenia (&) przy nieuwzglednieniu dodatkowych
napreZen o, i 7,,. Wychodzac z warunku wyréwnania naprezen na zewnetrznych wiéknach
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Tablica 1. Wyniki oblicze numerycznych ksztaltu belki

& 7 & 7
1,000 0,070 922 0,640 0,016 246
0,980 0,070 322 0,626 0,011 028
0,950 0,067 792 0,617 0,004 779
0,920 0,064 263 0,615 0,004 589
0,500 -| 0,061638 0,566 0,020 232
0,880 0,058 890 0,516 0,026 887
0,860 0,056 058 0,466 0,031 081
0,840 0,053 157 0,416 0,033 204
0,820 0,050 191 0,366 0,034 615
0,800 0,047 156 0,316 0,035 265
0,780 0,044 041 0,266 0,033 621
0,760 0,040 829 0,166 0,031 081
0,740 0,037 495 0,116 0,028 557
0,720 0,034 001 0,066 0,022 949
0,700 0,030 290 0,020 0,014 509
0,680 0,026 264 0,001 0,007 806
0,660 0,021 736 0,000 0,002 474

belki o, = 0o, przy przyjeciu wielkosci bezwymiarowych wedlug (2.6) otrzymujemy
nast¢pujace réwnanie:

(3.6) (&) = Vi2rE—€ .

l/ y 41
Ze wzgledu na pojawienie si¢ przegubu w punkcie & = 2r belka przestaje by¢ hiper-
statyczng i warunki réwnowagi pozostaja spelnione niezaleznie od przyjetej wartosci r.
Diatego tez, odmiennie ni2 poprzednio, calkowanie linii ugigcia nie pozwoli wyznaczy¢
wartoSci r. Umozliwia to przeprowadzenie dodatkowej optymalizacji.
Wstawiajac (3.6) do réwnania (2.13) otrzymujemy po efektywnym scatkowaniu wyra-
2enie ma-objeto§é belki

3.7 V(r =5 1— 1—2r 2 1. 2 _gr—+lnr2.
(r) ( rY1-2r +5r2n T Vi T2

. Warunek minimum objetosci, dV/dr = 0 dostarcza nastgpujacego réwnania:

(3.8) e yic2r +rln —Viz2r
|/l —2r

Réwnanie powyzsze posiada rozwigzanie r = 0,3273, ktérej to wartoéci odpowiada
warto§¢ objetosci I = 0,03362. Jest to warto$é nieco nizsza od objgtosci belki otrzymanej
Przy uwzglednieniu naprezen o, i 7.

Ten sam wynik mozna otrzymaé calkujac lini¢ ugiecia przy dodatkowym zalozeniu,
Ze linia ugigcia i jej pochodne sa ciagle réwniez w punkcie £ = 2r.

Dla kontroli przyjetego na wstepie zaloZenia odnoénie najwigkszego wyteZenia we
Wwidknach skrajnych przeprowadzono nastgpujace rozwazanie: szukane jest &min, dla ktd-
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rego napreZenie zastgpcze na krawedzi -zewngtrznej. jest réwnernaprezeniu zastgpczemu
na osi belki

(39) _: Ured'z-—h = Uredlz—o

KRrzYS$ i ZYCZKOWSKI podajq [10] wZor (l 6 4) na t,x w os1 ObO_]Qtne_] belki 0 zmiennej

wysokosci . A L
3 M @)
zxlz=0 7 7 _ T-h dx]
Przy przyjeciu (2.4) oraz faktu ze-

o = V3|r,,|

(wedtug hipotezy Hubera-Misesa), otrzymujer_ny ;_nastQp_quce réwnanie:
M1 [, 3] dn] dh')’ Y3 |dm
de/ | . 2 :

) \ dx

Przyjeto nastgpnie wielko$ci bezWymiarowc (2.6) oraz d'w__a' plerwsze wyrazy szeregu
(3.1) i znaleziono przy pomocy maszyny cyfrowej warto§é &m, = 0,00233. Warto$é ta
jest znacznie mniejsza od uzyskanej przez innych autoréw, pomijajacych 7., i o, we widk-
nach skrajnych. Uzyskany wynik wskazuje, Zze w bezposredmm otoczeniu podpory oraz
punktu £ = 1—2r, gd21e M = 0 (rys. 1) ma miejsce odstepstwo od przyJQtego zaloZema
Jest ono niewykrywalne na drodze elastooptycznej, bowiem podpora jest miejscem przy-
lozenia sily skupionej, a w miejscu-zerowania si¢ momentu zginajacego, pomijajac doklad-
no$¢ realizacji obcigzenia ciaglego, wobec malej -wysokosci belki wystquJe przestrzenny
stan naperema i

Urcd 2=0

(3.10)

4. Podobiefistwo modelowe

Przed przystapieniem do weryfikacji do$wiadczalnej na drodze elastooptycznej wypro-
wadzono odpowiednie prawo podobiefistwa mechanicznego rzadzace niniejszym do$wiad-
czeniem. .

Traktujemy Jako prototyp belke, ktéra zostala obllczona przy pomocy maszyny cyfro-
wej dla przyJQteJ warto§ci p,. Szukany jest ksztalt belkl modelowej, dla ktorej parametr
obcigzenia p¥ jest rozny od przyjetego do obliczen." '

Dla wyprowadzenia prawa podobienstwa zalézmy, Ze zmieniamy obcigzenie i szukamy
nowego przekroju belki, przy ktérym naprezenie w sktajnych widknach nie ulegnie zmianie

@“.1 e Pt =kpy, -._.77_’.*.—” -
Wstawxa]qc (4 1) do (2. 7) otrzymujemy: -

@2): 0 e : ,7 e ,7 |2r£ £2| o
: S ’ .'2.._’; 4 l/3 o '_ T TR I
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Z powyzszych réwnani mezna: wyprowadzi¢ nastgpujace prawo podobienstwa modelo-
wego, wigzace podziatke obciazen k 1 podzialkg wysokosci belki n

o ke ok
@) =V e

w ktérym istotng role ng}ywa warto$¢ pochodnej ksztaltu belki. Prawo to pozwala obli-
czyé zmienno$¢ ksztalty réwnomiernej wytrzymatosci przy zmienionym obcigZeniu.

5. Bﬁdania elastog}_ptyczne

Do badan przyjeto belke wykonéna z materiatu elastooptycznego PSM-1 produkcji
Photolastic Inc. Grubo§¢ belki b = 1/4’ = 6,35 mm. ObciaZenie belki ciagle zostalo
przyblizone za pomoca 40 specjalnych cigzark6éw-olowianych o masie 0,2 kg kazdy, wisza-
c¢ych na nitkach na belce w odstgpach 0,5 cm. Do‘kl_adnoéé modelu w stosunku do wynika-
Jacych z tablicy 1 wymiarédw wynosi +0,3 mm. Belke umieszczono w kolowym polaryskopie
firmy Zeiss Jena i obser_Wowano w ciemnym polu widzenia w §wietle sodowym zéitym.
Fotografia na rys. 6 przedstawia wynik do$wiadczenia. W tablicy 2 zamieszczono wyniki

Ry 6

pomlarow rzqdu 1zochrom przy pomocy metody Senarmonta, zdjéte na dolnej’ krawcdzn
belkl w punktach pomiarowych”co 0,5 cm poczynajac ‘od utwierdzonego korica belki.
"Fotografra pOkaZUJe dosyé dobre- wyrowname rzgdu izochrom wzdluz-‘dolnej ‘krawedzi
belki. Nieco nizsze wytezenie w lewej czesci belki nalezy przypisa¢ niedokladno$ci utwier-
dzenia. Wyznaczono $rednia arytmetycznq rZQdOW 1zochromy m dla punktéw 2-+14
i17+39. ,

W obllczemach pOmlletO punkty krancowe be]kl oraz 2 punkty polozone w miejscu
»sxlnego przewciema Zgodnosé obrazu elastooptycznego z przewndywamaml t’eoretycznyml
W, mlejscu snlnego przewgzema nie moze byé anahzowapa W mIC_]SCU tym obcnqieme
ciagle wywierane na belke za poéredmctwem ciezarkow odbiega powazme .od 1dealnego
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Tablica 2. Wyniki pomiaréw elastooptycznych

Nr punktu rz. izochrom | Nr punktu rz. izochrom
1 —_ 21 3,10
2 2,63 22 3,08
3 2,67 23 3,04
4 2,65 24 3,07 -
5 2,64 25 3,09
6 2,68 26 3,11
7 2,64 27 3,06
8 2,65 28 3,06
9 2,64 29 3,06

10 2,67 30 3,04
1t 2,68 31 3,11
12 2,71 32 3,10
13 2,75 33 3,07
14 2,92 34 3,09
15* 3,21 35 3,08
16* 4,10 36 3,05
17 3,22 37 3,04
18 2,95 38 3,10
19 3,03 39 3,12
20 3,08 40 —

Srednia arytmetyczna rzedu izochromy m = 2,936,
odchylenie standardowe S, = 0,202,
Sm

wspblczynnik zmiennosci W, = = 6,889,

m
* punkty nie wziete do obliczen $redniej arytmetycznej

przyj¢tego w obliczeniach. Ze wzgledéw technicznych nie mozna bylo stosowaé silniejszego
przewezenia a takze dochowaé wymagania, by %’ = oo. Wreszcie, wobec wigkszej szero-
kosci belki od jej wysokos$ci, nie panuje w tym miejscu plaski stan naprezed, ktérego
istnienie zaklada si¢ w modelach elastooptycznych.

Dokonano takze obliczen odchylenia standartowego S,, oraz wspélczynnika zmienno$ci
W, = Sn/m. Zmniejszenie rozbiezno$ci miedzy wynikami teoretycznymi a do$wiadczal-
nymi mogloby nastapi¢ dopiero po zwigkszeniu dokladnoSci obu tych podejéé. Z jednej
strony rozwigzanie teoretyczne nie uwzglednia obciazenia ¢ w warunkach brzegowych
dla skrajnych wiékien poddanych dzialaniu tego obcigZenia (gérnych) i naprezen styko-
wych. Z drugiej strony blad badan do$wiadczalnych zwigzany jest z niedokladnoscia
obciazenia i odst¢pstwami od idealnego utwierdzenia.
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Pesrwme

OINTHUMAJIBHOE IPOEKTHPOBAHUE CTATHUYECKU HEOIIPEIEJINMbIX
BAJIOK ITYTEM PACUETA U ®OTOYIPYIUX UCMLITAHUN

B paGote cnenaxa romsITKa oNpeReNUTs ONTUMANBbHYIO opmy Gasicu, cBOGOMHO OIIEPTON Ha OXHOM
KOHIIC U 3aLIEMIICHHOMH Ha IPYroM, Harpy>KeHHO PaBHOMEPHO pacripefesieHHoil Harpya3koif. Beruncnenna
YUMTBIBAIOT 0GABOYHBIE HANPSIKEHHSI O; M Ty, BOJHMKAIOLME B KPAeBBIX BOJIOKHAX Oamku u3-3a
H3MeHeHHs ee BpICOThI, IIpMBENEHBI OCHOBHbBIC YPaBHEHHUA M 1TOKA3aH Npoliece MX mHTerpuposanud. ITo
PE3yJIbTaTaM YHUCIECHHBIX BBIUMCIIEHHH TIOArOTOBNIEHA GOTOynpyrass MORE/b, DKCIIEPHMEHTAIBHBIE HCIIbI-
TaHHA TIORTBEPAUIM TEOPETHUYECKHE BBLIBOABI.

Summary

OPTIMUM DESIGN OF STATICALLY INDETERMINATE BEAMS
BY ANALYTICAL AND PHOTO-ELASTIC METHODS

In the paper an attempt is made of determining the optimal shape of a cantilever beam of constant
width subjected to uniformly distributed load and simply supported at the other end.

Additional stresses o, and 7,. appearing as a consequence of variable height of the beam are conside-
red. All necessary equations are presented and the procedure of solving them is shown. In accordance
with numerical results, the photoelastic model of the beam has been made and investigated in a circular
polariscope. Experiments showed a satisfactory agreement with theoretical results.

INSTYTUT MECHANIKI I PODSTAW.
KONSTRUKCJI MASZYN POLITECHNIKI
KRAKOWSKIEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 28 stycznia 1977 r.



