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1.  Uwagi  wstę pne 

Optymalne  kształtowanie  belek  sprę ż ystych  przy  spełnieniu  warunku  wytrzymałoś cio­
wego  sprowadza  się z  reguły  do  tzw. kształtów  równomiernej  wytrzymałoś ci.  Jednakże 
warunek  równomiernej  wytrzymałoś ci  na  czyste  zginanie  prowadzi  do  zerowych  po­
wierzchni  przekroju  w  miejscach  zerowania  się momentu  zginają cego;  wynik  taki  nie 
jest ani poprawny  teoretycznie  z uwagi na wystę powanie  tam naprę ż eń  stycznych, ani  nie 
stwarza  moż liwoś ci  realizacji  praktycznej. 

W  obecnej  pracy  zajmiemy  się  optymalizacją  belek  hiperstatycznych  uwzglę dniając 
oprócz  naprę ż eń  ax  nie tylko  naprę ż enia  styczne  rzx,  lecz  również  naprę ż enia  normalne  az. 
W  przypadku  belek  niepryzmatycznych  składowe  te na  ogół  nie zerują  się we  włóknach 
skrajnych  o  najwię kszych  naprę ż eniach  ax.  Jako  zmienną  kształtowania  przyjmiemy 
wysokość  prostoką tnego  przekroju  belki  h =  h(x) ptzy  ustalonej  szerokoś ci  b =  const. 
Takie  uję cie  zezwoli  na  weryfikację  doś wiadczalną  uzyskanego  wyniku  metodą  elasto­
optyczną  w jej  najprostszym  wariancie.  Przyję te  kryterium jest  mianowicie  równoważ ne 
warunkowi  wystą pienia  tego  samego  rzę du  izochromy  na  zewnę trznym  nieobcią ż onym 
brzegu  belki,  gdzie panuje jednoosiowy  stan  naprę ż enia  o kierunku stycznym do  konturu. 
Jeż eli  na  nieobcią ż onym  konturze  zewnę trznym  wystą pi  w istocie  stały  rząd  izochromy, 
to  ś wiadczy  to o wyrównaniu  naprę ż eń  tam wystę pują cych.  W dotychczasowej  literaturze 
Poś wię cono  kilk a  prac  optymalnemu  kształtowaniu  belek  przy  uwzglę dnieniu  naprę ż eń  
stycznych.  KUTKÓ W  i  CZEŁNOKO W  [1]  badają  belkę  prostoką tną  swobodnie  podpartą  na 
dwóch  podporach.  Dowodzą,  że uwzglę dnienie  naprę ż eń  stycznych ma niewielki,  pomijał­
nie mały  wpływ na obję tość  belki. W innej pracy  [2]  CZEŁNOKO W analizuje  belki z uwzglę d­
nieniem także warunku sztywnoś ci.  H A U G i KIRMSE R  [3] optymalizują  kształt  belki  swobod­
nie  podpartej  na  dwóch  podporach  przy  ograniczeniu  ugię cia  i  uwzglę dnieniu  cię ż aru 
Własnego. Narzucone  ograniczenia  dotyczą  także  głównego  naprę ż enia  normalnego  i  mak­
symalnego  stycznego,  obliczonego jednak  jak  dla belki  pryzmatycznej.  MARTISZJU S  [4, 5] 
Podaje  wzory na  kształt  belek  prostoką tnych,  swobodnie  podpartych,  przy  uwzglę dnie­
niu — obok zginania i ś ciskania — także wpływu siły podłuż nej. Nie podaje jednak  ż adnych 
Przykładów.  Naprę ż enia  styczne  mogą  odegrać  wię kszą  rolę  przy  kształtowaniu  belek 
cienkoś ciennych  (GRYC Z  [6]). 
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Metoda  elastooptyczna  dla  weryfikacji  teoretycznych  wyników  optymalizacji  kształtu 

była  również  stosowana.  IOSIPESCU  [7]  stosował  metodę  elastooptyczna  do  weryfikacji 

optymalnego  kształtu  wspornika.  O W C Z A R E K  [8]  podał  sposób  doś wiadczalnej  — elasto­

optycznej  optymalizacji  kształtu  połą czeń  słupów  z  belkami. 

2.  Sformułowanie zadania  •  

Do  rozważ ań  przyję to  przykładowo  belkę  jednokrotnie  hiperstatyczną  utwierdzoną  

na  jednym  koń cu  i  swobodnie  podpartą  na  drugim  (rys.  1).  Zakłada  się,  że  naprę ż enie 

zredukowane  we  włóknach  skrajnych  belki  jest  wię ksze  od  naprę ż enia  zredukowanego 

Mu 

I  I   " '  i  ' 

A 
2h 
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•  

•  
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• 

'•   •  •  •  •  

w jej  osi,  na  całej  jej  długoś ci.  Założ enie  to  bę dzie  sprawdzone  na  koń cu  pracy.  Przy  przy­

ję ciu  zasady  wyrównania  naprę ż eń  w  skrajnych  włóknach  belki  przy  stałej  jej  szerokoś ci 

b wysokość  belki  2 h musi ulegać zmianie. Zmienność  wymiarów  belki prowadzi do  powsta­

nia  stanu  naprę ż enia  zilustrowanego na  rys.  2.  Naprę ż enia  rzx  i  csz we  włóknach  skrajnych, 

•  Vi  i ;t <­,  ol  '{\ >b&\  iri   •  r 

krawę dź belki 

oznaczone  przez  rzx  i  az  moż na  bę dzie  obliczyć  wprost  z  warunków  brzegowych,  bez 

analizy  ich  rozkładu  w  przekroju  belki.  Moż na  mianowicie  napisać  nastę pują ce  warunki 

równowagi  trójką tnego  elementu: 

dF cos on z x —oxdF siny =  0, 

dFcoscpaz­r zxdFsmcp  =  0, 
(2.1) 
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z  których  wynikają  nastę pują ce  wzory  na  naprę ż enia: 

(2­2)  rzx  =  a x ­ ~ , 

(2.3) 

przy  czym  przyjmiemy,  że  ax  jest  z  dostateczną  dokładnoś cią  wyznaczone  wzorem  ele­
mentarnej  wytrzymałoś ci  materiałów 

M(x) 

Ą x) 
h(x) 

2 
gdzie  M(x)  oznacza  moment  zginają cy,  zaś  J(x)  =  ­^bh3(x)— moment  bezwładnoś ci 

przekroju  belki  wzglę dem  osi  oboję tnej  zginania. 

Wzory  (2.2)  i  (2.3)  obowią zują  dla  nieobcią ż onej  krawę dzi  belki,  mogą  jednak  być  

stosowane  również  w przypadku  działania  obcią ż enia  cią głego  q, bowiem z  reguły  q  <ś ox. 
Przy  pomocy  ogólnie  znanych  zależ noś ci  dla  płaskiego  stanu  naprę ż enia  moż na  łatwo 

wykazać,  że  w  rozpatrywanym  elemencie  istnieje  jednoosiowy  stan  naprę ż enia,  a  jedyne 

niezerowe  naprę ż enie  ma  kierunek  styczny  do  krawę dzi  belki.  Jego  wartość  wynosi 

(2.4)  — [ ' • ( : ) ' ] •  

Przyję cie  zasady  wyrównania  naprę ż eń  prowadzi  do  nastę pują cej  zależ noś ci: 

(2­5)  fal  =  a0 

gdzie  o­0  jest  naprę ż eniem  dopuszczalnym. 

Dl a  belek  statycznie  niewyznaczalnych  charakterystyczne  jest  przechodzenie  wykresu 
momentu  zginają cego  przez  wartość  zerową.  W  miejscu  zmiany znaku  momentu  warunek 
kształtowania  (2.5)  bę dzie  spełniony  jedynie  w  granicy,  mianowicie  przy  ax  ­> 0  otrzy­
mamy dh\dx  ­v  oo. 

Przyjmijmy  nastę pują ce  wielkoś ci  bezwymiarowe: 

Of,\  h  x  R2  4tt0b 

'  l  ql  3\/3q 

Podstawiając  (2.6)  do  (2.4)  z  uwzglę dnieniem  (2.5)  i  (2.3)  otrzymujemy  nastę pują ce  rów­

nanie,  okreś lają ce  optymalną  wysokość  belki  tj  =  »?(Ł): 

(2­7)  ^­̂ ­̂ Й й­  + 1=°­
Powyż sze  równanie  jest  równaniem  nieliniowym  pierwszego  rzę du,  dla  którego  napisać  

moż na  nastę pują ce  warunki  brzegowe 

(2.8)  Щ   =  n'(\)   = O 

omówione  szczegółowo  w  rozdziale  3. 

5  Mechanika  Teoretyczna  4 
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Wymaga  ono  jednak  dodatkowego  warunku  dla  wyznaczenia  niewiadomej  reakcji  r. 

Warunku  tego  nie  moż na  sformułować  bez  jednoczesnego  rozwią zania  równania  róż nicz­

kowego  lini i  ugię cia  belki.  Jest  ono  równaniem  drugiego  rzę du,  przy  czym  dla  belek  hiper­

statycznych  dysponujemy  dodatkowymi  warunkami  brzegowymi,  których  jest  tyle, il e 

wynosi  stopień  hiperstatycznoś ci  belki,  a  które  moż na  «wypoż yczyć»  dla  rozwią zania 

równania  (2.7).  Równanie  róż niczkowe  lini i  ugię cia  belki  przyjmiemy  w  formie  zlinearyzo­

wane}..^..̂   . . . . . . . . . ..  ;. • .. .  j   .  . ...  ,  .  ,..  • • . V, ,  „   . . .v : . 

(2.9)  EJ(x)w"(x)  + M(x)  = 0,  ,;.  • •• ty, 

a  po  sprowadzeniu  do  postaci  bezwymiarowej 

(2.10)  V ( | ) M " ( f )  + 2 r £ ­ |2  = 0, 

gdzie  м = 4Ebj3g  • w/l  jest  bezwymiarowym  ugię ciem.  •  

Warunki  podparcia  belki  dostarczają  nastę pują cych  trzech  warunków  brzegowych; 

(2.11)  . • " '  ii(0) =  M(1) =  u'(\)  = 0, 

z  których  dwa  dowolne  wykorzystać  moż na  do przeprowadzenia  całkowania  równania 
(2.10),  natomiast  trzeci  posłuży  do  wyznaczenia  reakcji  r.  ... 

Problem  sformułowany  powyż ej  równaniami  (2.7),  (2.10),  (2.11),  daje  się  rozwią zać  
efektywnie przy pomocy maszyny cyfrowej.  Dla celów  obliczeniowych,  należy  przekształcić  
równania  (2.7),  (2.10),  (2.11) do postaci: 

(2.12.1)  ­ 1 / _  X 1 /  V^prf® 
di  ­  \  \2rf­P 

(2.12.2)  ^ ­ • ( « > . di 

Г2 12 3)  '  —  —  —  —­  , 
{ г ' и ;  >  di  .  n\i)  ­

• " .  "  r 

•  '  . . . . . . 

«(0) =  и (1) = v(l) =  ( 

Ostateczną  obję tość  belki  wyznaczymy  ze  wzoru 

(2.13)  'v(ry~fr,(i;r)dS. 

3.  Rozwią zanie numeryczne 

Równanie  wyznaczają ce  profil  belki  (2.12.1)  moż na  całkować  niezależ nie  od równań  
lini i  ugię cia,  gdyż  sprzę ż enie  mię dzy  tymi  równaniami  wystę puje  jedynie  poprzez  niewia­
domy  parametr  r.  . . . . 

Dl a  dowolnie przyję tej  (jeszcze nieznanej)  wartoś ci r równanie  (2.12.1) posiada  w prze­
dziale  [0,  1]  dwa  punkty  osobliwe  (dla  i  = 0 i  |  =  2r).  Wyznaczono  więc  przybliż one 
rozwinię cie  funkcji  r](£) w otoczeniu  tych  punktów  osobliwych.  Ze  wzglę du  na symetrię  

file:///2rf-P
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w przedziale  [0,2r] wzglę dem  punktu  r, jej  rozwinię cie  w otoczeniu obu  punk­
tów  osobliwych  moż na  przedstawić  wspólnym  wzorem:  • •'  » .  p ' 

( 3 . 1 ) ;  * ; : ; :  ;  =  »yo+^+,; зс +»/ 2c
3 / 2+.. . ,' 

l l f ­2r| ' 

Podstawiając  (3.1)  do  (2.12.1)  i porównując  współczynniki  przy  tych samych  potę gach 
otrzymuje  się  wielkoś ci  Щ \,Щ г ­..  wyraż one  poprzez  nieznaną  wielkość  przekroju  rj 0 

w  punkcie  osobliwym: 

(3.2) 

Vi  = Vo 

(3.3)  Vi  =  П о  
)/3Pl 

Щ ъ =  П о  
V2V3Pi  ,  V2plPl 

12 
­3/2.  )/2r 

3 j /3^!  ł 7 0 

Z  postaci  rozwinię cia  (3.1)  wynika,  ż e: 

Г  Wysokość  belki  w  punkcie  osobliwym  iest  skoń czona  (щ ¥=0),  zatem  nie  pojawia 
się  przegub,  jak  w  klasycznym  rozwią zaniu  uwzglę dniają cym  jedynie naprę ż enie  ax, 

2°  Nachylenie brzegu  belki  w punkcie  osobliwym  dą ży  do  co  (człon  щ li 112  w  równa­
niu  (3.1)). 

Dl a  С ̂   Xi  (gdzie  x t  przyję to  dla  zapewnienia  odpowiedniej  dokładnoś ci  obliczeń) 
Profil  belki  wyznaczono z  rozwinię cia  (3.1),  natomiast  w pozostałym  obszarze  otrzymano 
go  z  numerycznego  całkowania  równania  (2.12.1). 

Rozwią zanie  numeryczne  metodą  Rungego­Kutty  było  stabilne  jedynie  wtedy,  gdy 
całkowanie  przeprowadzono  w  kierunku  maleją cych  wartoś ci  »?(|),  czyli  od  В  do  A 
Bdo.C,  oraz  D  do' С  (rys.  3). Wyznaczenie profilu  belki  wymagało  więc  znalezienia w^r­

.• 

kierunki całkowania 

k« '  '.ii   .'  :'; 

omiM 

toś ci  począ tkowych  »?(£)l{=r   oraz  ł ? ( f ) | { = 1 .  Wykorzystując  warunek  symetrii  ł?'(f)l{=r   = ' 
— 0  otrzymano  pierwszy warunek  począ tkowy  w postaci 

(3­4)  ^ ) | , "> 
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Z  warunku  tego wyznaczono  rozwią zanie  »?(£) w przedziale  [r, xt]  i porównując  otrzy­

maną  wartość  z tą samą  wartoś cią  otrzymaną  z szeregu  (3.1)  wyznaczono  wartość  

współczynnika  r] 0.  Przy  całkowaniu  w przedziale  [2r+xt,  1] naturalne wydało  się  wykorzy­

stanie  warunku  cią głoś ci  w punkcie  x = 2r+xt  do wyznaczenia  wartoś ci  począ tkowej 

7){l).  Przeprowadzone  obliczenia  wykazały  jednak,  że warunek  cią głoś ci  był spełniony 

z  przyję tą  dokładnoś cią  niezależ nie  od przyję tej  wartoś ci  r)(l)   (rys.  4).  Wykorzystano to 

do  przeprowadzenia  dodatkowej  minimalizacji  obję toś ci  belki  przyjmując  najmniejszą  

moż liwą  wartość  wysokoś ci  belki w przekroju  utwierdzonym  (krzywa  /) 

(3.5)  4(0 U­»  =  i / 

(przy  której  ­n'(l)  = 0). 

Dl a  ostatecznego  wyznaczenia  kształtu  belki  należy  wyznaczyć  wartość  reakcji  r. 

Wykorzystano  do  tego celu  równania  ugięć  belki  (2.12.2) i (2.12.3).  Całkowano  je  metodą  

Rungego­Kutty  4  rzę du,  wykorzystując  jako  warunki  począ tkowe  równania  (2.11.2, 3). 

Obliczenia  przeprowadzono  na maszynie  cyfrowej  Odra  1204  z  wykorzystaniem  biblio­

tecznej procedury «Runge­Kutta  4» z automatycznym wyborem kroku  całkowania.  Reakcję  

r wyznaczono drogą  kolejnych  przybliż eń,  wykorzystując  ostatni,  nie  spełniony  dotychczas 

warunek  м (0) = 0, z  którego  otrzymano  wartość  r =  0,30807  odpowiadają cą  optymal­

nemu  rozwią zaniu. 

Mim o  bardzo  czasochłonnych  obliczeń  (róż ne  metody  wyznaczania  funkcji  щ w ki lk u 

przedziałach,  konieczność  całkowania  równań  w przedziale В С w dwu  przeciwnych  kie­

runkach)  otrzymano  rozwią zanie  z dokładnoś cią  trzech  miejsc  znaczą cych. 

We  wszystkich  obliczeniach  numerycznych  wartość  parametru  p  wynosiła  44,06, 

a  wyniki  obliczeń,  które  przedstawia  tablica  l ' ,  uzyskano  dla  wartoś ci  r =  0,30807.  Odpo­

wiednia  minimalna  wartość  bezwymiarowej  obję toś ci  V =  0,035214. 

Kształt  belki  otrzymany  w niniejszej  pracy jest podobny  do  uzyskanego przez  O L H O F F A 

[9],  który  analizuje  optymalny  kształt  z uwagi na drgania  belek  utwierdzonych. 

Dl a  porównania  przeprowadzono  obliczenia  ??(£) przy  nieuwzglę dnieniu  dodatkowych 

naprę ż eń ax i xzx.  Wychodząc z warunku  wyrównania  naprę ż eń  na  zewnę trznych  włóknach 
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Tablica 1. Wyniki obliczeń numerycznych  kształtu belki 

f  n  $ n 

1,000  0,070 922  0,640  0,016  246 
0,980  0,070 322  0,626  0,011 028 
0,950  0,067 792  0,617  0,004 779 
0,920  0,064 263  0,615  0,004 589 
0,900  0,061 638  0,566  0,020 232 
0,880  0,058 890  0,516  0,026 887 
0,860  0,056 058  0,466  0,031 081 
0,840  0,053 157  0,416  0,033 204 
0,820  0,050 191  0,366  0,034 615 
0,800  0,047 156  0,316  0,035 265 
0,780  0,044 041  0,266  0,033 621 
0,760  0,040 829  0,166  0,031 081 
0,740  0,037 495  0,116  0,028 557 
0,720  0,034 001  0,066  0,022 949 
0,700  0,030 290  0,020  0,014  509 
0,680  0,026 264  0,001  0,007 806 
0,660  0,021 736  0,000  0,002 474 

belki  ax  = a0,  przy  przyję ciu  wielkoś ci  bezwymiarowych  według  (2.6)  otrzymujemy 
nastę pują ce  równanie: 

(3.6)  n(M)  =  ­ T = —  ]/W^¥\  • 
у з  P l 

Ze  wzglę du  na pojawienie  się przegubu  w punkcie £ = 2r belka przestaje  być hiper­
statyczną  i warunki  równowagi  pozostają  spełnione  niezależ nie  od przyję tej  wartoś ci  r. 
Dlatego  też, odmiennie  niż poprzednio,  całkowanie  lini i  ugię cia  nie pozwoli  wyznaczyć  
wartoś ci  r. Umoż liwia  to przeprowadzenie  dodatkowej  optymalizacji. 

Wstawiając  (3.6) do równania  (2.13)  otrzymujemy po efektywnym scałkowaniu  wyra­
ż enie na obję tość  belki 

(3.7)  F(r) ~ у  ( l ^ ) V 1 ^ 4 r 2 1 n
  l ­ r ­ i / l ­ 2 r  + : ł T C r 2 , 

Warunek  minimum obję toś ci,  dV\dr = 0 dostarcza  nastę pują cego  równania: 

(3.8)  nr­  j /1^2 7 + rln  = 0. 
v  l +  | / l ­ 2r 

Równanie  powyż sze  posiada  rozwią zanie  r = 0,3273,  której  to  wartoś ci  odpowiada 
wartość obję toś ci  V = 0,03362. Jest to wartość nieco niż sza od obję toś ci  belki  otrzymanej 
przy  uwzglę dnieniu  naprę ż eń  az  i  rzx. 

Ten  sam  wynik  moż na  otrzymać  całkując  linię  ugię cia  przy dodatkowym  założ eniu, 
że linia ugię cia  i jej pochodne są cią głe również w punkcie f = 2r. 

Dla  kontroli  przyję tego  na  wstę pie  założ enia  odnoś nie  najwię kszego  wytę ż enia we 
włóknach  skrajnych przeprowadzono  nastę pują ce  rozważ anie:  szukane jest f m,n, dla któ­
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rego  naprę ż enie  zastę pcze  na  krawę dzi  zewnę trznej  jest  równe  naprę ż eniu  zastę pczemu 

na  osi  belki 

(3.9)  о ­г е а| г =л  =  <Jr e d|z =0 

KRZY Ś  i  Ż YCZKOWSKI   podają  [10]  wzór  (1.6.4)  na  4  w  osi  oboję tnej  belki  o  zmiennej 

wysokoś ci  .  . 

_ ' '   i  _  3  Г  

Xzx\z = 0 —  Tir  I t  — 

Przy  przyję ciu  (2.4)  oraz  faktu,  że  .  •  ..  •  

^ r e d | I   =  0  =  l / 3 | T z ; c | | . = 0  O . 

(według  hipotezy  Hubera­Misesa),  otrzymujemy  nastę pują ce  równanie 

(3,0)  Ж  1 + з  
dx  \dx)  ] 

ł / 3  dM 

dx 

Przyję to  nastę pnie  wielkoś ci  bezwymiarowe  (2.6)  oraz  dwa  pierwsze  wyrazy  szeregu 

(3.1)  i  znaleziono  przy  pomocy  maszyny  cyfrowej  wartość  | M I N  =  0,00233.  Wartość  ta 

jest znacznie  mniejsza  od  uzyskanej przez  innych  autorów,  pomijają cych  rzx  i  az  we  włók­

nach  skrajnych.  Uzyskany  wynik  wskazuje,  że  w  bezpoś rednim  otoczeniu  podpory  oraz 

punktu  {   as  1—  2r,  gdzie  M  =  0  (rys.  1)  ma  miejsce  odstę pstwo  od  przyję tego  założ enia. 

Jest  ono  niewykrywalne  na  drodze  elastooptycznej,  bowiem  podpora  jest  miejscem  przy­

łoż enia  siły  skupionej,  a  w miejscu  zerowania  się momentu  zginają cego,  pomijając  dokład­

ność  realizacji  obcią ż enia  cią głego,  wobec  małej  wysokoś ci  belki  wystę puje  przestrzenny 

stan  naprę ż enia.  ,.  ,  ,  ,  ' 

4.  Podobień stwo modelowe 

Przed  przystą pieniem  do  weryfikacji  doś wiadczalnej  na  drodze  elastooptycznej  wypro­

wadzono  odpowiednie  prawo  podobień stwa  mechanicznego  rzą dzą ce  niniejszym  doś wiad­

czeniem. 

Traktujemy  jako  prototyp  belkę,  która  została  obliczona  przy pomocy  maszyny  cyfro­

wej  dla  przyję tej  wartoś ci  pt.  Szukany  jest  kształt  belki  modelowej,  dla  której  parametr 

obcią ż enia  p*  jest  róż ny  od  przyję tego  do  obliczeń. 

Dl a  wyprowadzenia prawa  podobień stwa  załóż my,  że zmieniamy  obcią ż enie  i  szukamy 

nowego przekroju  belki, przy  którym  naprę ż enie  w skrajnych  włóknach  nie ulegnie zmianie 

(4.1)  ...  p\  =  kplt  .  tj*   =  "W­.  ­•  ± < и щ  

•  ..­Wstawiając  (4.1)  do  (2.7)  otrzymujemy:  •>  •  
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Z  powyż szych  równań  moż na  wyprowadzić  nastę pują ce  prawo  podobień stwa  modelo­
wego,  wią ż ą ce  podzialkę  obcią ż eń  к i podziałkę  wysokoś ci  belki n 

(4" 3)  " ­ ] / v ' 4 k ­ l )  +  k>  ; 

w  którym  istotną  rolę  odgrywa  wartość  pochodnej  kształtu  belki.  Prawo to pozwala  obli­

czyć  zmienność  kształtu  równomiernej  wytrzymałoś ci  przy  zmienionym  obcią ż eniu. 

5.  Badania elastopptyczne 

Do  badań  przyję to  belkę  wykonaną  z  materiału  elastooptycznego  PSM­1  produkcji 

Photolastic  Inc. Grubość  belki  b — 1/4" = 6,35 mm.  Obcią ż enie  belki  cią głe  zostało 

przybliż one  za pomocą  40 specjalnych  cię ż arków  ołowianych o masie 0,2 kg każ dy,  wiszą­

cych  na nitkach na belce w odstę pach 0,5 cm.  Dokładność  modelu w stosunku do  wynika­

ją cych z tablicy  1 wymiarów  wynosi  +0,3 mm.  Belkę umieszczono w kołowym  polaryskopie 

firmy  Zeiss  Jena  i  obserwowano  w ciemnym  polu  widzenia  w ś wietle  sodowym  ż ółtym. 

Fotografia  na rys. 6 przedstawia  wynik  doś wiadczenia.  W tablicy 2 zamieszczono  wyniki 

pomiarów  rzę du  izochrom  przy  pomocy  metody  Senarmonta,  zdję te  na dolnej  krawę dzi 

belki  w punktach  pomiarowych  co 0,5 cm poczynając  od utwierdzonego  koń ca  belki. 

Fotografia  pokazuje  dosyć  dobre  wyrównanie  rzę du  izochrom  wzdłuż  dolnej  krawę dzi 

belki.  Nieco  niż sze  wytę ż enie w  lewej  czę ś ci  belki  należy  przypisać  niedokładnoś ci  utwier­

dzenia.  Wyznaczono  ś rednią  arytmetyczną  rzę dów  izochromy  m  dla punktów  2  14 

i  174­39. 
. W obliczeniach  pominię to  punkty  krań cowe  belki  oraz 2 punkty  położ one  w miejscu 

silnego przewę ż enia.' Zgodność  obrazu  elastooptycznego z przewidywaniami  teoretycznymi 

.WjMejscii  • silnego  przewę ż enia  nie może  być analizowapa.  W miejscu  tym  obcią ż enie 

cią głe  wywierane na belkę  za poś rednictwem  cię ż arków  odbiega  poważ nie  od idealnego, 
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Tablica  2.  Wynik i  pomiarów elastooptycznych 

Nr  punktu  rz. izochrom  Nr  punktu  rz.  izochrom 

1  . . 21  3,10 

2  2,63  22  3,08 

3  2,67  23  3,04 

4  2,65  24  3,07 

5  2,64  25  3,09 

6  2,68  26  3,11 

7  2,64  27  3,06 

8  2,65  28  3,06 

9  2,64  29  3,06 

10  2,67  30  3,04 

11  2,68  31  3,11 

12  2,71  32  3,10 

13  2,75  33  3,07 

14  2,92  34  3,09 

15*  3,21  35  3,08 

16*  4,10  36  3,05 

17  3,22  37  3,04 

18  2,95  38  3,10 

19  3,03  39  3,12 

20  3,08  40  — 

Ś rednia  arytmetyczna  rzę du  izochromy  m  =  2,936, 
odchylenie standardowe  Sm  =  0,202, 

współczynnik  zmiennoś ci  Ws  =  ~—  —  6,88%, 
m 

*   punkty nie  wzię te  do  obliczeń ś redniej  arytmetycznej 

przyję tego  w obliczeniach. Ze wzglę dów  technicznych nie moż na  było  stosować  silniejszego 

przewę ż enia  a  także  dochować  wymagania,  by  r\'  =  oo.  Wreszcie, wobec  wię kszej  szero­

koś ci  belki  od  jej  wysokoś ci,  nie  panuje  w  tym  miejscu  płaski  stan  naprę ż eń,  którego 

istnienie  zakłada  się w  modelach  elastooptycznych. 

Dokonano  także  obliczeń  odchylenia  standartowego Sm  oraz współczynnika  zmiennoś ci 

W*  =  Sm/m.  Zmniejszenie  rozbież noś ci  mię dzy  wynikami  teoretycznymi  a  doś wiadczal­

nymi  mogłoby  nastą pić  dopiero  po  zwię kszeniu  dokładnoś ci  obu  tych  podejś ć.  Z  jednej 

strony  rozwią zanie  teoretyczne  nie  uwzglę dnia  obcią ż enia  q  w  warunkach  brzegowych 

dla  skrajnych  włókien  poddanych  działaniu  tego  obcią ż enia  (górnych)  i  naprę ż eń  styko­

wych.  Z  drugiej  strony  błąd  badań  doś wiadczalnych  zwią zany  jest  z  niedokładnoś cią  

obcią ż enia  i  odstę pstwami  od  idealnego  utwierdzenia. 

Literatur a  cytowana  w  tekś cie 

1.  А . И . К У Т К О В, Р. В . Ч Е Л Н О К О В, В л и я н и е  к а с а т е л ь н ы х н а п р я ж е н и й  о т п е р е з ы в а ю щ и х с и л н а о б ъ е м  
б а л к и  р а в н о г о  с о п р о т и в л е н и я п р и п р о д о л ь н о ­п о п е р е ч н о м и з г и б е .  В с б .: М а т е р и а л ы  Н а у ч н о ­т е х н и ­
ч е с к о й  к о н ф е р е н ц и и п о с т р о и т е л ь н о й м е х а н и к е  и  с т р о и т е л ь н ы м к о н с т р у к ц и я м ,  1966  г .,  К а з а нь  
1963,  70—75. 



OPTYMALN E  KSZTAŁTOWANI E  BELEK  HIPERSTATYCZNYC H  473 

2.  Р.  В.  Ч Е Л Н О К О В,  П р о е к т и р о в а н и е  б а л о к  р а в н о г о  с о п р о т и в л е н и я п о  п р о д о л ь н о ­п о п е р е ч н о м у  и з г и б у . 
В  с б .: М а т е р и а л ы  в т о р о й к о н ф е р е н ц и и м о л о д ы х н а у ч н ы х р а б о т н и к о в , С е к ц ия  ф и з .­т е х н.  и м е х а н. 
м а т е м а т .,  К а з а нь  1965,  141—151. 

3.  Е.  HAU G  Jr, P. G . KIRMSER , Minimum weight design of beams with inequality constraints  on stress and 
deflections, Trans. ASME,  E. 34  (1967)  999 ­  1004. 

4.  А.  П .  М А Р Т И Ш Ю С,  К  р а с ч е т у  и з г и б а е м ы х  э л е м е н т о в  с  п е р е м е н н о й в ы с о т о й п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я , 
Л и т.  М е х а н .,  С б.  1967,  16—20. 

5.  А.  П .  М А Р Т И Ш Ю С,  К а с а т е л ь н ы е  н а п р я ж е н и я  п е р е м е н н о г о  с е ч е н и я ,  Н а у ч н ые  т р у ды  В ы с ш их  
У ч е б н ых  З а в е д е н ий  Л и т.  С С Р,  М е х а н и ка  2,  1966,  71—75. 

6.  J .  GRYCŻ ,  Wyznaczanie  kształtów  izostatycznych belek  skrzynkowych  o  zmiennych  gruboś ciach  pólek 
i ś redników,  Zesz. Nauk. Polit. Warsz.  68,  (1963),  53 ­ 60. 

7.  N.  IOSIPESCU,  Cercetari  teoretice  si  experimental  asupra  grinzilor  cu  inaltime  variabila.  An.  Univ. 
Bucuresti. Ser.  Stiint. Natur. Matem.­Mecan., 15  (1966)  63 ­ 86. 

8.  S.  OWCZAREK , Metoda wyznaczania optymalnych kształtów  slupów monolitycznych połą czonych  z belkami, 
na podstawie elastooptycznych  badań  modelowych,  Pr.  zb.  Metody optymalizacji  ustrojów  odkształcal­
nych,  Cz.  1.  PAN, Biuro Kadr Naukowych i Spraw Osobowych, Ossolineum 1968. 

9.  N.  OLHOFF , Maximizing higher order eigenfrequencies of beams with constraints on the design geometry, 
DCAM M  Rept.  108. Sept.  1976. 

10.  W.  KRZYŚ ,  M .  Ż YCZKOWSKI,  Sprę ż ystoś ć  i plastycznoś ć ,  Zadania i  przykłady,  PWN  1962. 

Р е з ю ме  

О П Т И М А Л Ь Н ОЕ  П Р О Е К Т И Р О В А Н ИЕ  С Т А Т И Ч Е С КИ  Н Е О П Р Е Д Е Л И М ЫХ  
Б А Л ОК   П У Т ЕМ  Р А С Ч Е ТА  И  Ф О Т О У П Р У Г ИХ  И С П Ы Т А Н ИЙ  

В  р а б о те  с д е л а на  п о п ы т ка  о п р е д е л и ть  о п т и м а л ь н ую  ф о р му  б а л к и,  с в о б о д но  о п е р т ой  на  о д н ом  
к о н це и з а щ е м л е н н ой на д р у г о м, н а г р у ж е н н ой  р а в н о м е р но  р а с п р е д е л е н н ой  н а г р у з к о й. В ы ч и с л е н ия  
у ч и т ы в а ют  д о б а в о ч н ые  н а п р я ж е н ия  ох  и  т г х,  в о з н и к а ю щ ие  в  к р а е в ых  в о л о к н ах  б а л ки  и з ­за  
и з м е н е н ия ее в ы с о т ы. П р и в е д е ны о с н о в н ые у р а в н е н ия и  п о к а з ан  п р о ц е сс  их  и н т е г р и р о в а н и я.  По  
р е з у л ь т а т ам ч и с л е н н ых  в ы ч и с л е н ий  п о д г о т о в л е на  ф о т о у п р у г ая  м о д е л ь. Э к с п е р и м е н т а л ь н ые  и с п ы­
т а н ия  п о д т в е р д и ли  т е о р е т и ч е с к ие  в ы в о д ы. 

Summary 

OPTIMU M  DESIGN OF STATICALL Y  INDETERMINAT E  BEAM S 
BY ANALYTICA L AND  PHOTO­ELASTI C METHOD S 

In  the  paper  an  attempt is made of  determining  the  optimal shape of  a cantilever  beam of constant 
width subjected to  uniforml y distributed load and  simply supported at  the  other   end. 

Additional stresses oz  and  r „   appearing as a consequence of  variable height of  the  beam are conside­
red.  Al l  necessary equations are  presented and  the  procedure  of  solving them  is  shown.  In  accordance 
with numerical results,  the  photoelastic model of  the  beam has  been made and  investigated in  a circular 
polariscope. Experiments showed a satisfactory agreement with theoretical results. 
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