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1. Wstep

Laminarne przeplywy cieczy lepkiej w szczelinie migdzy wirnjacymi tarczami [2 - 10,
14, 15] stozkami [11, 12] oraz powierzchniami obrotowymi (13, 16, 17] budzily od dawna
zainteresowanie ze wzgledu na mozliwosci szerokich zastosowan praktycznych w budowie
maszyn. e .

Réznego rodzaju metody badan teoretycznych mozna znalezé w literaturze przyto-
czonej na korcu pracy. W wigkszoéci istniejacych badan autorzy ograniczaja si¢ w zasadzie
do uproszczonej analizy wplywu sil lepkosci na przeplyw cieczy. Niektére z przytoczonych
prac uwzgledniaja cze§ciowy wplyw sil bezwladno$ci; wymienié¢ tu mozna prace [7, 9, 12,
14 - 17]. Na uwagg zastuguje réwniez praca [13], w ktérej zbadano szczegdlny przypadek
przeplywu cieczy lepkiej w szczelinie miedzy wirujacymi powierzchniami obrotowymi
z uwzglednieniem wplywu sil bezwladno$ci. Jednak uzyskane tam rozwiazanie zachowuje
swoja waznoé¢ jedynie dla pewnych, §ci§le okre§lonych kszialtéw powierzchni, dla ktérych
istnieje samopodobienstwo przeplywu.

Celem tej pracy jest podanie w postaci ogdlnej rozwigzania problemu sformulowanego
w tytule pracy, bez dodatkowych zaloZen upraszczajacych dotyczacych ksztaltu powierzchni
ograniczajacych obszar przeplywu. W rozwazaniach uwzgledniono wplyw sit bezwiad-
noéci stosujac metode malego parametru do rozwiazania réwnan ruchu cieczy lepkiej
podobnie, jak w pracach [1, 18].

2. Réwnania ruchu

Aby rozpatrzeé badany przeplyw cieczy lepkiej w szczelinie migdzy powierzchniami
obrotowymi o wspélnej osi symetrii (rys. 1), wprowadzimy krzywoliniowy ortogonalny
uklad wspéirzednych x, 6, y zwigzany z wewngtrzng powierzchnia. O§ x niech bedzie
skierowana wzdluz tworzacej wewngtrznej powierzchni, o§ y — w poprzek szczeliny,
prostopadle do tej tworzacej. Wewngtrzna nieruchoma powierzchnia niech bgdzie opisana
funkcja R = R(x) oznaczajaca jej promien, za§ grubo§¢ szczeliny h = h(x) — spelnia-
jaca zalezno$¢ h < R— niech oznacza odleglo§¢ migdzy powierzchniami, mierzona
wzdhuz normalnej do wewngtrznej powierzchni.

Parametrami fizycznymi przeptywu sa skladowe predkosci v, vy, v, oraz ciénienie p.
Ze wzgledu na osiowa symetri¢ przeplywu parametry te nie zaleza od kata 6.
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Réwnania ruchu — przy zaloZeniu, ze¢ & < R — podane s3 dla ogélnego przypadku
przeptywu w przyjetym ukladzie wspétrzednych x, 0, y w pracach [13, 16, 17]. Dokonujac
w tych réwnaniach oszacowan charakterystycznych dla przeptywow w cienkich warstwach
cieczy otrzymamy

’ 2
@.1) @(0% 9, iz)= PO

\"ax TP TR ax g
I e N
2.3) g_i _o,
Q4 %_atzaz;x) %Ly= 0.

L

Tutaj i dalej w pracy przecinkiem oznacza si¢ pochodna wzglcdem"znﬁéhnej x.

._lr

Z réwnania (2.3) wynika zalezno$¢:
(2:5) p=px.
Warunki brzegowe dla skladowych predkoéei sa nastgpujace: -

v,=9,=0 dla y—O" y=h,

(2.6) v,,—o dla y=0, 9= Rw_dlar y—-h

Ponadto na wlocie i wylocie ze szczelmy powinny byc spe}mone nastQpUche warunkl
brzegowe dla ciénienia:- . . :

' = bw dla x=x,, .
Q@ P - |
p=p. dla x=x,.

Réwnan (2.1)- (2.4) uzyjemy do wyznaczenia parametréw przeptywu cieczy w szczelinie.
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3. Calki réwnan ruchu

Wprowadzajac wielkosci bezwymiarowe okreslone nast@pujqcymi zwigzkami:

e y R %
= — = — R = =
5 7] h, o ) vx Row > .

3.1

oraz oznaczajac symbolem Re lokalng liczb¢ Reynoldsa
(32) B

mozemy sprowadzié réwnania ‘ruchu @0n- Q. 4)—przy uwzngdmemu (2 5) — do bez-
wymiarowej postaci:

_ v, _ v, "1 dR_ dp o,
3.3 : 0 0%« . _p _ 0%
G l(""-ag TG TR E” ) dE " Ton?
_ 09, _ 0O 1 dR _ _ 9%y,
3.4 9% o 1 dR 9%
(3.9) l(vx 78 + o, o + 7 T vxvg) o7
1 0(Rp,) v
3.5 —_— lad Y ] N
(3.5) R~ Ty 0;

gdzie oznaczono przez R, — §rednig warto$é promienia powierzchni wewngtrznej, Row —

predko$é charakterystyczng przeplywu, A = R — zmodyfikowana:liczbg Reync;ldsa

h
e Ro

Zmodyfikowana liczba Reynoldsa w przeplywach lammarnych spotykanych w praktyce
spelnia zalezno$é. 1 < 1.

Z réwnan (3.3) i (3.4). wynika, Ze dla przeptywéw zachodzgcych przy matych liczbach
Reynoldsa, A jest malym parametrem ukladu (3.3) - (3.5); zatem jego rozwiazania moZna
przedstawi¢ w postaci szeregéw potggowych wzgledem 2:

G600 Ty = TO+ B+ 12D + ..

3.7 Tp = T+ A0+ AP+ ..
(3.8) D, = OO+ AUV + 120D+ ..
(3.9 P = pO+ ApW 4 12 4

Podstawiajac przewidywane - rozwiazania (3.6) - (3.9) do ukladu (3.3)- (3.5) oraz
grupujac wyrazenia stojace przy tych samych potegach 1 otrzymamy uklady réwnan
rézniczkowych liniowych wzglgdem mew1adomych funkeji o, o, v{P oraz p¥. Ograni-
czajac sie do liniowego przybliZzenia i wracajqc do wielkoédci wymiarowych mozZemy napisaé

%™ 1 dp®

Gy o T

020§
5 =0

b

G.11)
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(0 1
(3.12) "z; == a [Ro],
oL 1 dp® o ov® 00® R
(3.13) - 4+ 2 p@ P 0 VxR o
oy* u dx s ox >y R ’
( ,
(3.14) %‘?) = %[7&0) az(;o) +{® a;im + %v,‘f’ véo’],
(N 1
(3.15) "z; = —= ; [RoM.

Warunki brzegowe zgodnie z (2.6) i (2.7) przyjmuja teraz postaé:
20 =V =@ =9 =0 dla y=0,y=h,
o =90 =0 dla y=0,9=Rw,v§¥ =0 dla = h,
(3.16) PO =p,pP=0 da x=x,,
pO=p, pP=0 dla x=x,.
Catkujac réwnania (3.10) - (3.15) przy spelnieniu warunkéw brzegowych (3.16) —
podobnie jak uczyniono to w pracach [16, 17] — otrzymamy:

B 1
(3.17) v = Zih—g“(yh—yz),

G18) o = w%y,

(3.19) v;°’—% o=y,

G20) po = 1AW= Adp,— [A0) = A]p.

A,—4, ’
G21) oW = %RL}IS(yh— ) — %(4yh3—9y2h2+5y4)+
% %1)7’ (—29h5+9y°h* —35y*h2 + 42 — 14y9),
(322 o =— 192%‘;2 REY oghs —5yh 435,

C K owRRWK
O 2, _ .3
323 o (2” 7F T0uh )(y h—y3)+

ow? 1 (R°R' ’ 27,3 312, .5
+—60,u R( 2R —-3p3h* + %)+
2 RAY'Y -
+ 1698?)/z [ ((Ml) (V*h*—=3y°h* +7y°h* —Tyh+2y7) +
RRY'H
+ (Rszﬂ (5y*h*—12y°h* + 14y5h—7y6)],

[A(x)~A4.]1D,,— [A(x)—A4,]D,
A,— 4, ’

324 p?P =Dx)-
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gdzie dla uproszczenia zapisu oznaczono:

A(x) = Aw = A(xw)’ Az = A(xz),

f dx
RO)R(X)’
3 30B? 1

3.2 = — 2p2__ T C_ - Dz —_ D ;
( 5) D(x) 20 Qw R 560[[‘2 _R2h2 ’ Dw ‘D(xw)’ (xz)

_ Pw—p: _ D,-D,
=44 T a4

Rozwiazanie okre§lonego zagadnienia, zgodnie z wzorami (3.6) - (3.9), stanowig sumy
rozwigzan czastkowych.

4. Dyskusja otrzymanych wynikéw

Podane w poprzednim punkcie pracy wzory dla sktadowych predko$ci mozna przed-
stawi¢ w uproszczonej postaci niezaleznie od ksztaltu powierzchni ograniczajacych prze-

plyw:

(4.1) vy = FL i)+ F2 f2()) + F3 f3 (),
4.2) vy = Fofa (M) +Fsfs(n),
4.3) vy = Fefs () + F7/7(n)+Fs fs () +Fofs (),

gdzie dla uproszczenia oznaczono:

film) =n—n*  fo(n) = 499>+ 59,

fs(n) = —2n+9n>~357* +-429° — 1475,

Sfaln) =n,  fs(n) = 2n—>5n*+39°,

fotm) = n*=n?,  f:(n) = 20> =3+ 75,

Ssn) = > =3n>+Tn°=Tn+ 297,

fo(n) = 5n* —12n°+149° —Tn°.
F; oznaczajg wspdlczynniki zalezne od lokalnego poloZenia przekroju poprzecznego
szczeliny, réznicy ci§nied miedzy wlotem i wylotem ze szczeliny oraz od predkoéei katowej
Wirujacej powierzchni.

Z postaci wzoréw opisujacych skladowa wzdluzng predkoSci v, wynika, Zze gléwna
Jej czedcig jest paraboliczny profil plaskiego przeptywu Poiseuille’a [funkcja f,(n) na rys. 2]
uwarunkowany istnieniem réznicy ciéniefi na wlocie i wylocie ze szczeliny i ruchem wiro-
wym powierzchni zewnetrznej.

Na gléwng cze$é sktadowej predkosci wzdtuznej naklada si¢ przeptyw wtérny, wywolany
ssacym dzialaniem wirujgcej powierzchni zewngtrznej. Przeplyw wtérny opisany jest
drugim sktadnikiem predkosci v, i predkoscia v, ; profile przeplywu wtdérnego reprezento-
wane sg przez funkcje f(n) na rys. 2 oraz fg(n), ... fo(n) na rys. 4.

Profile predkoéci obwodowej v, opisane funkcjami f4(n) i f5(n) przedstawione zostaly
na rys. 3, przy czym gtéwng czecig predkoset jest profil identyczny z profilem przeplywu
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Couette’a migdzy plaszczyznami, z ktorych jedna jest w spoczynku, a druga porusza si¢
z lokalna predko$cia réwna w « R(x).

W pracach [16, 17] rozwiazano podobne zagadnienia z czg¢éciowym uwzglednieniem
sit bezwladno$ci. Poréwnujac otrzymane wyniki z wynikami tych prac mozna stwierdzié,
Ze sily bezwladno$ci powoduja symetryczne wzgledem osi szczeliny zmiany w gléwnych
czgsciach profiléw predkoSci wzdtuznej (funkcja f3(n) na rys. 2) i predkoéci obwodowej
(funkcja f5(n) na rys. 3). Ponadto sily bezwladno$ci powoduja réwniez stosunkowo duze
zmiany w wypadkowym profilu predkosci poprzecznej v,.

Zmiany wywolane wplywem sit bezwladnoéci sa stosunkowo niewielkie dla przeptywéw
powolnych (4 < 1) i moga by¢ pominiete. Natomiast dla przeptywéw charakterystycznych

/;
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Rys. 4

dla szybkoobrotowych wzdluznych lozysk §lizgowych zmiany te mogg osiagaé lub nawet
przewyzszaé rzad wielkoéei gldwnych profiléw pr@dko§ci wzdhiznej czy obwodowe;.
Tlo§ciowe okreSlenie wielkoSci tych zmian jest mozliwe tylko dla okre§lonych ksztattdw
powierzchni ograniczajacych przeplyw, réznicy cisniefi na wlocie i wylocie ze szczeliny
oraz predkoéci katowej wirujacej powierzchni.
Rozwazone w pracy przyblizenie liniowe zachowuje swoja wazno$é dla matych
wartosci A; dla wartoéci A bliskich jedno$ci nalezy uwzngdnlé dalsze wyrazy szeregéw.

(3.6) - (3.9).
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Peswme

BJIHUSHUE CHUJI MHEPHUM HA TEUEHME BA3KO!N >XHUIKOCTH B IIEJM
MEXIY HEIOIBIDKHON U BPAIIAIOUIENCST I[IOBEPXHOCTSIMY BPAUIEHHSA

B paGoTe paccMOTpeHO CTalMOHADHOE, JIAMHHADHOE TedeHHe BASKON >KHAKOCTH B LUEIH MEXTY
MOBEPXHOCTAMM BpaLUeHUs1 ¢ oflUel OChI0 CHMMETPMHU: HENOABINKHONA K Bpamarowueiicst. Jist pemennsa
3aa4YN NPHUMEHAIOTCA YPABHEHHMSA IOTPAHUUHOIO CJIOSA IJIA OCECMMMETPHMUECKOrO TEUEHHs B CHCTEMe
KPHMBOJIMHEHHBIX KXOOPIOUHAT X, §, ¥, CBSA3AHBIX C OQHOM M3 3TUX IOBepXHOCTEd, Y paBHEHUS NMOrpaHUY-
HOTO CJIOSI PelIaloTCA METOJOM Majyoro mapamerpa. [lomydens! ¢opmysel, onpeRessMIOIIe TaKue Mapa-~
METPBI TEUEHHSA, KAk KOMIIOHEHTBI CKOPOCTH U,, Vg, Uy U JaBJIEHUE D.

Summary

INERTIA EFFECT IN THE FLOW OF VISCOUS FLUID THROUGH
A SLOT BETWEEN FIXED AND ROTATING SURFACES OF REVOLUTION

In this paper is considered the steady laminar flow of viscous fluid through a slot between the fixed
and rotating surfaces of revolution having a common axis of symmetry. The boundary layer equations
are expressed in terms of the intrinsic curvilinear orthogonal coordinate system x, 6, y linked with one of
these surfaces. The method of perturbation is used to solve the boundary layer equations. As a result,
the formulae defining such parameters of the flow as the velocity components v,, vo, vy and pressure p are
obtained.

AKADEMIA TECHNICZNO-ROLNICZA
W BYDGOSZCZY
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