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1. Wykaz oznaczen

(xy, X2, x53) uklad wspblrzednych prostokatnych,
2= {(x;,x2,x3)e R, x, =0, x,e{~a,a)>,xs €#} obszar kontaktu, :
D= {(x,,x2)e &, x;, =0, x,€X},
2, 1, o, v, € stale materiatowe,
@, wspolezynnik cieplnej rozszerzalnosci liniowej
— - H 72 (')2 az
v = QA+2p)w,, ¢ = diva, V2 = o + PR

u(x,, x;) = (u,, u,,0) wektor przemieszczenia w plaskim stanie od-
ksztalcenia,
@(x,, x2) = (0,0, p;) wektor obrotu w plaskim stanie odksztalcenia,
0 = 0(x,, x2) temperatura,
[o:)] tensor napre¢zen sitowych,
[ui] tensor naprezen momeniowych,

]c(xl) & = FAS(x1, x2); X3 > 5} =

= ]/z }‘f(x, , x2)cos(§x,)dx,,
o
[x, O = FAMxy, x2); x> &) =

= l/% I S(xy, x2)sin(Exz)dx 2,
0

H(x) funkcja Heaviside’a,

0=0® = VEHIP, do = Ao()) =
= 14240 § (l—i),
e
o o @tOG+ZY o, GO et
o au(A+p) B 4o )

1. Wprowadzenie

Rozwazanie wciskania w polprzestrzen mikropolarng sprezysta ogrzanego stempla
zajmujacego obszar £, przy zalozeniu, ze ksztalt stempla oraz temperatura i sity dziala-
Jace na stempel nie zaleza od zmiennej x,, prowadzi do mieszanego zagadnienia brzego-
wego dla pélptaszczyzny D opisanego przez: 7
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1° ukfad réwnan réwnowagi i réwnanie przewodnictwa ciepla (dla x; > 0) [1]:

de 0()‘03 60
v? Atu— =

(u+)Viu +(A+pu—a) o, + 20 o, ,,aXl ,

Oe 0 oh
(L1 (et )Vt (b ) 5 =205 = o

. ou ouy \ '

V20, — Oy ouy )
(y+e)Vip, 4a(p3+2a(ax1 (7x2) 0,
k V39 = 0;
2° warunki regularnosci w nieskonczono$ci:
(-2 s gy 020 przy 1 =y/aF4d o w;

3° warunki brzegowe (dla x, = 0):

0 0,x;) =w(xy) dla  |x,] <a,
(1.3) d,,0,x) =0 dla  |x,| > a,
. 0,2(0, ,\‘2) = Q, p13(0,x,) =0, x,e2,
600, x;) = p(x)H(a—|x,), x,€2,

gdzie w(x,) i p(x,) sa znanymi funkcjami. Ze wzgledu na liniowosé réwnai réwnowagi
(L.1), rozwigzanie zagadnienia mozna otrzymac stosujac zasad¢ superpozycji, mianowicie
dodajac do rozwiazania izotermicznego zagadnienia stempla wciskanego w pSlprzestrzen
mijkropolarna rozwigzanie zagadnienia nagrzanego stempla, ktdry nie powoduje piono-
wych przemieszczen na powierzchni kontaktu. '

Zakladajac, Ze rozwiazanie izotermicznego plaskiego zagadnieni‘a kontaktowego dla
poiprzestrzeni jest na ogdt znane (np. [7]), rozwiazania nasze ograniczymy do zbadania
drugiego z wyzej wymienionych zagadnien. Omdwione na wstgpie zagadnienie weiskania
stempla stanowi uogdlnienie na teori¢ termosprezystosci dla oérodka Cosseratéw zagadnien
rozpatrywanych dla osrodka Hooke’a migdzy-innymi w pracach [2+4, 6].

2. Rozwiazanie zagadnienia pomocniczego

Rozpatrzymy sprezysta, jednorodna, izotropowa i centrosymetryczna polprzestrzei
mikropolarna x; > 0 w plaskim stanie odksztalcenia, na brzegu ktdrej dzialaja obciazenia
normalne p(x,) i temperatura T(x,). Zagadnienie to prowadzi do zagadnienia brzegowego
dla péiplaszczyzny D opisanego przez: ukiad réwnan (1.1), warunki regularno$ci w nie-
skonczonosci (1.2) oraz nastepujace warunki brzegowe:

'21 01,(0, x,) = p(x2), U12(Q,x2),=0’ p13(0, x3) =d,
@1 000,%) = T(x)), x e,

gdzie o funkcjach p(x,) i T(x,) zakladamy, 2e s3 przedzialami ciagle i bezwzglednie catko-
walne dla x, € # oraz przyjmujemy, Ze

2.2) p(=x2) = p(x),  T(=x2) = T(x), %2 ..
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ROzwwczame powyZszego zagddmema pomocniczego ma postaé [I, 5]:

U (xy, xy) = —-~2—‘u—fc{ — +x, ) e+ . (e e ¥ |;

Ao \Hu &
32+42u P T:(&) [(2/1—}—2 1 : 20052) By
- T 20 A | - £xi
3 Xz} 2()L+2y)a,%c{ A Tra +(1=4g)x, o] oot

’ 2
+ M()Ee_éxl:l; é—' - ,\‘2]‘,
0 J

% _ IPc(E) [( M 1 ) —lyy 20052( e —ext —Exx) .
u2(r\1,x2)—‘_”2;'g751 A;,__ _7»-*-/1 E‘f‘\'x + 0 E . —¢ ’
£ } 3442u /S{TC(E) [( 2aok z+2u1

(2.3)
2();.*_2#)& Zlo tu E +(A0—1)X1) o8

—2a0§e—<’-“']; £~ xz},

: | 224 p(f)(_m 3 ) .
P, ¥ = = o ,1+ygj{A0 B AR A I
A S Y R RPN
204w * { Ao (" o ) e

0 (x;1,x,) = gc{?c(f)eﬁfx‘; E- xz}-

Naprezenia mozemy latwo wyznaczy¢ z (2.3) i zwiazkéw konstytutywnych podanych
np. w [1].

3. Rozwigzanie zagadnicnié kontaktowego

Rozpatrzmy teraz mieszane zagadnienié brzegowe dla pdiptaszczyzny D opisane przez
uklad réwnan réwnowagi 1 réwnanie przewodnictwa ciepta (1.1), warunki wypromienio-
wania w nieskonczono$ci (1.2) oraz nastgpujace warunki brzegowe:

60, x,) = pOe) Hla—|x) dla  x e,

01200, x) =0 ’
12( 2) } dla x,e2,

(3.1 #13(0, x3) = 0
' u(0,x,) =0 dla  0<|x] <a,
0,0, x) =0 Cdla x,] > a.

O y(x,) zalozymy chwilowo, Ze jest funkcja parzysta. Do rozwiazania powyzZszego
zagadnienia wykorzystamy rozwigzanie zagadnienia pomocniczego okre$lone wzorami
(2.3). Z (3.1), oraz (2.3), otrzymujemy

(3.2 j /7_’c(§) = ]/% fw (xp) cos (Exy) dx,. '
0 .

’
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Spelniajac pozostale z warunkéw brzegowych (3.1) dostajemy (na podstawie (2.3)

i zwigzku konstytutywnego o,, = Qu+ l)-gi’ - /1-%—- - V@) nastepujace dualne réwna-
1 X»

nia calkowe na niewiadoma funkcje p.(£):

g 1P ol 3A+2u AGH P
(3'3) JC{*—E, E .Xz} = 2—4_2 { N xZ} d]ao < Xo < a,
Fel{pe(&); E-x2) = dla x, > a.
Oznaczajqc teraz przez '
3 _ .
ORI A@® = h@n /fﬁwjﬂﬂ \

oraz wykorzystujac fakt, Ze

(3.5 C000,x) = FAT(H); £ x,} =0 dla  x; >a,

dualne réwnania (3.3) mozemy zapisaé w postaci:

1
3.6) F. {?A(E); & xz.} =0 dla 0<x; <a,

FeihoA@); E-5x,3 =0 dla x> a.
Oczywistym fozwiqzaniem réwnan (3.6) J:est funkcja
3.7 / A© =0 da £>0.
Wykorzystujac teraz (3.7) i (3.4) otrzymujemy

_ 3A+2u

A+2 ali(&),

(3.8) pe(é) =

gdzie T.(&) jest znang funkcja okre§long wzorem (3.3).
Podstawiajac funkcj¢ p (&) okreslong wzorem (3.8) do rozwxqzama pomocniczego
danego wzorami (2.3), dostajemy:

3442 =
) = S S a P AT Ot Eo ),
) R e LI L CI AL NS

P3(x;, x3) =0,
0(xy, x2) = F. {—T_C(E)e""t'“; &- xz}-

Wykorzystujgc zwiazki konstytutywne dla liniowej teorii termosprezystosci os$rodka
Cosseratéw [1] oraZz (3.9), mozemy skladowe tensoréw naprezen silowych i momentowych
napisa¢ w postaci:

14
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3442 = .
o‘1l(xl’x2) = —E /{+2: QI'C{TC(E) (1+5x[)e_6xl; 5 d xz}’

3042 .
o12(X1, %) = — ?2” po F{Ex, T (E)e™; £ x,}),

(3.10)‘ 02 (x1, X3) = 0'122);1,;'2)»
+ —
o‘22('xl ’ x2) = - Tzlli‘ﬂatg'zc{Tc(g) (1 —5x1)e'£x1; 5 g ,\‘2},
_ 2u(34+2u) = —tx,. 1

633(’Y1$ x2) - ﬂ.+2,u JC{TC(E)E » 5 - X254,
pis(r, ¥2) = 0, py(x, x) =0, i=1,2.

4. Whnioski koncowe

Z otrzymanego rozwiagzania zagadnienia kontaktowego okreslonego wzorami (3.9)
i (3.10) wynika, ze:

1° Zadna ze skladowych nie zalezy od nowych stalych materialowych «a, y, €

2° Obrét i napreZenia momentowe sg rowne zeru w calej sprezystej pdiprzestrzeni,

. . . 1
przy czym spetniony jest zwiazek ¢ = 5 rotu.

3° Skladowe u,, u,, oy, (i,j =1, 2,3) maja taka sama postaé jak\w rozwiazaniu
analogicznego zagadnienia kontaktowego rozpatrzonego dla oérodka Hooke’a.

Z rozwiagzania opisanego wzorami (3.9) i (3.10) moZna wigc wysnu¢ takie same wnioski,
jak np. w [3], mianowicie: naprezenia kontaktowe oy, (0, x,) sa proporcjonalne do tem-
peratury, tj.

3242
011(0, x;) = — 1—1;2 ,uot,w(xz)H(a |x2).
Ponadto zachodzg zwiazki: )
022(0, x3) = 011(0, x5) dla x,e2,
—2u(31+2u)

/ 033(xy, x3) = T2 w0, 0(x,x;) dla  (x1,x;)€9.

W rozdziale 3 pracy przyjeto ‘zaloZenie, Ze temperatura pod stemplem jest roztozona
. symetrycznie wzgledem osi Ox,. Jezeli zaloZenie to zastapimy warunkiem u(—x;) =
= —y(x,) dla x, € (—a, a), wtedy otrzymamy rozwiazanie rézniace si¢ tylko od rozwia-

zania danego wzorami (3.9) i (3.10) rodzajem transformacji (kosinusowq nalezatoby
. . . = = 2 7 .
zamienié¢ na sinusowg i na odwrdt oraz T.(€) na T,(¢) = - fw(xz) sin (&x,) dx, ).
0
A wige znowu otrzymamy rozwigzanie w takiej samej postaci, jak dla o§rodka Hookela.

Przyjmujac dalej, Ze zamiast jednego stempla styka si¢ bez nacisku spowodowanego’
sitami zewngtrznymi z pdlprzestrzenia mikropolarna kilka symetrycznie rozloZonych
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wzgledem osi Ox, stempli, otrzymamy rozwigzanie opisane wzorami (3.9) i (3.10), gdzie

za T.(£) nalezy wstawi¢ T.(8) = ]/% f@u(xz) cos (£x,)dx,, (gdy w(x,) jest parzysta)

_ /o
lub 7 (&) = ]/ - f w(x,) sin(Exy)dx,, (gdy (x,) nieparzysta, wtedy w (3.9) i (3.10)
= .
zmieniamy transformacje kosinusowa na sinusowa i na odwrét), w jest suma odcinkéw
zajetych przez stemple na pélprostej x; = 0, x, = 0. ‘
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Pesgoume ,

IIJIOCKASL KOHTAKTHAS 3AIDAYA IJISL CPEOBI KOCCEPA
B TEOPHN TEPMHUYECKHUX HATIPSDKEHUN

B pamkax Teopumn -repmonanpnmex—mﬁ onst nuHedHoit cpenbl Koccepa, paccmoTpeHa OByXMepHas
3ajaua O KOHTaKTe MC)I(L‘Ly _YIPYTHM TIONYIPOCTPAHCTBOM M Harpe'rbm yKecTkuM Lutamnom. Pacnpene-
JICHME TEMIEpPaTyPhl, He 3ABHCALLEE OT KOOPAMHATBI X3i BPEMEHU !, U3BECTHO A LUTAMI CBODGOMHO Jie-
JKHT Ha NOJYNPOCTPAHCTBE.

ITonyuennoe pemenvie .gns cpemp! Koccepa HameeT TaKoil Mde BHA, KaK pELICHHE auanoruquou
samaqyu gnst cpennr yka, .

Summary

PLANE CONTACT PROBLEM OF A COSSERAT MEDIUM
SUBJECT TO THERMAL STRESSES

The problém of contact between an elastic half-space and a heated rigid' punch is considered within
the theory of thermal stresses of a linear Cosserat medium. The temperature distribution under the punch
is assumed to be a known function independent of x5 and time ¢, the punch resting load-free at the surface
of the halfspace. The solution obtained for a Cosserat medium has the same form as that referring to an

" analogous problem of a Hooke’s body. =

INSTYTUT MATEMATYK] I STATYSTYKI SGGW-AR WARSZAWA
INSTYTUT MECHANIKI UNIWERSYTETU WARSZAWSKIEGO
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