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1. Wstep

Podstawowym problemem pojawiajacym si¢ przy stosowaniu metod elastooptycznych
opartych na pomiarze wzglednej dwéjtomnoéci wymuszonej do wyznaczania pél naprezen
jest problem tzw. rozdzielania naprezen, tj. wyznaczenia warto$ci napr¢zefi normalnych
na podstawie obrazéw izochrom i izoklin. Metody elastooptyczne pozwalaja w ogélnym
wypadku tréjwymiarowego stanu naprezenia wyznaczy¢ tylko napreZenie styczne i réznice
napr¢zen normalnych [I]. Dodatkowq‘informach np. o wartosci jednego z naprezen
normalnych lub o wartoéci ich sumy, konieczng. do rozdzielenia naprezen, uzyskujemy
korzystajac z metod nieelastooptycznych, np. catkujac jedno z rézniczkowych réwnan
réwnowagi lub jedno z rézniczkowych réwnan zgodnosci odksztalcen. W szczegdlnosci,
z tych ostatnich, jak wiadomo, wynika, iz w zagadnieniu statycznym suma naprezen nor-
malnych spelnia rézniczkowe réwnanie Laplace’a, np. [2, 3].

Jedynie na powierzchni modelu lub w zagadnieniu dwuwymiarowym, a wiec gdy znana
jest jedna z trzech sktadowych normalnych tensora napreZenia, mozemy rozdzieli¢ napre-
zenia korzystajac tylko z obrazéw izochrom i izoklin. Nalezy jednak dodaé, ze réwniez
i wtedy, jeéli z jakich§ powodéw wywotanych np. warunkami do§wiadczenia mozna uzyskaé
obrazy izochrom i izoklin tylko przy jednym kieruqku przeswietlania modelu (jest nim
na ogot w zagadnieniach dwuwymiarowych kierunek prostopadly do powierzchni modetu),
to do wyznaczania skla/dowych normalnych tensora napr¢zenia musimy skorzystaé z metod
nieelastooptycznych. Metody te sa tym bardziej. trudne i klopotliwe, gdy dysponujemy
samym tylko obrazem izochrom. :

W pracy niniejszej chcemy zwroci¢ uwage na ulatwienia, jakie mozna uzyskaé stosujac
w zagadnieniach dwu- i tréjwymiarowych formute Liebmanna lub jej uogéinienia.

2. Formuly typu Liebmanna

Jak wiadomo, je$li w pewnym dwuwymiarowym obszarze okre$lona jest funkcja har-
moniczna S(x, y), tzn. funkcja spetniajgca réwnanie Laplace’a
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i jesli wartosct te) funkcji w wierzchotkach rombu 1, 2, 3, 4, o przekatnych réwnoleglych
do osi Ox, Oy (rys. 1a), wynoszg odpowiednio S, S,, S5, S4, za$§ warto§¢ funkcji w punk-
cie przeciecia sie przekatnych wynosi Sy, to ma miejsce nastepujacy zwiazek, [4, 5]:

| 1 1

2 So = = | - — (S +S)+ -
@ 0= [I+(g//1)2( ST ey
przy czym g/h oznacza stosunek dlugosci przekatnej rédwnoleglej do osi x do diugosci

przekatnej rownoleglej do osi y. Zwiazek ten jest stuszny z dokladnodcia do wyrazéw
zawierajacych pochodne czastkowe funkcji S czwartego i wyzszego rzedu.
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Rys. 1. Roznicowe siatki punktow do formul Liebmanna

Jesli g = h, tzn. je§li romb jest kwadratem, to

1
3) So :T(S1+S2+S3+S4);
skad ‘
Q) S, = 45,-5,—-5,—S;.

Z kolei, je$li funkcja harmoniczna okres$lana jest w przestrzeni tréjwymiarowej, a wigc

jesli zachodzi réwnanie
0? 0* 0?

5 =t A -1 SO =

®) (axz gt 622) (x,»)=0,

1 jesli jej wartosci w wierzcholkach o§mioscianu o jednakowych przekatnych wynosza S;,

i=1,...,6, warto$¢ za§ w $rodku wynosi S, (patrz rys. 1b), to ma miejsce proste uogol-
nienie formuly (3)

6
1

i=1

Roéwniez i ono jest stiuszne z dokladnoscia do wyrazéw zawierajacych pochodne czastkowe
S rzgdu czwartego 1 wyZszego. * !
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Szczegbélnym przypadkiem.zagadnien tréjwymiarowych jest zagadnienie osiowo syme-

tryczne. Wtedy funkcje zaleza tylko od zmiennej z skierowanej wzdtuz osi symetrii 1 od
zmiennej r prostopadtej do tej osi, a réwnanie Laplace’a jest, nastgpujgce [3]:

. #? 2 10 | ~

. ; I Y218z = 0.

(7)_ - (022 + or? + r 81') @) _

Réznicowym odpowiednikiem tego réwnania jest zwigzek
o 1
®) So ZT(S1+52+53+S4),

jesli punkt O lezy na Oz, lub

i 1 } ;
©) So = 4 [(l+ 27)51 (1— 2’],-)53+SZ+S4],

jesli punkt O nie lezy na osi Oz (poréwnaj Dodatek I). S, S,, Sy, Si, 53 to wartosci
funkcji S w narozach kwadratu 1, 2, 3, 4, ktérego przekatne skierowane sa réwnolegle
do osi Oz i Or (rys. la, przy czym 0§ Oz odpowiada osi Oy, za$ Or osi Ox z tego rysunku).
Formuta (9) w odrdznieniu od formut poprzednich stuszna jest jednak tylko z doktadnoscia
do wyrazéw zawierajacych pochodne czastkowe trzeciego i wyzszych rzedéw w kierunku
Or i pochodne czwartego i wyzszych rzedéw w kierunku Oz.

Formulg (3) po raz pierwszy podat w swoim wykladzie BoLTzMANN w r. 1892, [5, 6].
Niezaleznie wyprowadzit ja RuNGE, [7]. Formuta ogdlniejsza (2) i formuta dla zagadnien
tréjwymiarowych (6) nalezy do LieBmaNNA [5]. Dowdd zbieznosci tych formut do roz-
wigzania rownania rézniczkowego przy malejacym kroku réznicowym podany jest w [8],
patrz tez [9, 10, 11]. N

3. Zastosowanie formul typu Liebmanna

3.1. Zagadnienia dwuwymiarowe. Jesli mozemy uzyskaé tylko obraz izochrom w prosto-
padtej do modelu elastooptycznego w1qzce $wiatla spolaryzowanego, to rozdzieli¢ napreze-
nia mozna":

1) metoda do§wiadczalng zaproponowang przez TESARA [l2], polegajaca na wywier-
ceniu otworkéw w interesujacych punktach modelu i wyznaczeniu stanu naprgzenia na
podstawie obrazu izochrom wokét tego otworku,

2) metodami obliczeniowymi: metoda rozwigzania réwnania Laplace’a lub metoda
charakterystyk [13, 14]. )

Metoda do§wiadczalna powoduje lokalna zmiang wtasnosci sprezystych modelu wokét
otworka i dlatego nie moze by¢ stosowana do zbyt duzej ilosci punktdw. Z kolei metody

D Pomijamy tu, zgodnie z ograniczeniem uczynionym we wstepie, metody oparte na bezwzglgdnym
pomiarze dwéjlomnosci, a wigc w szczegdlnosci metody polegajace na otrzymywaniu izopach metodami
interferencji klasycznej i holograficznej. Pomijamy tez metody pofniaru zmian grubosci modelu tarczowego

lub pomiaru efektéw termicznych w celu wyznaczenia sumy naprezen gtownych, jako nieelastooptyczne
i malo dokladne. Oczywiste jest jednak, Zze proponowana w tek$cie metoda nadaje si¢ rowniez do opraco-

wywania wynikéw takich pomiardw.
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numeryczne sg do§¢ klopotliwe w zastosowaniu: pracochlonne przy obliczeniach recznych,
do§¢ trudne w zaprogramowaniu maszyny cyfrowej dla dowolnego ksztaltu modelu.
W szczegdlnosci metoda charakterystyk wymaga podania do$é gestej, a wiec uciazliwej
w sporzadzeniu, tablicy warto$ci izochrom m(x, y) w calym obszarze badanego osrodka.

W zwigzku z tym nasuwaja sie dwie mozliwoéci wykorzystania formuly Liebmanna:

a) zastosowanie formuly Liebmanna w polaczeniu z metoda TESARA pozwala zmniej-
szy¢ ilo§¢ wierconych w modelu otwordw;

b) wynikajacy z formuly Liebmanna zwigzek (4) pozwala bada¢ harmoniczno$¢ roz-
wigzania uzyskiwanego metoda charakterystyk i ewentualnie wygladzi¢ rozwiazanie lub
je ekstrapolowac. . _

Przyktad 1. Na rys. 2 podano wartoéci sumy S naprezefi normalnych w modelu
zapory wjednostkach stalej modelowej K, na podstawie wynikow pracy [15], w ktérej zastoso-
wano do rozdzielenia naprezen metode wiercenia otworkéw w poszczegdlnych interesuja-
cych punktach. Zajmiemy si¢ stanem napr¢zenia wzdiuZz linii ED bedacej geometryczna
granica zapory. PokaZzemy, ze mozna byto unikngé wiercenia otworkéw A lub B stosujac

4

Rzgdek
gorny

Rys. 2. Sumy naprezen gléwnych w poszezegblnych punktach modelu zapory grawitacyjnej obciazonej

cigzarem wlasnym, wyznaczone metoda wiercenia otworéw, wg. [15]. Wartoéci napr¢zefi podano w jed-

nostkach stalej modelowej K. Linig przerywana oznaczono prostokat, w ktérym szukamy sumy naprezeh
metoda iteracji



ZASTOSOWANIE FORMULY LIEBMANNA DO WYNIKOW BADAN ELASTOOPTYCZNYCH 159

tylko jeden raz formul¢ Liebmanna oraz obu tych otworkow stosujac t¢ formule w sposéb
iteracyjny.

Dokonajmy interpolacji -graficznej warto§ci sumy naprezen S znalezionych metoda
TesARA w rzadku FG i HJ, a to celem uzyskania wartosci sumy .S w wierzcholkach ,,2”
i,4” (rys. la) rombow, ktérych érodki przypadaja w punktach-4 lub B.

Znajdujemy, stosujac formute (2), w ktdrej przyjmujemy g/h = 2/3, ze w jednostkach
statej modelowej:

S, = Q,7+1,3)+ - = (1 46+22)]— 1,95,

1
[1444 325

]
2[1444

Wskazniki 4, B oznaczajg, ze warto$¢ S odnosi si¢ do tych punktéw. Poréwnujac je z bez-
posrednio zmierzonymi metoda TESARA, widzimy, ze odpowiednie réznice wynosza 0,05
i 0,33. Mieszcza si¢ one w granicach blegdu do$wiadczalnego. Mianowicie, w metodzie
TESARA sume naprezen giéwnych wyznacza sie na podstawie maksymalnych wartosci
naprgzen na brzegu otworka: m, i my;, za pomoca wzoru, por. [12],

(10)

Sp = (2,0-+1,4)+ - (O9+205)]_163

325

1
(12) S=0+0" = 7(ml+m"),

Zgodnie z [15, 23] doktadno$¢ pomiaru kazdej z wartosci m; i my wynosita 0,5 rzedu
izochromy, zatem $redni btad kwadratowy sumy S wynosit

%1/5 x0,5 ~ 0,35,

co usprawiedliwia warto$¢ réznic migdzy wielkoéciami zmierzonymi a obliczonymi.

LT e

122 1083

i

~—— jednostka skali naprezer

1l

Rys.3. Sieé roznicowa do znalezienia sumy naprgzeh metoda iteracji w prostokacie FGHJ z rys. 2. Krzywe

nad polami zakreskowanymi przedstawiaja w jednostkach stalej modelowej przebieg sumy naprezen wzdiuz

bokéw prostokata. Podane liczby oznaczaja warto$ci sumy naprezen w brzegowych wezlach sieci (wykorzy-

stane do dalszych obliczen). Szukamy wartoéci naprezedi w punktach K, L, ..., ¥, X. Kétkami oznaczono
polozenia otworkéw (por. rys. 2)
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Aby sie przekonaé, ktére z powyzszych wartosci S, 1 Sz, zmierzone czy obliczone,
zgadzaja si¢ bardziej z wartosciami zmierzonymi w pozostalych punktach, zastosujemy
metode iteracyjng. Pozwoli nam ona uzyska¢ dokladniejsze wartosci sumy naprezen oraz
pozwoli wykazaé, ze mozna byto unikngé wiercenia obu otworkéw 4 i B. Wydzielmy
z rozwazanego osrodka obszar prostokata FGHJ (rys. 2). Bok GJ zamyka prostokat
w ten sposob, by miescita si¢ w nim calkowita liczba elementarnych kwadratéw siatki
réznicowej, co znacznie ulatwia obliczenia. Wartosci sumy napr¢zen na bokach prosto-
kata znajdujemy na drodze interpolacji graficznej z danych do$wiadczalnych otrzymanych
metoda TESARA. W szczegdlnosci wartoséé ,,1,13” posrodku boku GJ znajdujemy z inter-
polacji wzdtuz odcinka A BCD. Nastgpnie biorgc dla kazdego wezla sieci $rednia z wartosci
otrzymanych na drodze interpolacji liniowej w kierunku poziomym i pionowym, znajdu-
jemy przyblizenie zerowe rozwigzania na sumg naprezen S wewnatrz prostokata (rys. 3).
Wartosci kolejnych iteracji zamieszczone sq w tablicy 1. Widzimy, Zze warto$ci otrzymane
juz w pierwszej iteracji ul"egajq w dalszych iteracjach niewielkim zmianom.

Tablica 1. Kolejne iteracje dia prostokatnego podobszaru zapory

|'| }
M NPIQ

R!S.T U|ViX

Punkt K ( L

| | | [ = -
2,35(1,96| 1,48 1,15 2,38 2,06 1,77 1,46: 2,40‘ 2,14‘ 1,90 | 1,64

interpolacja | pozioma

dL pionowa | 1,92 1,43| 1,16 0,61 (2,04 1,66 149 074 | 2,18 | 1,88 | 1,80 0,89
elizenie ZEOWE: 214 1,70 132 088 2,21 1,86 1,63 1,17.‘ 2,29 | 2,01_,5_ 185 126
iteracis 1 2,12;1,64i 1,26 0,92'2;24il,88 1500 128 2,28i 202 | 175 1,59
.iteracja 1 o 22,1_1.'1,62. 1,15 0,95‘2,24!1_,85_ |,54_§ 1,28_ '2,2_9—1‘ 200 | 1,80 1,617
itsesgn, I 200 158 124 0,92‘2,247 185 1,52im1,31 229 201 | 181 1,62
iteracja 1V 2,09 1,60| 121 095 224 184 1,55[_1,3_0-' 229 | 201 | L8l 1,63
iteracin v o 2,10|-1,59i 1,23 0,94|2,23i1,8521,5_4|-1,32i 2_;' 2,01_5_1,82; 1,63

Jesli korzystajac z wynikow tablicy 1 i rozmieszczenia punktéw 4 i B wzgledem odpo-
wiednich par punktédw (P, Q) i (Q, R) znajdziemy na drodze interpglacji liniowej wartosci
S, 1Sz, jako

Sa

IR

1
—2‘ (Sp + SQ) = 2,04,
(12)
Sp

13

SR+%(SQ—SR) = 1,58,

to zobaczymy, zwlaszcza na przykladzie Sy, Ze wartosci znalezione metodg obliczeniowa, |
dane zwiazkami (10), sa w lepszej zgodnosci z wynikami (12) uzyskanymi na drodze itera- |
cyjnej niz wyniki uzyskane z bezposredniego pomiaru do§wiadczalnego, podane na rys. 2. |
Swiadczy to o zaletach metody obliczeniowe;.
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Przyktad 2. Korzystajaczobrazu izochrorﬁ mamy znalez¢ sumg naprezen S(x, y =
= 10) wzdluz podstawy AB trojkata obciazonego cigzarem wlasnym y i posadowionego
na pdiplaszczyznie o 2,4 razy nizszym module Younga i takiej samej stalej Poissona (» =
= 0,5). Proporcje tréjkata, kierunek dzialania sily p i obraz izochrom pokazany jest na
rys. 4. '

Rys. 4. Obraz izochrom w tarczy niejednorodnej omawianej w przykladzie 2. Liczby rzymskie numeruja cat-
kowite rzedy izochrom '

Do rozdzielenia naprezen wykorzystalismy metode charakterystyk. Spodziewalismy
si¢, dzigki ekstrapolacyjnym wlasciwosciom formut réznicowych tej metody, wyznaczyé
stan naprezenia wzdluz linii niejednorodnosci AB, obchodzac w ten sposob trudnosé
modelowania plaskiego stanu naprezenia wzdtuz linii niejednorodnosci, wystepujaca przy
stosowaniu niejednorodnej tarczy [16]%.

Do czgéei linii niejednorodnosci 4B moglismy sie zblizyé budujac sie¢ charakterystyk
od strony boku OB, tzn. rozwigzujac problem brzegowy rys. (5b). Aby zblizy¢ si¢ do po-
zostalej czgdci linii AB rozwigzaliSmy najpierw problem brzegowy budujac sie¢ charaktery-
styk od strony boku OA (rys. 5a). Nastgpnie rozwigzywali$my problem chal'akterystyczny;
tzn. budowali$my sie¢ charakterystyk wychodzac ze znanych juz charakterystyk nalezacych
do dwu rodzin. Problem charakterystyczny rozwigzywali$my dwukrotnie, raz wychodzac
z charakterystyk DE i GH, i drugi raz wychodzac z charakterystyk AF i KL (rys. 5c).
Okazalo si¢ jednak, ze migdzy rozwigzaniem S(x, y = 10), tzn. na linii 4B, otrzymanym

2 Zasadnicza trudno$¢ w zastosowaniu tarczy, a wige bryly troywymiarowej, do modelowania niejedno-
rodnego ofrodka w dwuwymiarowym stanie napre¢zenia polega na tym, ze wzdluz granicy zmian wtasnosci
o$todka musi byé speniony warunek ciaglo$ci sit i przemieszczen opisywanych przez trojwymiarowe wektory.
W zwiazku z tym, w og6lnosci, wzdtuz wspomnianej granicy panuje nie dwuwymiarowy a trojwymiarowy
stan naprezenia.

2 Mech. Teoret. i Stosowana 2/77
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Rys. 5. Charakterystyki otrzymane przy rozwiazywaniu zagadnienia brzegowego, rys. rys. a), b) oraz charak-
terystycznego, rys. ¢) (por. przykiad 2)

z rozwigzania problemu brzegowego a otrzymanym z problemu charakterystycznego
zachodzila nieuzasadniona niecigglosc (rys. 6a).

Celem znalezienia poprawnego rozwigzania sporzadziliémy, korzystajac z rozwigzania
problemu charakterystycznego i brzegowego, wykresy zaleznosci S(x,y =9,5)
i S(x,y =9), ktére okazaly sie ciggle (rys. 6b, ), a nastepnie umieszczajac na prostej
y = 9,5 punkty 0, 1, 3, na prostej y = 9 punkt 2, a na prostej y = 10 punkt 4, znaleZliSmy
stosujac formule (4) szukany przebieg S(x,y = 10) (rys. 6a). Przebieg ten jest ciagly
i zgodny z rozwigzanjem problemu charakterystycznego. Whioskujemy stad, Ze nieciggloé¢
rozwigzan S(x, y = 10) otrzymanych z problemu charakterystycznego i brzegowego byla
wynikiem bledu w interpretacji ‘'obrazu izochrom jako réznicy naprezen gldéwnych, biedu
wywolanego prawdopodobnie tréjwymiarowym stanem naprezenia panujacym w poblizu
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G) A rozwigzanie problemu brzegowego
o rozwigzanie problemu charakterystycznego
X rozwigzanie przy pomocy formuly/.
y=10
N -
- 3 — A
\ A
2 e - a
\. A
-1- X xﬂﬂ
I Y S N L X
a 1 2 39 4 5 6 7 8
Sk
b . sl
_5 f—
y=0,5 . .

Y

Rys. 6. Przebieg sunty naprczen g}éwnych (w jednostkach 2 K) wzdhuz trzech przekrojow tréjkqta
z rys. 4. Linia ciggla oznacza przebiegi przyjcte

AB. W zagadnieniu charakterystycznym, w ktérym brano warto$¢ izochrom w punktach
bardziej oddalonych od odcinka 4B niz w zagadnieniu brzegowym, blad ten byl mniejszy.

Nalezy zauwazy¢, ze éredni bigd kwadratowy A4S, wynikéw otrzymanych za pomocg
formuly (4) wynosi (por. [17])

(13) , \ Asz. YEFIEF12+12 A4S, = 4,4.4S,,

2%
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przy czym zalozylismy, ze bledy wartosci wyjsciowych
NSy = AS, = /IS_., = /AS, o [
sa sobie réwne. Ze wzgledu na czynnik ~ 4 we wzorze (13) prowadzeme)obhczen przy
pomocy formuly (4) wymaga dokladnych danych wyjsciowych. T i
3.2. Osiowosymetryczne zagadnienie tréjwymiarowe. Formuly (8) i (9) mozna wykorzystaé
do rozdzielenia naprgzen w zadaniach osiowo- symétrycznych metodq numérycznego roz-
wigzywania réwnania Laplace’a (7) na podstawie dostarczonych prz;:zpomlar q]astooptyczny
warunkdéw brzegowych, podobnie jak analoglczne formuly w zagadmemach piasklego stanu
naprezenia (por. Dodatek I). Ponadto mozemy je ‘wykorzystywaé do ll:lterpplaCJl 1 ekstra-
polacji wynikéw otrzymywanych metodami punktowymi, takimi jak metody elasto-
optycznej warstwy perforowanej [15 }8] lub metody tensomletryczne {19].. 1
Stosowalno$¢ formut (8) i (9) sprawdlelémy opierajacsie na doswladczalnym rozwigzaniu
dla kuli $ciskanej wzdtuz §rednicy sitami skupionymi, podanym w pracy, [20] (rys 7), gdzie
znaleziono skladowe tensora naprgzen w trzech przekrojach: z =0, z = 1/4 z = 1/2,
przy czym kierunek osi z, bgdacej osia walcowego ukladu wspolrzednych_ pokrywal sig

z kierunkiem dzialania zewngtrznych sit $ciskajacych, promien kuli wynosi} 1.
- - .
g, 7t 4 r Oy . E
10|~ pa f
61)2 ‘ |
Oy, 2 3
i :
10 = ' i
7 , i !
0315
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Rys. 7. Skladowe naprezenia w kuli sprezystej $ciskanej osiowo sila P. Wartosci naprezed podane sg
w jednostkach naprezZenia nominalnego o, = P[nr? | oznaczone $3 przez 6,, o., 09, T,;. Promiea kuli R
ﬂ przyjeto rowny 1, wg. Filimonowej [20]
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Znajac sktadowe o,, 0y, o, obliczamy przez zwykle dodanie warto$ci sumy
S,'= (0',-+0'3+O'z), i= 1,2,3,4,

w punktach 1, 2, 3, 4, a nastepnie znajdujemy wartoéé S, wedlug formut (8) albo (9).

W tablicy 2 poréwnano wyniki otrzymane za pomocg formut (8) i (9), (kolumna VI)
z bezpo$rednimi wynikami eksperymentalnymi (kolumna IV), wzigtymi z wymienionej
pracy. Na ogdl, w granicach bledu do$wiadczalnego, zachodzi zgodno$é obu wielkosci.

Jesli wiec znamy warto$¢ sumy naprezen normalnych w punktach 1, 2, 3, 4, to stosujac
formute (8) albo (9) mozemy ja wyznaczyé w punkcie O z wystarczajaca dokladnoscia
i w ten sposéb interpolowa¢ wyniki punktowych metod pomiaru sktadowych tensora
napre¢zenia. Formuly te mozemy stosowaé réwniez do ekstrapolacji wynikow.

Przyktad 3. Stosujac metodg elastooptycznej warstwy perforowanej znajdujemy
bezposrednio naprezenia gldwne'o’, o', a wigc réwniez ich sume

o' +0" = o,+0,.
Warto$¢ o’ = oy jest znana tylko wzdtuz osi symetrii r = 0, gdzie

) 0y = Oy,
a wige:

(14) S(r=0,z) = 20,+0,.

Jezeli punkty 2, 0, 4, ulozymy na osi r = 0, to poniewaz S, = S5, ze wzoru (8) wynika, Ze

(15) S, = 2s0—%(sz+s4).
Dla (tablica 2) S, ='S(r =0,z=0)= —2152S5,= S, = S(r =0,z= %) = ~2,6,
otrzymamy
S1=S3=S(r=%,z=0)= -1,7,

bezposrednio za$§ z pomiaru mamy réwniek:
/

\ l . ) I’
Sexp(r = z= 0) = -17..

3.3. Usciélenie doswiadczalnych wartosci funkeii harmonicznej. Je$li wiemy, Ze funkcja7 ktérej
pole warto$ci mierzymy do$wiadczalnie, jest funkcja harmoniczng, to mozemy zastosowaé
formule Liebmanna do uscislenia tych wartosci. Postgpowanie jest takie, jak przy numerycz-
nym rozwigzywaniu réwnania Laplace’a (por. [13]) z tym, Ze wartoéci znalezione do$wiad-
czalnie uwazamy za przyblizenie zerowe w iteracyjnym ciggu przyblizen rozwiazania,
Sposobem tym mozna poprawi¢ i uzupelni¢ znalezione do$wiadczalnie warto$ci sumy
naprezed gldwnych. Szczegdlnie korzystne jest jego zastosowanie przy wyznaczaniu na-
prezen metoda kombinowania pomiaru elastooptycznego z pomiarem odksztalcen siatki
naniesionej na badan)i/‘ obiekt (por. [21, 22]). W metodzie tej z pomiaru elastooptycznego
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wyznaczamy réznice naprezen gléwnych i ich kierunki, a z pomiaru odksztalcen siatki
‘sume naprezen gléwnych. Pomiar siatkowy jest jednak przynajmniej o rzad wielkosci
mniej dokladny niz pomiar elastooptyczny i dlatego dla sensownego polgczenia wynikéw
obu pomiaréw celem rozdzielenia napr¢zen konieczne jest poprawienie wynikow pomiaru
odksztalcen siatki (porownaj Dodatek II).

Przyktad 4. Tarcza kolowa o érednicy 4,4 cm ijgrubosci 1 cm, wykonana z zywicy
poliuretanowej PU-2 o module Younga £ = 33 kG/cm?, liczbie Poissona » = 0,5 i elasto-
optycznej statej materialowej K = 0,30 kG/cm? $ciskana jest wzdluz $rednicy sita P =
= 8,3 kG. Na tarcz¢ naniesiono za pomocg stempla i farby drukarskiej kwadratows
siatke. Bok elementarnego kwadratu siatki ma dlugosé 0,5 cm. Wyznaczymy pole sumy
naprezen S(x, y) w obszarze tarczy laczac wyniki pomiaru elastooptycznego, pomiaru
odksztalcen siatki i obliczen iteracyjnych.

Siatke przed i po odksztalceniu przedstawiono na rys. 8. Wprowadzamy prostokatny
uklad wspélrzednych, ktérego poczatek znajduje sie w $rodku tarczy kolowej. Kazdy
kwadrat numerujemy para liczb (y/a, x/a), gdzie (x, y) sa to wspdlrzedne srodka danego

Rys. 8. Kolowa tarcza elastooptyczna z naniesiong siatka: przed i po odksztalceniu, patrz przyklad 4. Roz-
jadnienie w czesci $rodkowej rys. a) wywolane jest przez niewielkie obcigzenie wst¢pne

kwadratu. Tablica 3 przedstawia wyniki pomiaréw odksztatcen i wyznaczone na ich pod-
stawie §rednie wartosci sumy naprezen:dla poszczegdlnych kwadratéw siatki. Wartosci
S dla kwadratéw (4,0), (4, 1) bierzemy z teoretycznego rozwiazania zagadnienia pél-
plaszczyzny obcigzonej prostopadle na brzegu sila skupiong, wartoéci dla kwadratéw
©, 4, (1, 4), (2,4, (3, 3), (4, 2) z elastooptycznego pomiaru naprgzen brzegowych. Budu-
jemy teraz uklad réwnan Liebmanna dla wartoéci funkcji S w wezilach kwadratowej sieci
réznicowej znajdujacych si¢ posrodku kwadratéw siatki/ Wezlom tym przypisujemy
numery odpowiednich kwadratéw. Na rys. 9 widoczne sa wyniki kolejnych iteracji tego
ukladu. Dla przy$pieszenia .zbieznosci w weztach, w ktérych wystgpowaly silne oscylacje
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Tablica 3
i | | | S=o0x4+0, =
' ) , &x = | | , | ex= | E N
Kwadrat, dx = | /{x_ﬁ, Ax_—ir I ;Jy_—y | j],,y_;, { A_y’—Ay exte, | 1—» (e Ey) -
Xa—xy | 27N dx | SRS RGN Ay [ 66 (cx+e,)
; | | | N | kG/em?
| | .
0,0 98 | 108 010 | 98 81 | —0,17 l —0,07 |- 46
o1 | 100 | 11,0 0,10 ‘ 9,8 86 | —o,12 -0,02 - 1,3
0,2 99 | 106 | 007 | 98 90 | ~008 | ~—001 — 07
03 | 98 | 100 | 002 | 98 93 | —005  —0,03 | - 20
0.4 . - | . 0
1,0 96 | 109 L oo13 00 |82 0,18 | —0,05 — 33
L1100 | 108 ‘ 008 | 100 | 84 —0,16 | —0,08 —~ 53
1,2 10,0 . 10,5 | 0,05 i 10,0 i 89 i -0,11 —0,06 — 4,0
1,3 9,8 100 | 002 | 10,0 | 9,3 —0,07 —0,05 - 33
1,4 ‘ . ! ‘ ' 0
2,0 98 | 10,8 [ 010 9,8 | 8,7 | —0,11 —0,01 — 0,7
2,1 10,0 1,0 | 0,10 | 9,8 I 838 ! —0,10 0 0
2,2 10,0 ‘ 10,2 0,02 9,9 92 | —0,07 —0,05 — 3,3
2,3, 98 | 10,0 0,02 | 10,0 I 9,9 —0,01 | 0,01 .« — 07
24 , ; ! 1 ' 0
30 | 98 | 106 | 008 ‘ 103 | 89 | —014 | —0,06 | ~ 4,0
3,1 10,0 | 11,0 | o010 103, | 92 —~0,11 | —0,01 — 07
3,2 10,0 10,0 0 ‘ 10,3 9,9 —0,04 —0,04 ' — 2,6
3,3 I l o 0
4,0 _ ‘ ' 26,0
41 | | - ‘ - 37
4,2 : | : ‘

* Rzeczywisty element sintki ‘tensometrycznej, ze wzgledu na wady jej wykonania, jest tylko w preyblizeniu kwadratem
0 boku a. Dlugoséci jego bokéw w ogélnosci nie sq sobie réwne i wynosza dx, Ay przed odksztalceniem oraz 4x’, 4y’ po od-
ksztalceniu. Pomiary prowadzono przy dwukrotnym powigkszeniu. Diugoéci podane sa w milimetrach.

wartoéci kolejnych itegacji, dokonaliémy ich uérednienia. Na podstawie danych z rys. 9
sporzadziliSmy na rys. 10 wykres funkcji S wzdiuz $rednicy prostopadiej do kierunku
dzialania sily $ciskajacej (0$ x)i §rednicy pokrywajacej si¢ z tym kierunkiem. Obserwujemy,
ze juz po trzech iteracjach zachodzi znaczna poprawa wynikéw doswiadczalnych i zblizenie
ich do Scislego rozwigzania teoretycznego. Doktadno$¢ wynikdw iteracji nizsza jest wzdtuz
osi y, co wynika z bardziej stromego przebiegu funkcji .S wzdluz tej osi.

4, Zakonczenie

Pokazaliémy powyzej, ze zastosowanie formul typu Liebmanna ulatwia opracowanie
wynikéw badan elastooptycznych zagadnied plaskich i osiowo symetrycznych, jak réwniez
pozwala usci$li¢ wyniki do$wiadczalne. W zwiazku z tym chcielibySmy zwrdci¢ jeszcze
uwage na to, ze warto$ci otrzymane metoda Liebmanna obcigZzone sg mniejszym bledem
przypadkowym niz wyjéciowe warto§ci brzegowe, co wynika stad, Zze w metodzie tej bierze
si¢ pewnego rodzaju $rednia warto$ci brzegowych. Dla skonkretyzowania rozwazmy
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Rys. 9. Wyniki kolejnych iteracji w wezlach sieci roznicowej. Wskaznik iteracji wzrasta poczawszy od dolu
kazdej kolumny wynikéw. Gwiazdkami oznaczono wynik uérednienia stosowany do dalszych iteracji.
Wartosci naprezen w kG/cm? pomnozono przez czynnik (—100)

SA[KG/em?] L Sy ke

o wyniki doswiadczalne

{iterocja zerowa)

s po 3 iteracjach

0l o po 8 iferacjach
—— rozwigzanie teoretyczne
Q -
H .
7_
5_
51
1
o
X o | | | g Y

4 7 7 K] i [cm] 1 2 3 4 [cm)

Rys, 10. Wyniki wybranych iteracji wzdiuz promienia prostopadlego do kierunku dzialania sity (0§ x) i zgod-
nego z tym kierunkiem (o$ y), poréwnane z rozwigzaniem teoretycznym

[169]
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obszar dwuwymiarowy AB ... GH pokazany na rys. 11. Przypu$émy, Ze na podstawie
znanych wartosci brzegowych S, Sp, ..., Sg, Sy chcemy znaleZé za pomoca formuly
Liebmanna (3) wartosci funkcji S w punktach wewngtrznych 1, 2, 3, 4. Mamy nastepujacy
ukfad réwnan '

4S5 = S, +S3+S4+ S5,
4S, = S+ Ss+Sc+Sp,
4S5, = S|+ S, + S+ Su,
45, = S, +S3+ S+ Sk,

ktérego rozwigzaniem jest

1[7 1

Sy = 1 T(SA"'SB)‘F 7(S5+SF)+SC+SD+SG-+SH]y
1[7 1

S, = i 7(S6+SD)+ 7(S0+Sli)+SA+SB+SE+Sp s
1[7 1

Sy = 12 7(504'511)4' T(SC+SD)+SA+SB+SE+SF s
1|7 1 '

Sy = vl T(SE"'SF)'{' 7(S4+SB)+SC+SD+SG+SH .

| .

’

Rys. 11. Obszar, dla ktérego przedyskutowano wplyw przypadkowego
bigdu warunku brzegowego na blad rozwigzan ukladu réwnan Liebmanna

Jedli blad wartosci S w kazdym punkcie brzegowym jest taki sam i wynosi d, wtedy btad
$redni kwadratowy kazdej z wartosci Sy, i = 1, 2, 3, 4, wynosi

1 {49 49/ 12
(—+—9+~1—+%+1+1+1+1) 8 =~ 0,456,

A4S, 4 "4

r.':E

a wiec jest przeszto dwukrotnie mniejszy od wartosci 6. Natomiast blad maksymalny

1(7 7 1 1 ,
Amsi_ﬁ(7+7+7+—2~+1+1+1+1)a_5

jest réwny wartosci 6.

Podzigkowanie

Panu Dr inz. B. MICHALSKIEMU dziekuje za dyskusje niektérych zagadnien zwigzanych
Z niniejszgq praca.
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Dodatek I. Réwnanie rézniczkowe moze byé wyprowadzone jako warunek znikania
wariacji funkcjonatu -

18} dP(S) = [ d P(S+ eS! ).‘ "
przy czym

[ 2 ; 21
1.2) P(S) = f[(g—f) +(%§) rdrdz,

gdzie D jest polem przekroju rozwazanej bryly osiowo-symetrycznej plaszczyzna stalego
kata azymutalnego & = const.

Przyblizajac pochodne czgstkowe w wyrazeniu (1.2) przez réznice przednie

ds St+1.j_Si.j‘ as ~ Si,j+1—Sl.j
a3 a = b & h

'”

gdzie pierwszy wskaznik ,,i” numeruje wezly sieci réznicowej w kierunku osi r, drugi

wskaznik ,,j” —w kle\runku osi z, za$ /i jest krokxem sieci réznicowej, dostajemy naste-

pujacy analogon funkcjonatu (1.2)-

\ : .
N ¢

(1-4) Pp(S) = Z F[(Si+l.j_Si.‘J)2+(Si.j+l_Sl'-J')z]'
D

Pamigtamy, Ze r = ih. ,

Sumowanie rozciaga si¢ po wszystkich wskaznikach 7, J nalezqcych do obszaru D.
Przyjmujemy przy tym konwencje, ze réznica wartoéei funkcji Sy ;. i—Siglub S; 41— S0 ;
brana w sigsiednich punktach, z ktérych jeden nalezy do obszaru D, a drugi nie nalezy,
wynosi zero. Znikanie wariacji funkcjonatu (I.4) wymaga by speiniony byt ukiad réwnan

(L.5) E=DSio j+i(Sips, j+ S je1 +Si,5-1) = @i—4)S;, ;.

Z kolei przyblizajac pochodne czastkowe w wyrazeniu (L.2) przez iloraz réznicowy
wsteczny .

ds N§i:j_—Sl'—l-J ds Sl'.j_ i.Jj-1

~

(L.6) ar T h o dz T h

dostajemy nastepujacy analogon funkgjonalu (1.2)
' L 2 A 2
@7) Pu(S) = D) T 1is= S5m0+ (S~ St o).
D

Przyjmujemy przy tym konwencje, ze réznica wartodci funkcji Sy, ;— Sy, j lub-S;, ;— S5,
brana w sasiednich puhktach, z ktérych jeden nalezy do obszaru D, a drugi nie nalezy,
wynosi zero.

Znikanie wariacji funkcjonatu (I.7) wymaga by spetniony byt uktad réwnan

(1.8) 1) Sepq, Hi(Sicy, s+ Si je1 +Sn5-0) = @G+ 1) S, ;.



172 ) R. Wosnar

Mozna dowie$¢ w sposdb podobny, jak to czynia autorzy pracy [8] dla dwuwymia-
rowego réwnania Laplace’a, ze przy malejacym kroku sieci & rozwigzanie zarowno réwna-
nia (1.5) jak i (I.8) dazy do rozwiazania réwnania rézniczkowego (7). W zwigzku z tym,
zgodnie ze znanym twierdzeniem o granicy sumy ciagéw, réwniez rozwigzanie rownania
powstalego z dodania réwnan (L.5) i (1.8)

(1.9) Qi— DSz, Qi+ 1)Sipy, ;20085 01+ S0 5-0) = 8IS,

bedacego w istocie réwnaniem (9), dazy przy 4 — 0 do rozwigzania réwnania (7). Réwnanie
roznicowe (9) mozemy otrzymaé réwniez bezposrednio z réwnania rézniczkowego (7)
przyblizajac pierwszg pochodna przez iloraz réznicowy Srodkowy

s Sivii—Si-i.

dr 2h ’

(1.10)

oczywiscie przyblizamy ponadto

S Sipn =280+ Sia,y 028 Sijes — 250+ Si -

(L11)

orz h? Y9z T h?

Podany nizej przyklad wskazuje, ze symetryczna formuia (8), (9) lepiej przybliza réwnanie
rézniczkowe niz formuly niesymetryczne (1.5) czy (I.8).

Przyktad 5. Rozwazmy nieskonczony stozek sprezysty o kacie wierzcholkowym
wynoszgcym 2a = 7/2, obcia}zonyl w wierzcholku wzdluz osi symetrii sila F. Wartosci
naprezen, a wigc i wartosci sumy naprezenn S sa w takim stozku znane, [24]. W walcowym
ukladzie wspélrzednych mamy

. Q m+1 cosl
12 5= Tdm w1 R
przy czym
4(m—1) » 7 |
Q= F i—cos’u)— (m—2)(I—cosajeosa” &%= 7 =5

m jest odwrotnoscig liczby Poissona,
R = ]/b‘i+z2 , cosf = z/R.
Wartos¢ sity F przyjelismy taka, by

0 m+1l
T T = 100.

Rozpatrzmy obszar stozka zawarty miedzy plaszczyzng z = O (na ktdrej lezy wierz-
cholek stozka), a plaszczyzna z = 14,5. Przyjmujemy, Ze na brzegach tego obszaru znamy
wartoéci (teoretyczne) sumy naprezen S. Wartoéci S we wnetrzu obszaru znajdujemy
postugujac sic wyprowadzonymi formulami réznicowymi, stosujgc kwadratowa siatke
réznicowg o kroku 4 = 1. Rozmieszczenie sieci lﬁZnicowej w stosunku do przekroju
stozka przedstawione jest na rys. 12. Uklad réwnan réznicowych rozwigzaliSmy metoda
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Rys. 12. Polozenie sieci roznicowej wzgledem przekroju stozka plaszczyzna ¢ = constans. Stala sieci i = 1

iteracyjna, przy czym kryterium skoriczenia procesu iteracji bylo to, by wartosci S otrzy-
mane w dwdch kolejnych iteracjach nie réznily sic w zadnym z weztéw sieci wiecej niz
o 1073, Za zerowe przyblizenie rozwigzania przyjelisSmy dla kazdego przekroju
z = constans warto§¢ brzegowa S tego przekroju. Obliczenia przeprowadziliémy zaréwno
za pomocg zsymetryzowanej formuly (8)-(9) jak i formuty (I.5). W obu wypadkach kry-
terium zakonczenia obliczen zostalo osiggnigte po 53 iteracjach. Na rys. 13 poréwnane
s uzyskane w ten spos6b wyniki numeryczne z teoretycznymi. Widzimy, ze formula (9)
daje wartoéci znacznie blizsze teoretycznych niz formula (I.5). Pasujg one do$¢ dobrze
do rozwiazania teoretycznego nawet w obszarze silnej koncentracji napreZen, to jest dla

ma{ych z.

Mozna dodaé, ze wprawdzie osiagniecie dULC_j dokladno$ci rozwigzania wymaga
odpowiednio duzej liczby iteracji, to jednak w naszym przykladzie juz po kilku iteracjach
nastepuje do$¢ dobre przyblizenie funkcji S. Widac to na rys. 15, gdzie podano wyniki
kilku pierwszych iteracji przy stosunkowo rzadklej sieci, o stalej & = 29/13 = 2,23, poka-
zanej na rys. 14 -

Dodatek II. Rozwazmy siatke kwadratowa o dlugosci boku a, naniesiona na badanq
tarczg sprezysta. Po odksztalceniu osrodka element siatki przyjmuje w przyblizeniu ksztalt
rédwnolegloboku o dtugosci boku wynoszacej w kierunku x i y odpowiednio a, i a,. Zmiany
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Rys. 13. Wyniki obliczen po 53 iteracjach, wg. formul (9) i (I.5) poréwnane z rozwigzaniem teoretycznym:
a) wyniki dla malych z (z < 4,5), b) wyniki dla wigkszych wartoéci z (z > 3,5). Oba_wykresy odnosza si¢
do przebiegu naprezen wzdluz prostej b = 0,5, por. rys, 12

. . / \
z Rys.14. Polozenie rzadszej sieci roznicowej wzg]gdem przekroju
' stozka; stala sieci & = 29/13x~ 2,23

[174)
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Rys. 15. Wyniki kilku pierwszych iteracji dla sieci roznicowej z rys. 14; a) przebiegi wzdluz prostej
b = 0,5h, b) przebiegi wzdluz prostej z = 4,54
dlugosci bokéw sa wigc ¥ = a,—a i v = a,—a, $rednie odksztalcenia na odcinku a sa
& = uja i ¢, = v/a, $rednia za§ warto$¢ sumy naprezen na obszarze oka siatki wynosi
/
E u+o

E
(Ln S=otoy =y Ete) =17

Jesli blad pomia\ru boloienia punktu wynosi d, to $redni kwadratowy blad pom_iartf_ diu-
gosci odcinka wynosi 1/5 4, blad za$ pomiaru zmiany dtugoséci odcinka wynosi ]/2 ]/2 =
= 24. Wzgledny $redni kwadratowy blad sumy naprezert wynosi

A5 Y226

S Ju+w]|’

(IL2)

przy czym zatozyliémy, Ze blad pomiaru skladowych przemieszczenia u i v jest taki sam.
W korzystnym przypadku, gdy # i v sg tego samego znaku i tego samego rzgdu wielkosci
dostajemy '

: , a8 —,
L3) _ ‘S_WT

W mniej korzystnych przypadkach, zwlaszcza gdy u 1 v sg co do modutu tego samego
rzedu lecz przeciwnych znakéw, blad jest oczywiscie wigkszy. Drukarskie techniki nano-
szenia siatki pozwalaja wykonywac¢ linie szerokosci 0,2--0,3 mm, przebieg §rodka ktérych
mozemy okreéli¢ z dokladnoseig rzedu 0,1 mm; zatem 6 = 0,1 mm. Aby blad pomiaru
wartosci S byt nie wigkszy niz 10%;, przemieszczenia winny wynosi¢ zgodnie z (11.3) przy-
najmniej 1,4 mm, co przy a = 1 cm odpowiada odksztatceniom 14%;. Sa to wiec odksztal-
cenia duze, poza zakresem stusznosci klasycznej teorii spreZystosci.

Z powyiszego widzimy trzy przyczyny powstawania bledu przy tym sposobie wyzna-
Czania sumy S(x, y): a) uSrednianie po obszarze oka siatki zamiast pomiaru punktowego,
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b) btad pomiaru przemieszczenia, c) konieczno$¢ stosowania duzych odksztalcen. Doswiad-
czalne zmniejszenie jednej z tych przyczyn (przy tej samej technice nanoszenia siatki)
pociaga za soba wzrost przynajmniej jednej z przyczyn pozostalych. Jednakze Zrédia
bledéw b) i ¢) mozna usunaé na drodze obliczeniowej, korzystajac z tego, ze S(x, y) winna
by¢ funkcja harmoniczng, spetniajacq réwnanie Laplace’a. Réwnanie to zastgpujemy przez
uktad réwnarn algebraicznych, bgdgcych réwnaniami Liebmanna zapisanymi dla poszczegdl-
nych wezldw sieci réznicowej. Wezty sieci réznicowej umieszczamy w-$rodkach boszczegél—
nych elementéw siatki. Za zerowe. przyblizenie rozwigzania iteracyjnegol ukladu przyj-
mujemy znalezione doswnadczalme wartodci funkcji S(x, y) w poszczegolnych okach
siatki. Poniewaz znaleziony do$wiadczalnie przebieg S(x, y) zgodny Jest przynaJmmeJ
jakosciowo z przebiegiem funkcji S(x; y) dla zadania klasycznej teorii sprczystoém dlatego
proces iteracyjny jest szybkozbiezny. !
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Peswme

[IPUMEHEHHUE ©POPMVYIJIbI JIMBMAHHA JIJISA OBPABOTIKH
PE3VJIbTATOB ®OTO-YIIPYIHX HUCILITAHUN

IpencraBiieHa BO3MOXKHOCTE MCIIOJIb30BAHHS PaSHOCTHBIX opayn Thna Jlndmanua gnst o6paboTiu
pe3ynsTaToB (POTO-YNPYrHX HCOBITaHHH. B YacTHOCTH OTO OTHOCHTCA K:

a) MHTEpNOJSILMM PE3YJbTATOR, IIOYUEHHbIX IKCIEPHMEHTATILHLIMH TOUSUHBIMIL METOJAMH 3

6) IKCTPAIOMSILMK PE3YNIHTATOB — OAHAKO JIMLIL B HEGOJIBIIOH 0BJIACTIM, NOPAJKAE BEIMUHHbI LIara

Pa3HOCTHOM CETKH;
B) NpOBEPKE M YTOUHEHHIO H3MEPEHHDBIX BEJUUHH CyMMLI HODMAJIBHBIX HANpPsDICHHIH.

ITanbl npuMepbI IPUMEHEHUA STOr0 MOAXO0MAa K MJIOCKOH M OCECHMMETPHUIION 3a[auas TEOpHIl ynpy-

ToCcTH.

Summary

APPLICATION OF THE LIEBMANN FORMULA TO THE EVALUATION
OF PHOTOELASTIC MEASUREMENTS

The possibilities of a using of the difference expressions of Liebmann’s type in the evaluation of the
results of photoelastic investigations are discussed. The following techniques are considered:

a) interpolation of the results obtained by experimental point methods,

b) extrapolation of the results — but only in a limited region, of the order the difference mesh size,

¢) verification and improvement of accuracy of the measured values of a sum of normal stresses.

The examples of application of these possibilities to plane and axially symmetric problems of elasticity

are given.
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