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1. Wstep

Problem stateczno$ci phyt piérécieniowych obciazonych osiowo-symetrycznie sitami
dzialajacymi w plaszczyznie $rodkowej plyty, nie posiada rozwiazania ogélnego, mimo, ze
wielu autoréw podaje rozwiazania szczegdlne tego zagadnienia.

Zagadnienie stateczno$ci izotropowych plyt pier§cieniowych omawia si¢ w pracach
[3, 4, 6,7, 11]. W pracach [3, 4, 11], podano §cisle rozwigzania nastgpujacych przy-
padkow: 1

-praca [3] — plyta utwierdzona i obcigzona tylko wzdiuz brzegu zewngtrznego. W roz-
wiazaniu zaklada si¢, ze powierzchnia $rodkowa plyty jest osiowo-symetryczna;

praca [4] — plyta obcigzona w taki sposéb, ze napre¢zenia radialne o, i obwodowe

sg rowne:
2
rw
O, = 0g = T “Do>s

gdzie r,, — promienn wewngtrzny plerémenla r — wspéirzedna promieniowa, p, — para-
metr obciaZenia;

praca [11] — ptyta obciazona takim samym ci$nieniem na bfzegu zewngtrznym i wew-
netrznym plyty.

Rozsa, [7], podal przyblizone rozwiazanie zagadnienia dla plyty utwierdzone;j i §ciskanej -
wzdluz brzegu zewngtrznego oraz dla plyty utwierdzonej i $ciskanej wzdhiz brzegu
wewnetrznego. W pracy [6] otrzymano rozwiazanie numeryczne dla niektérych sposo-
béw podparcia przy zalozeniu, ze powierzchnia §rodkowa plyty po wyboczeniu jest osiowo-
-symetryczna.

Zagadnienie statecznosci plyt ortotropowych rozwaza si¢ w pracach [l, 5, 8, 10],
przy czym uzyskane dla poszczegdlnych przypadkdéw podparcia i obciazenia rozwiazania
przyblizone, zakladaja przewaznie osiowo-symetryczng postaé¢ wyboczenia (prace [I,
5, 10]). W pracy [8] przedstawiono przyblizone rozwiazanie zagadnienia dla plyt wzdtuz
obu krawedzi swoqunie podpartych, badz utwierdzonych. '

* Praca nagrodzona na konkursie na prace teoretyczne z mechaniki, zorganizowanym przez Oddziat
PTMTS w Lodzi w 1975 .



38 A. STRZEchvk, ST. WOICIECH
2. Cel pracy

Celem pracy jest przedstawienie przyblizonego rozwiazania zagadnienia obliczania
najmniejszych wartofci obcigzen krytycznych dla plyt pierscieniowych, cylindrycznie
ortotropowych, obciazonych réwnomiernie sitami promieniowymi w plaszczyZnie $rod-
kowej plyty. Rozwiazanie otrzymane metoda energetyczng Rayleigha-Ritza, obejmuje
dwanascie sposobéw podparcia plyty, przy dowolnym stosunku ci$nienn dziatajacych na
krawedZ wewnetrzna i zewnetrzna plyty. Podano sposéb przyblizonego okre§lenia liczby
$rednic wezlowych, dla ktérej warto§¢ obcigZenia krytycznego jest najmniejsza. Przed-
stawione na wykresach i tablicach wyniki obliczen moga by¢ wykorzystane w obli-
czeniach inzynierskich. '

3. Obliczenie calkowitej energii potencjalnej plyty

Calkowita energi¢ potencjé.lnq plyty oblicza si¢ wedtug wzoru
3.1) V=, + Vi,
gdzie V, —energia potencjalna s1l zewnctrznych V, — energia potenqalna plyty spo-

wodowana zginaniem plyty.
Wielkosci V , 1 V, wyrazaja si¢ wzorami:

rz 2m
1 (ow\? 1 aw
1 ow 1 2w\ . P
63 V- 2[[[ AL 0(73+7a—02)+mﬂ,aw( )]rd@d:

gdzie M,, M, oznaczaja odpowiednio promieniowy i obwodowy moment zginajacy,
M., — moment skrecajacy, w — ugiecie plyty, r,,, r,— promiefi zewngtrzny i wew-
netrzny plyty, N,, Ny — jednostkowe sity normalne w plaszczyZznie §rodkowej plyty
w kierunku promieniowym i obwodowym.

Momenty M,, My, M,,, wystepujace w (3.3), mozna obliczyé ze wzoréw:

0*w 1 ow 1 %*w
3.4 . Mr‘= ~D, [WZ—_'_W(TW_Fr—ZW)]’
1 ow 1 0w 0w
@) - Me==Dy [77* r_ZWH’FrT)]’
7 (w
(3'6) M,y = '—2Dum(7) ’
gdzie
3
D, = E.h

12(1—v,v)
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Eoh®
Dy = 2(1=v,v) ’
Gh?
D=

v, v, — stale Poissona, E,, E;,— moduly sprezysto$ci w kierunku promieniowym
. i obwodowym, G — modut sprezystofci poprzecznej, i — grubo§é plyty.

Sity blonowe N,, Ny wystgpujace w (3.2) mozZna obliczy¢ ze wzoréw podanych
w pracy [2]: '

k +1 N . ki—1
3.7 N, =h [_IQ_‘; ok 1 Pwl P;g’:’l ok~ 1o~k —1],
o+ 1 k,—1 ’
wd'w z - pl w - -
. (3.8) Ny = k; h[%{‘— ok 1-i- 1 992"1 ok~ 1p=k: 1] ,

gdzie p,, p, oznaczaja ci$nienia dzialajace odpowiednio wzdluz obwodu zewngtrznego

rw

i wewnetrznego plyty, o, = .

— bezwymiarowa warto$¢ promienia wewngtrznego

Ey - . ..
plyty, k} = Fo—, wspolczynnik ortotropii.

Po podstawieniu (3.7), (3.8), do wzoru (3 2)i 3. 4) (3.5), (3.6) do wzoru (3.3) zgodnie-
ze wzorem (3.1), otrzymuje sig:

, 1 2n .
. ., _ D, ?w 1 ow 1 2w\ 0*w
9 =3 fof“? +”0(ETQ+?W)]W+
Pw
2 1 ow 1 o*w’ Py *2 w 2
30 T o a0 T ar [TV | Gea0 +
*I:(F le 1+F Q—kl—l _a_w : +
. de | -

2
+k |F ok 1~ F. Q"kx—l) (%‘Z_’:) ]}gd@d@,

gdzie: ¢ = ’L — promien bezwymiarowy
k2, 12 — wspolezynniki ortotropii okre§lone wzorami:
' D, 2D, '
2 2
k Dr 5 1 ,Dr +'V0,
. Puhr? . , . .

Pt = — bezwymiarowa warto§¢ obciazenia krytycznego,
i+l 1— k1t ‘
Qw . — Q ny — Pw

£ = W’ Fo= —ang o™ %=0"
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4. Okreslenie wartoSci obcigzenia krytycznego

Najmniejsza warto§¢ obciaZenia krytycznego wyznaczono metodg Rayleigha-Ritza.
Zalozono, ze funkcja w okre$lajaca ugiecie plyty ma postac:
4.1) - w = W:+cosmb,

gdzie W jest funkcja jednej zmiennej o, a m liczbg §rednic weztowych. Przypadek m = 0
odpowiada osiowosymetrycznej postaci wyboczenia.
Nastepnie przyjeto, Ze:

=n
o

a—d

i=1

=

(4.2) W=W = 2 fm@
gdzie f; sa wspdlczynnikami, a 7;(g) sa funkcjami wspdtrzedne) o.
Ponadto, zaloZzono, ze 7;(0) sa postaci:
Jj=t

(43) nl(g) = Zal.ﬁ'QH—j_l’

Jj=1
przy czym ¢ = liczba geometrycznych warunkéw brzegowych plyty, a; ; — wspdlezynniki,
ktérych warto$¢ zalezy od sposobu podparcia plyty.

Poszukiwana warto§¢ obcigzenia krytycznego wyznaczono z warunkow, ze calkowita
energia potencjalna plyty w stanie rownowagi jest minimalna, tzn.:
(4.9 0, i=12,..,n

Po uwzglednieniu w (4.4) zaleznosci (4.3), (4.2), (4.1), (3.9) i po dokonaniu odpo-
wiednich przeksztalcen, réwnania (4.4) przyjmuja postaé:

j=n
4.5) \ D=0 da i=12..n
j=1 .
gdzie
' ¢t

vii= | 3 N {1G+0—1) (+p+v0-2)=vm?] (j+a-2) (j+a—D+

1

pw p=0q=0

+L(+p—1) (+p—2po+ (i+p— K> —k2m?) (j+q =1 =)+ [(7+q—~ 1) x
X (j+q+v—2)—vom?] (i+p—1) ((+p—2)+[(+q—1D) (+9=2)+

+(j+ g~ D2 =k*m?] (i+p—1—m?)+4 (1> —ve)m*(i+p—2) (j+q—2)} X

itj+ptq-5
Xal,PaJ-qQ Jrere d99

1 t t
x5=2 [ 3 N (F e+ FomR) i+p—1) (j+q—1)+

pw p=0g=0

+him? (F ok —Fo07%)] a),,8),,0" *P 9 %dp.
Warunkiem koniecznym istnienia niezerowego rozwigzania ukladu réwnan liniowych

(4.5) jest spelnienie réwnania

(4.6) det(Y—p*X) = 0,

gdzie X = (x;,p), Y = (y,,)) — macierze kwadratowe stopnia n.
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Tablica 1. Zestawienie geometrycznych warunkéw brzegowych w zaleiznoSci od sposobu podparcia

plyty
Liczba
Nr Spos6b podparcia plyty warunkoéw Numery
przypadku P warunkoéw
I
I |' “ uus 4 1,2,3 4
7 7
i B 7777 )
| p777%
1 , FAN e 3 1,24
777777
11 : % 2 2, 4
v | % I ’ 72 3 2,3, 4
| p7777
\" l — 3 1, 2,3
| 77777 777777
1L
VII ' | A 1 2
| .
VIII I 2 2.3
| A
| .
X | “= 2 1,3
|
X | AN 1 1
7777777
XI | s | 3 1,3, 4
i 777 |
- | X :E | S
I 777777, Z

41
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Tablica 2. Poréwnanie wartosci p* z wynikami

= I3 ~
Schemat || |
| ———— | ————
stat. | N
. * 77777
*
n p o o p o
0v=01 | eu=03 | g.=05 |0v=01 [0.=03 |, =05
1 132,00 27000 | 25,6366 126111 | 16254 ‘ 6,5361
2 120,28 26,670 25,566 108,740 | 13,613 5,5109
3 118,13 | 26,601 25,009 101,957 | 13,135 5,4403
4 117,77 26,501 25020 | 100324 | 13,127 5,4397
5 117,72 26,498 25,025 99,844 | 13,126 5,4396
—— — S i —a f
6 117708 | 26,497 25,025 99,710 | 13,126 5,4396
Wynik 117,71 26,496 25,026 99,659 | 13,126 5,440
Wg [6] ’ ’ » »

Ostatecznie problem wyznaczania obciazen Krytycznych, zgodnie z (4.6), sprowadzit si¢
do uogdlnionego zagadnienia wartosci wlasnych macierzy, ktére mozna efektywnie roz-
wiaza¢ numerycznie za pomoca elektronicznej maszyny cyfrowe;j.

5. Okreslenie wartoSci wspélczynnikéw a;,

Funkcje wspdlrzednych #;(0), wystepujace we wzorze na funkeje ugiecia W, powinny -
spetnia¢ odpowiednie geometryczne warunki brzegowe plyty. ‘
Warunki te moga mie¢ jedna z mast¢pujacych postaci:

!

: B
1° 771(@:9) = Z a0l =0,

=3 ,
H
22 q) = Zal,j =0,
j=0
!
o dﬂ;(ew) _ & . Fyi_ i4j—2 _
3 T de - % = a;;(i+j— Doy = Q,
!
go D) _ Za,-,,(i+j—1) = 0.
dp —

W tablicy 1 podano zestawienie rozpatrywanych przypadkéw podparcia plyty i przy-
porzadkowanie im ograqiczenia na funkcje wspéirzednych. Przy zalozeniu, Ze a;, = 1
wartoéci wspélczynnikéw dla i =1,2,...,n, oraz j=0,1, ..., t—1 wyznacza si¢ roz-

wiazujac n ukladéw réwnan liniowych o ¢ niewiadomych.
i
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otrzymanymi w pracy [6] (k2 =kl =1,12= 1,1 =1/3)

! 77777 e
x=10° p* % = 10° it -p*
Tow=01 | ew=03 | =05 | =01 | 0.=03 | g.=05
© 17,542 16,201 ’ 29,97 4,83 3,161 2,5772
142020 | 14,809  ns 437 3,157 2,4865
14,19 14801 | 2550 | 414 | 3157 | 24818
, 13,92 14700 | 25385 | 408 __'3:'1:07 2,4687
13,87 4692 | 25384 405 | 3,00 24661
13,858 14,691 25382 | 4,048 3007 | 24660
13,848 14,69 25,385 4,043 ) 3098 } 2,468

6. Okreslenie liczby $rednic wezlowych

Dla okreflenia liczby §rednic wezlowych m, ktérej odpowiada najmniejsza warto§é
obciazenia krytycznego p*, zastosowano metode przyblizong, podang w pracy [8]. Zgodnie
z [8], problem sprowadza si¢ do rozwiazania réwnania kwadratowego
6.1 azl+bz+c¢ = 0,
gdzie ' z = m

Dla przyjetej postaci funkeji wspétrzednych wspélczynniki a, b, ¢ sa réwne:

a=2X, Y4,
b=2X,Y,,
c=XoY,— X2 Y,

L 1 ¢ t
gdzie: Xo = IZZ‘ (Fy ¢+ Fy 07" ijay ;04,50 2do,
‘ pw 120 J=0 ‘
1t
X2 = f . -(F1 lesz Q_kl)al.ial.jQHj_de,
pw =0 J=0 .'
1 ¢ t
Yo=J G149 (= 1)+ k> +2 (i~ D]} ay.a,,50 ™ d,
pw 1=0 J=0 ,
1 ¢ tﬁ
% L] . . P
Y, = fZ Z pi(G— D+ kY +ilk*+v (- D]+
pw i=0 j=0 . !

+2@—1%) (i—1) (j— D} ay 101,02 do,
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t 1

1
= f Za iay, ;0 3o, v =

pw =0 j=0

Jako m przyjmuje sie:

62) m {O jesli réwnailie (6.1) ma pierwiastki zespolone lub rzeczywiste i réwno-

cze$nie oba ujemne, entier (]/max(zl,zz)) w przypadkach pozostalych,
gdzie z,, z, sa pierwiastkami réwnania (6.1).

7. Opis algorytmu obliczen

Celem wykonania obliczen numerycznych opracowano program w jezyku ALGOL 1900.

W programie mozna wyodrebnié¢ nastepujace zasadnicze fazy:

1. Wyznaczanie wspéteczynnikéw 4, ;. Uktady réwnan rozwigzuje sic metoda Gaussa—
-Jordana. '

2. Okreslenie liczby m — wedtug wzoréw podanych w punkcie 6.

3. Obliczanie elementéw macierzy X i Y.

4. Obliczanie wartofci wlasnych réwnania (4.6) w tym:

A. obliczanie macierzy odwrotnej do X metoda rozszerzania,

B. obliczanie wspdlczynnikéw wielomianu charakterystycznego macierzy Z = YX
metoda Danilewskiego,

C. obliczanie zer wielomianu charakterystycznego metoda Bairstowa.

Obliczenia zrealizowano na maszynie ODRA 1305 z pojedyncza precyzja (hczby
pamigtane z dokladnoscia do 11 cyfr znaczacych).

8. Analiza wynikéw obliczen

Wyniki obliczen dla przypadkéw plyty obciazonej wzdtuz brzegu wewngtrznego po-
dano w tablicach 3 -5, a dla pozostatych przypadkéw obciazenia na rys. 1 - 12. Liczby
nad krzywymi oznaczaja liczbg¢ $rednic weztowych, dla ktérych krytyczna warto$é obcig-
Zenia jest najmniejsza. Obliczenia prowadzono dla plyt obciaZzonych:

a) ci$nieniem dzialajacym tylko na brzég wewngtrzny plyty, tablice (3 -5),

b) ci$nieniem ujemnym dzialajacym tylko na wewngtrzny brzeg plyty, tablice (3 -5),

¢) jednakowym ci$nieniem dzialajacym na obu krawedziach plyty tzn. p, = p,,
(rys. 1-6),

d) ci$nieniem dzialajacym na obu krawedziach plyty, przy 'czym ﬁ—z = 1000, . co

praktycznie odpowiada obciaZeniu ci§nieniem dziatajacym tylko na zewngtrznym brzegu
phyty (rys. 7-12).

W kazdym z podanvch wyzej sposobdw obciaZenia plyty, obliczenia prowadzono
dla dwunastu schematéw podparcia plyty (patrz tablica 1). Dla kazdego sposobu obcia-
zenia i podparcia plyty obliczono warto$¢ sity krytycznej dla:
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. - puhr;
Tablica 3. Warto$ci bezwymiarowego obcigzenia krytycznego p* = D
I |
Sposob 777777 —— e 77222773 | I A— e w7777
obcigz. J : ' ! '
m=20 mz#0
Nl i liczba m wszgdzie réwna 0 liczbg m podano pod wartoscig p*
k. e =
przyp. [p~.| 021 | 031 | 041 | 051 | 061 | 071 | 021 | 031 | 041 | 051 | 061 | 0,71
I P ]1105 | 356 | 256 |215 i201 209 | 237
0,5 | 348 338 377 9 ‘ | 5 7 9 | 11 15 21
401 487 686 | 1124 666 448 | 364 329 331 365
I |1,0 421 375 4 s |6 s " s
1796 | 1054 | 777 | 662 | 628 | 669
2,0 | 738 530 501 560 740 1160 3 4 5 6 8 1
316 224 | 188 173 177 198
0,5 | 132 128 145 182 258 430 5 6 7 10 14 19
585 391 | 305 282 274 298
1 1,0 | 149 135 148 183 258’ 426 4 5 6 8 10 13
63 9 182 206 273 441 1468 899 | 660 552 528 542
2,0 1263 191 30 4 4 | 6 | 8 |10
110 746 60,6 | 56,6 | 54,2 | 59,2
0,5 | 253 20,9 | 21,3 | 25,0 33,6\ 53,4 2 3 4 6 7 10
P 154 | 100 | 87,4 | 79,9 | 77,9 | 80,2
M1 1,0] 395 267 | 239 | 260 | 33,5 | 52,4 | 5 | 3 3 s p
185 175 137 | 139 142 162
20| 143 | 71,7 | 48,6 | 41,4 | 43,9 | 59,7 | S 3 3 p
113 | 750 60,6 | 549 | 54,9 | 61,0
0,5 | 102 93,9 | 102 124 162- | 282 2 3 4 5 7 10
155 101 85,6 | 83,4 | 83,5 | 93,1
v 1,0 | 143 115 114 132 179 282 1 2 3 4 5 7
184 179 | 138 142 148 165
2,0 | 378 218 173 170 205 307 1 11 2 3 4 5
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L. . . . . pwhrfz,
Tablica 4. WartoSci bezwymiarowego obcigzenia krytycznego p* = 5
. | |
Sposéb B m—  —== 777777 I E— 77777777
obcigz. I I,
m=0 m#0
Nr : liczba m wszgdzie rowna 0 liczbe m podano pod wartoscig p*
O : - e
przyp. |~ 0,21 | 0,31 | 041 \ 0,51 | 061 | 071 | 0,21 | 031 | 0,41 | 0,51 | 0,61 | 0,71
| 297 | 217 ‘ 178|166 | 170 | 191
0,5 249 239 266 333 473|779 p 6 7 9 2| 1
| 561 371 |294 | 261 |259 |287
Vo I1,0 317 275 |290 348 |482 |794 4l s 4 7 9 13
| 1608 | 931 | 638 |515 |485 |521
20 614 |423 |375 |411 |528 |836 3 4 4 5 7 -
o | 254 [ 180 151 138 | 140 | 156"
10,5 857 81,5 91,0 [113 160 |257 4l s 7 8 i i
i : 465 (302 (239 |212 | 207 |225
VI 1,0 (104 | 90,1 ’ 957 | 116 161 |267 3 4 5 p g %
! ‘ | gy 1336 740 [S18 1425 386|393
2,0 (218 | 145 29 140 | 178 |2 3 3 4 S 7 3
80,4 52,2 | 41,5 364 | 351 373
105 | 622 3,27‘ 2,06 144 | 108 0840 7 7, 3 3 1 p
. ' 95,7| 73,8 54,8 | 49,7 | 458 | 46,7
VIL 1,0 | 257 | 12,8 7,84 | 542 402 3,13 1 N ) 3 4
138 | 105" | 103 85,7 | 88,0 | 857
2,0 | 138 63,4 | 367 | 242 | 17,5 | 134 ) . > > 3 3
93,5 52,5 | 41,4 | 357 | 36,2 | 39,7
0,5 43,8 | 392 | 41,9 50,9 | 70,3 | 115 1 5 3 4 5 7
95,3 77,4 | 555 | 49,0 | 52,3 | 557
VI 11,0| 884 | 63,3 580 | 63,2 | 80,7 | 124 ] 1 > 3 4 5
: 140 | 105 | 103 855 | 758 | 97,3
2,0 (340 [173 |120 (103 | 110 | 147 1 1 P 3 4




Sposob

NUMERYCZNE ROZWIAZANIE STATECZNOSCI PLYTY

Tablica 5. Wartoéci bezwyiniarowego obcigzenia krytycznego p* =

47

puhr?
Dr

|

m

K rs— T —w 777777773
obciaz. I .
m=20 m# 0
Nr\ " liczba m wszcdlzie réwna 07 | liiztim_podano pod warﬁcﬂiq_p*
przyp. || 0:21 | 0,31 ‘ 0,41 | 0,51 | 061 | 071 | 0,21 | 031 | 0,41 | 0,51 | 061 | 071
! 71,6 | 463 | 40,1 | 39,7 | 42,4 | 477
5| 43,81 392 | 41,9 | 509 70,2;115 1 q 3 6 g 10
| * (126 | 69,3 553 | 51,3 57,1 64,1
IX 1,0 885| 63,2| 580 | 632 805 124 | % | 4 ; 6 .,
S I SNSRI N (S M— |
328 168 |128 | 92,7 | 90,0 | 96,1
201340 |173 | 118 104 |110 | 148 : 3 3 3 & 4 3
7 J '"'4_3;'4_- 3,7 267 | 255 264 7”{9';9*
S| 625 327 | 206 144 | 1,08 840 3 3 " s P
64,6 | 41,7 | 381 | 296 | 299 | 31,6
X [10] 257 128 | 7,84 542 402 314 2 ) 3 3 4
267 107 | 682 | 689 | 456 | 47,5
2,0 138 | 634 367 | 242 | 17,5 | 134 |7 ) ) 2 3 3
| 849 | 602 | 509 | 47,9 | 494 | 565
51102 | 939|102 |124 170 |282 3 4 5 6 o I
I e [ - i————» — | -
, 192 114 | 91,41 82,1 | 80,1 | 89,1
X1 (1,0 143 |15 114 133|179 | 274 3 3 4 p p g
' 673 383 | 215 | 179 | 155 |16l
20 (378 218 173|171 |206 | 307 5 ) 3 4 1 p
68,7 | 474 | 383 | 351 | 350 | 39,0
S| 253 | 21,0 21,3 | 250 | 335 | 53,5 | 3 4 s p g
‘ 90,7 | 64,3 | 56,9 | 54,5 ,
X1 | 1,0] 395 267 | 239 | 260 33,5 52,3 ]43 | 3 3 218 36,9
" Is36 |258 175 |106 |109 |112
2,0 (143 | 71,3 | 486 | 41,3 | 438 | 59,6 |, 2 3 4 | s 7
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52 A. STRZELCZYK, ST. WOICIECH

— plyty izotropowej (k? = k* =1, %, =03, [*=1]),
— plyty ortotropowej, wzmocnionej w kierunku promieniowym

(k2 = k2 = 025, vy =01, I?=1),
— plyty ortotropowej, wzmocnionej w kierunku obwodowym
(k2 =k?*=4, =04, I?>=1).

Wartosci obciazenia krytycznego wyznaczono dia g, zmieniajacego si¢ od 0,01=0,91
co 0,1.

Przedstawiony w pracy sposéb przyblizonego wyboru liczby $rednich weztowych m,
dla ktérej warto$¢ obciazenia krytycznego jest najmniejsza, w niektérych przypadkach
okazal sie zawodny. Najwicksze bledy w wyborze liczby m wystapity dla plyty obciazo-
nej tym samym ci$nieniem dzialajacym na obu krawegdziach i podpartej wedlug sche-
matu V.

Na przyktad dla plyty izotropowej, wedtug wzoru (6.2) otrzymano m zmieniajace sie
od m =1, dla g, = 0,01, do m = 6 dla g,, = 0,91. W rzeczywistosci, najmniejsza wartos$¢
obciazenia krytycznego w tym przypadku otrzymuje si¢ przy m = 1 dla g,, = 0,01, 0,11,
0,21 i przy m = 0 dla g,, = 0,3. W innych przypadkach warto§¢ m byta wybierana prawi-
dlowo, w sporadycznych jedynie przypadkach réznita si¢ od wlasciwej o jednoé¢. .

Dla opisanych wyzej przypadkéw niewtasciwego doboru liczby m, warto$¢ najmniej-
szego obcigzenia krytycznego wyznaczono metodg prob i bigdéw. Poréwnujac otrzymane
wyniki z wynikami podanymi w znanych pracach, nalezy wnioskowa¢, ze przy uwzgled-
nieniu odpowiednio duzej liczby wyrazéw szeregu funkcyjnego, przyblizajacego funkcje W,
mozna otrzymaé wyniki z bledem wzglednym < 0.1% (przy pojedynczej precyzji obliczen,
w niektérych przypadkach, tylko dla g, < 0,8). Dla otrzymania wynikéw z bledem nie
wickszym niz 1%, wystarcza uwzgledni¢ 3, 4 wyrazy szeregu funkcyjnego. Najmniej do-
ktadne wyniki otrzymano dla plyt obciazonych od wewnatrz.

W tablicy 2 przedstawiono poréwnanie otrzymanych wynikéw z wynikami zamieszczo-
nymi w pracy [6] (rezultaty tej pracy nalezg do najdokladniejszych, jakie spotkano w do-
stepnej literaturze) dla plyty izotropowej. Badajac ciag réznic S, = pf—pr_, (p. oznacza
warto$¢ sity krytycznej uzyskanej przy zalozeniu funkcji W zlozonej z n wyrazow sze-
regu (4.2)) stwierdzono,.ze ciag ten dazy do zera przez warto$ci dodatnie. Cigg ten nie
" jest jednak $cisle malejacy. Dlatego przy ocenie doktadnoéci wynikéw nie mozna ogra-

niczy¢ si¢ do sprawdzenia wartosci jednej réznicy S,. Na przyktad, dla plyty izotropowej
utwierdzonej na brzegu zewngtrznym i obciazonej ciénieniem przyloZonym na brzegu
wewnctrznymu phyty (0., = 0,5, » = 1/3) ciag réznic jest nastepujacy: 0,071, 0,467, 0,070,
0,004. Gdyby w tym przypadku dokona¢ oceny doktadno$ci wynikéw pierwszego przybli-
~ zenia, ograniczajac si¢ do pierwszej roznicy, to w rezultacie otrzyma si¢ bledny wniosek,
ze biad bezwzgledny jest w granicach 0,1 wobec bledu rzeczywistego okoto 0,61. W wigk-
szo$ci przypadkéw najwicksza poprawe wynikow uzyskano w drugim przyblizeniu (w gra-
nicznych przypadkach biad kilkuset procent zmniejszyt sie do kilkudziesigciu procent).

s
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9. Uwagi koncowe

Z analizy uzyskanych wynikéw wynikaja nastgpujace wnioski:

A. Najmniejsza warto§¢ obciazenia na ogél otrzymuje si¢ przy zatozeniu mesymetrycz—
nej postaci wyboczenia plyty (m # 0).

B. Rzeczywista liczba §rednic wezlowych m zalezy od:

— sposobu obciazenia plyty (przy ci$nieniu ujemnym dzialajacym na wewngtrzny
brzeg plyty otrzymuje si¢ zawsze niesymetryczna posta¢ wyboczenia),

— sposobu podparcia plyty,

— bezwymiarowej warto$ci wewngtrznego promienia plyty,

— wartosci stalych ortotropii k7 i k2, (z wyjatkiem przypadkéw IX i X, mniejszym
wartosciom k3 = k2 odpowiadaja wicksze liczby §rednic wezlowych),

C. Dia malych g, zmiana m o 1 powoduje otrzymanie wynikéw rézniacych si¢ od
prawidlowych nawet o kilkaset procent.

D. Gdy ¢, — 1 1 poprawna warto§¢ m jest rzedu kllkud21e51gc1u zmiana m o kilka
jednostek nie ma wigkszego wpltywu na wynik.

E. W niektorych przypadkach przyjecie W = fin, (¢) pozwala obliczyé warto§¢ kry-
-tyczna z wystarczajaca dla celéw praktycznych dokiadnoscia. T tak dla plyty izotropowej
ip,>0,1 (dla plyty ortotropowej otrzymuje si¢ podobne wyniki): blad wzgledny nie prze-
kracza 109, w nastepujacych przypadkach plyt obciazonych:

— tylko ciénieniem wzdtuz brzegu wewnetrznego i podpartych wedlug schematu II
(tylko dla g, < 0,5), III i XII;

— ci$nieniem ujemnym wzdluz brzegu zewngtrznego i podpartych wedlug schematu
1V, VI, VIIL, X, XI, X1I;

— ci$nieniem dziatajacym tylko wzdhuz brzegu zeantrznego 1 podpartych wzdluz
schematu I, IV, X, XII;

— ci§nieniem dzialajacym z taka sima wartoécia na oba brzegi plyty i podpartych
wedhug schematu I, IV, VII, X, XII.

Poniewaz przy zaloZeniu, ze W = fim, (¢) okre§lenie wartosci krytycznej prowadzi do
prostych i stosunkowo nielicznych operacji matematycznych, mozna do obliczen wyko-
rzystaé zwykly kalkulator elektroniczny.

F. Zamieszczone w pracy wykresy pozwalaja nie tylko na okreslenie warto$ci obciazen
krytycznych, ale daja pewne wskazéwki co do wyboru p,, (szczegdlnie wazne dla plyt
podpartych wedtug schematu VII i X, obciazonych wzdluz brzegu zewnetrznego), przy
kt(’)rych plyta jest najbardziej stateczna.

G. Dla plyt konstrukcyjnie ortotropowych wzmocnionych zebrami, lepsza statecz-
nos¢ zapewnia wzmocnienie w kierunku promieniowym.

Zastosowana metoda obliczania obciazen krytycznych teoretycznie zapewnia otrzy-
manie wynikéw z dowolna dokfadnoscia. Praktycznie otrzymane rozwiazania obarczone
s3 bledami wynikajacymi z faktu, ze obliczenia prowadzono z pojedyncza precyzja. Stwier-
dzono, Ze pojedyncza precyzja pozwala otrzymywaé wyniki wystarczajaco dokladne
dla o, < 0,8. Dla ¢,, > 0,8 wydaje si¢ celowe wykonywanie obliczet z podwdjna precyzja.
Dla kompletnoéci przedstawionych wynikéw przy wykonaniu wykreséw dla g, = 0,8,
0,9 i podparciu plyty wedlug schematu nr I, wykorzystano wyniki z pracy [8].

\
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Pesome

YHCJEHHOE PEUIEHUE 3AIAYH OB YVCTOWUYUBOCTHU KOJIBIEBOH -
TIACTHHB! C HUJIMHIPUYECKOM OPTOTPOITUEN

B paGote mpuBeleHO pelUeHHe 3aJaul O KPUTHUYECKHX HATPY3Kax IJIsT KOJIbLEBBIX IUIACTHH C OH-
JMHAPHYECKON OpTOTponueil, Harpy>KeHHbIX OCECHMMETPHUHO JaBJleHHeM Ha Kpasax. Ho cux mop pe- -
HICHHUS TAKOH 3aJaud HMMEJIMCh JIMIUG JUIA HEKOTOPBIX CAyYyaeB HACPY>KEHWA M ONMPAaHMA IUIACTHHBI.
ITonyuennoe npubnmxenHoe pewsenue (Merton Penes-Purua) u UHCIEHHbIE PE3YIILTaTHI OTHOCATCA K TLla-
CTHHAM: .

— HAUpY>KeHHbIM Pa3JIHUHBLIMH JaBJICHMSIMH Ha BHYTPEHHEM M BHEIIHEM KOHTYDaX;
— uMmerolmM 12 crnocoboB onmMpaHus ;
— HM30TPOIHBLIM ¥ OPTOTPONHLIM.

IIpusenen cnocof pacuera 4YMCia Y3JIOBBIX AMAMETPOB, OTBEUAIOIIEro MPIHHMaJ’leOMy 3HAUCHHIO
KPHTHYECKOH! HArpY3HH. ‘

Summary

NUMERICAL SOLUTION OF THE PROBLEM OF STABILITY OF AN ORTHOTROPIC
ANNULAR PLATE

The problem of calculating the critical load of cylindrically orthotropic annular plates under uniform
pressure is solved by the Rayleigh-Ritz method. Up to now the problem was solved only under certain
loading and supporting conditions. The approximate solution presented and the numerical results of com-
putation obtained contain the following _examp]es of plates:



NUMERYCZNE ROZWIAZANIE STATECZNOSCI PLYTY 55

— loaded by different pressures applied to the inside and at the outside edges;

— supported according to 12 various schemes;

— isotropic and orthotropic.

The method of calculating the number of diametral nodal lines corresponding to the least critical -
value was given.

INSTYTUT MECHANICZNO-KONSTRUKCYJNY
FILIA POLITECHNIKI LODZKIEJ W BIELSKU-BIALEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 10 marca 1976 r.



