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1. Wstep

Przedstawione w tym opracowaniu rozwiazanie, ilustrowane przykiadem liczbowym,
bazuje na pracy autora [5], podajacej catke¢ rownania rézniczkowego czastkowego rozwig-
zujgcego powloki walcowe. Materiat zawarty w tym artykule nawiaznje do pracy [5] od
strony zastosowan do pewnych przyktaddw obliczen inzynierskich.

Rozpatrzono powlok¢ walcowa zamknigta, obcigzona powierzchniowo, dla ktdrej
sily wewnetrzne i przemieszczenia opisano wyrazeniami ogdlnymi zaleznymi od sposobu
obciazenia i warunkéw podparcia. WyrazZenia opisujace prace powloki sa sumami ztozo-
nymi z calek szczegélnych, odpowiadajacych pracy blonowej, i calek ogdlnych dajacych
prace zgieciowa. ’ .

Catki szczegdlne uzyskuje si¢ w bezposrednim procesie catkowania funkcji obciqiér'l
powierzchniowych, natomiast calki ogdlne posiadaja ksztalt szeregdw hipertrygonome-
trycznych. '

2. Ogélny uklad rownan powlok walcowych

Wszystkie wzory i zalezno$ci podane w tym rozdziale bedg napisane na podstawie prac
autora [I, 2, 3, 4. Réwniez catka réwnania rézniczkowego rozwiazujacego bedzie podana
w gotowej postaci wziglej z pracy [5].

2.1. Opis i zwigzki geometryczne powloki. Wspotczynniki pierwszej i drugiej formy réz-
niczkowej, ich wyrézniki oraz krzywizny — gaussowska i §rednia wynosza:

gi=1, 8:=81=0, gn=g=a,
by, =0, by = by, =0, by, = a, b=0,
1

—0, H===
K ’ 2a

@.1)

Symbole Christoffela drugiego rodzaju I'f; dla powierzchni walcowej sa réwne zeru.
Zwiazki sktadowych przemieszczenia z tensorem odksztatcenia blonowego maja postaé:

(2.2) wl = Yits azw.21 +wl = 2y12, azwlz—aw3 = Y22

Przecinek uzyty w wyraie.niach (2.2) oznacza odpowiednia pochodng wzieta wzgledem
zmiennej u' lub u2. .

4
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2.2. Zwiazki fizyczne. Sily i momenty

NU = NU +6HMY,

MY = MY+ ER2HNY,

2.3) ,
2Fh . —.
= = g h?(HNY
Q 3(1 _vz) b4 W.l+£ ( ),l)
gdzie & jest parametrem stalym oraz W jest suma
24) W = glw¥;.

Zwigzki odksztalcen z sitami dla parametryzacji naturalnej

1 Al 207
— s _ N22
Y11 2Eh (v va 1,
l+v =,
2.5) Y12 = V21 = g4 N2,
a 27722 11
'y22 =5 2E2 [a N —'VN ].

Zwiazki momentdw z przemieszczeniami dla parametryzacji naturalnej

S Eha? v
M= "z?«r[w?ll+7w?22]’
A ~ 1—v)Eh

(2.6) M'? =M = _%—W?n,

Eh 3 | S
—W vw,“+;2—w_22 .

Wystepujacy w (2.6) parametr o jest réwny

2.7) o= ]/2h V31— .

2.3. Calka réwnania rozwiazujacego. Catka réwnania rozwiazujacego jest suma zlozona
z calki ogdlnej w? i calki szczegdlnej w?, (patrz praca [5])
{2.8) w? = wi+w.

Calka szczegélna w® bedzie rozwigzaniem stanu bezmomentowego, a catka ogdlna moze
by¢ przedstawiona jako suma szeregu hipertrygonometrycznego.

\
M2 =

Wielkos$ci pomocnicze

Argumenty funkcji trygonometrycznych
u!
Zk = aa"T,
2.9) .
u ‘
Zi = a[m’T +nu2].
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Parametr « jest okre§lony przez (2.7), natomiast wielkosci a* i m' sa réwne

L) a4
ozk = &N I/E[V1+7+l] ’
m-é,nl// h/ +__1].
Wprowadzajac oznaczenia:
_ ’1 /_’l_-i'if___T—
o, = ]/ ) 1+t
1o/ 4
- nV‘i]/l + F - 1

= ExUp

(Slﬂn-

(2.10)

napiszemy

.10 .

3
It

Tensory trygonometryczne
A% = HiZh, A% = HiZk
2.11) BI' = KiZL, Bl = KIZL.

WiElkoéci H i K7 sg symbolami funkcji trygonometrycznych, hiperbolicznych i kolowych,
a H'oraz K’ symbolami odpowiednich pochodnych,
. sh dla i=1, _ ch dla i=1,
H = i
ch dla i=2, sh dla =2,
; sin dla j=1, cos dla j=1,
_{cos da j=2, {—sin dla j=2.

2.12)
_ -

Calka ogélna (rozwiazanie podano w pracy [5])
(2.13) W= D) oy A B

Przejscie do wspéirzgdnych fizycznych, sprowadzonych do bazy jednostkowej, umozli-

wiaja wzory:
1 .
]/ TN, 0n =1/ 2,

2.14) M= - M7 = ]/ £,
w ! = l/gw‘, w,l = wi,
Pl =Yg P, Pl = P2

Uwaga: po ij nie sumowa¢.
Symbol ,,7]” oznacza wspéirzedna fizyczna.
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3. Wyrazenia opisujace prace powloki

3.1. Stan blonowy. Stan ten jest calkg szczegdlng rozwigzania ogdlnego powtok pra-
cujacych w stanie zgieciowym. Wyrazenia opisujace wielkoéci sif, momentéw i przemiesz-
czefi beda napisane na podstawie pracy [1].

Sily blonowe

A_/zz - _J_Pa
a b
3.1 N2 = f[le-P?Z—PZ]du‘+Cl(u2),
_ (1
NIt = _— f[J (-;P?ZZ—P_ZZ)du‘+P‘]du'—u‘C,,2+C2(u2).

Wystepujace w (3.1) funkcje C, i C, zalezq tylko od zmiennej 42 i bedq wyznaczone
z warunkéw brzegowych, a wielkosci P!, P2, P3 sy danymi funkcjami obcigzen.

‘ Sktadowe przemieszczenia wyznaczymy z wyrazen (2.2) po podstawieniu sktadowych

odksztalcenia ze zwiazkéw (2.5) przy réwnoczesnym wykorzystaniu sit blonowych opisa-

nych w (3.1):

W= [ ydi' + Cy0),

- | . R
3.2 w2 an l%’;z—w,’z

du' + Co(u?),

wo = _"’[}’22—‘1 W22]

Uzyte w (3 2) kreski w' deklaruja przynalezno§¢ do stanu blonowego, a funkcje Cj, C4
zmiennej u? zalezg tylko od warunkdéw brzegowych.

3.2. Stan zgi¢ciowy. Calka réwnania rozwiazujacego jednorodnego podana w pracy [5]
umozliwia rozwigzanie ogoélnego uktadu réwnan powlok walcowych opisujacych wszystkie
wielko$ci charakteryzujace prace zgieciowa powloki. Przeprowadzajac odpowiednie ope-
racje matematyczne zwigzane z catkowaniem i rézniczkowaniem wyraZeft szeregu hiper-
trygonometrycznego znajdziemy poszukiwane wielkos$ci sit, momentéw i przemieszczen.

Sily
A 2E
N*? = — —7'£ 2 Cklu lan ’
A 2E/
N2 = _‘1_27_ Z ]/4 — Ck”j[(slﬂ A kB"’ + eka,,A"‘B"]
» 2Eh n ik Dj Ex 61 i
3.3) N = 2 Z il [A,.kB,’,' —-2— A kBﬂ:l
Gt = + o ) Cluylenfa ARBY =~ b0, AR,
-

— jl
= aa hey 6[Ck“_,AB



Momenty

(3.4)

Przemieszczenia

3.5)

>

N 2 N I O = it
pe = L ;QZ T G [/45-"3# + 2——8:12' A B,

n
A3 ik pil
wo = ZC;:HJAn By.
n

T 2a%a
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Eh R

a2 Ly
(1 —v)Eh

2a0?

Eh

) Lo i
nClu[0ifn AXBS — e AXBY],

"

Dla wersji uproszczonej mozna przyjaé

(3.6)

N
w? =0,

N Cr (L =) n2 A B! 4 26, 8,4 B,

. 2 Cluiy[(1 —v)n2 4% BI' — 2ve, 5, A% BJ].

L vZ 71 .. Akajl_ Aik_jl
o o ydtn wrijlew o An' By — 0,8, An' By,

Nt =0

387

poniewaz wielko$ci te sa malymi wyZszego rz¢gdu w pordwnaniu z wielko$ciami wywo-
tanymi stanem blonowym.

4. Przyklad

Dana jest powloka walcowa zamknigta o promieniu a i wysokosci /, rys. |, zamoco-
wana tylko u swej podstawy i obcigzona parciem wiatru W.

Obcigzenie przyjgto nastgpujace:

@.1)

Pl =0,

P* =0,

P3 = Wsinu®.
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4.1. Stan blonowy. Wyrazenia (3.1) i1 (3.2) po podstawieniu (4.1) i uwzglednieniu
warunkow podparcia (zamocowany dolny brzeg), dadza:

_ 2 1\2
SRR .

2a I
. 1
N'Z = —Kl(l—u—)cosuz,
a I
N22 = —Zsinuz,
a
— Waul [ 1\? u' u' v [ 2a .
T _ "t _ _ el B 2
(4.2) wh=—mr (20) [(1 1)(2 )+ > ( 1) +1]smu,
2

[
2 112 2
w2 =%(2La) [v(l—ul) +%(Ta) —F] cosu?,

2 2
W = V;‘Z(%) Fsinu?,

([2+(2-”1—1) ](21—0) +3v)%+3(2+v)(2~#)lu—;+%(2;) .

4.2. Stan zgieciowy. Wyrazenia (3.3)-(3.5) dla rozpatrywanego przykladu znacznie sig
uproszcza, a sumowanie tensorowo-nieskonczone przejdzie w sumowanie tensorowe i to
tylko ze wzgledu na wskazniki j, /

' o 4Fh

gdzie
1

F=—
3

N = —(A“ —~A*")Cyy,y;6,B”,
N1z = Lh(All AP Cyyy,[6, B — B,
N2 = ZE/’ S22 (A — A2 Cyyy, BT,
ot = —-fﬁ(A“ — A2 Cyyy ;B + 8, B,
0 = — (55)2 (A" —A*")Cyyyy 6, B,
*3) M = E—f(A“—A“) Cuus;0 B,
M2 = (TZ)E}Z(A“ A2Y)Cyyy,[6, B+ B,

22 Y o
M= o,

Wow = o (41— AP Cyu (B + 8,5,

~ 24y
w? = — rdla (A“"A“)ijélBﬂ,
w3 = (A“—A“)C”UBﬂ.
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Wystepujace w wyrazeniach (4.3) stale C,,,; wyznaczymy z odpowiednich warunkéw
brzegowych, np. dla u' = 0 jest
w = wi4w? =0.
4.3. Zestawienie wynikow.

4.3.1. WielkoSci tensorowe

NI = ey
a

w 0 =0,
' Eh?

MY = MY +-5" N,
2a
w = w i,
43.2. WielkoSci fizyezne. Znajac wielkosci tensorowe (4.4) mozemy wzorami (2.14)
przetransformowaé je do wspélrzednych fizycznych zwigzanych z baza jednostkowa

N = N", N = aN'?, N = a*N??,
Q,! =04, Q,! = aQ?,
@.5) M = —aM™, M) = —a*M?,
" M) = M, M,) = aM?,
wl = wl, w,l = aw?, wyl = wi.

5. Przyklad liczbowy

W przykiadach szczegélowych przyjeto nastepujace dane wyjéciowe dla stali i zelbetu:

Stal: h=1,0 cm,
a=10 m,
!/=10,0 m,
» = 0,3,
E =2,1-10%° kG/ecm?,
W = 100 kG/m?.
Zelbet: h = 10,0 cm,
a=1,0m,
!/ =10,0 m,
y =0,2,
E = 2,0-10° kG/cm?,
W = 100 kG/m2.

Wyniki obliczen niektérych wielko$ci charakterystycznych przedstawiono na rys.
2a, b, ¢, d, przy czym linie przerywane obrazuja powloke stalowa, a linie ciagle odpowia-
daja powloce zelbet owe;.

Wykresy M), Q1, N;], N,J, w]],

i 07 dlau? = 0.

w ] sporzadzono dla u* = w/2, natomiast N,]
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Pesome

CTATHUYECKUI PACUET 3AMKHYTOMN LIMJIIMHIPUYECKON OBOJIOUKU
NP PABOTE HA U3THUB

B pafore mpencrapieH pacueT 3aMKHYTON ILMUIMHAPHYECKOH 000J0uKM, paboraromieil Ha H3ruo.
BuyrpesHue CHIbl M NEpeMEIEHH ONMUCAHLI OOUIMMH BBLIPaXEHHUAMH, KOTOpbIE NPEXCTABJIAIOT COOOMH
CYMMbI YaCTHBIX MHTECPAJIOB, OTBEYAIOUIMX OE3MOMEHTHOMY COCTOSTHWIO, M ODWIMX MHTErpasioB, Onpe-
[eNAIoMMX paboTy obosnouru npu uarube. OOLMe HHTErpanbl IPEACTABISUOT COOOH MHNepTPUTOHOMETPH-
YecKHe pAAbI.

B 1oHue paGoThl npMBeAeH WACHEHHBIN IpUMep, NOsICHAeMbIil rpadHKaMH HEKOTOPLIX XapaKTePHbIX
BEJIMYMH.

Summary

STATICS OF A CLOSED CYLINDRICAL SHELL IN THE MOMENT STATE

The paper presents the solution of closed cylindrical shell structures working in the moment state.
Internal forces and deformations were described by general expressions which are sums composed of partic-
ular integrals representing the momentless state and of a general integral representing the moment state.
The general integrals have a form of hypertrigonometric series. An example given in the latter part of the
paper is illustrated by diagrams of some characteristic quantities.

WYZSZA SZKOLA INZYNIERSKA W OPOLU

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 22 paidziernika 1975 r.



