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1. Uwagi ogolne

Jednym z najbardziej istotnych, a jednocze$nie pracochlonnych, zagadnien numerycznej
analizy drgan uktadéw liniowych o duzZej liczbie stopni swobody jest wyznaczanie czgsto$ci
drgan wlasnych i amplitud uktadu drgajacego.

Z matematycznego punktu widzenia zagadnienie to sprowadza si¢ do wyznaczanla
wartosci wlasnych i wektoréw wiasnych macierzy uktadu.

Metody wyznaczania wartoéci wlasnych i wektoréow wiasnych macierzy mozna w za-
sadzie podzieli¢ na dwie grupy [5]: a) metody bezposrednie, b) metody iteracyjne.

Metody bezpo$rednie (dokladne) pozwalaja na znalezienie dokladnego rozwiagzania
po wykonaniu skonczonej liczby dziatan, przy czym liczba tych dziatan zalezy od rodzaju
metody obliczeniowej, a nie od zadanej dokladnosci rozwiazania.

Przy stosowaniu metod bezposrednich wyznaczamy wspdtczynniki tzw. wielomianu
charakterystycznego macierzy, a nastgpnie znajdujemy pierwiastki tego wielomianu.
Wektory wlasne wyznaczamy rozwiazujac uklady jednorodnych réwnan liniowych,
Wwyznaczone przez macierz wspolczynnikéw i kazda warto$¢ wlasna [4].

Metody bezposrednie, praktycznie biorac, nadaja si¢ do rozpatrywania ukladdw
0 malej liczbie stopni swobody.

Przy badaniu ukladéw o duzej liczbie stopni swobody stosujemy z reguly metody
iteracyjre [5].

W iteracyjnych metodach wyznaczania warto$ci wlasnych i wektoréw wilasnych za
poczatkowe przybliZenie rozwigzania przyjmujemy pewien parametr pt® (wektor wlasny
lub warto§é wlasna) i wedtug okre$lonego schematu tworzymy ciag p®?, p®, ..., p™, ...
tak, aby wielko$¢ pt"*1 lepiej aproksymowata szukane rozwigzanie od wielkosci pt™.

Wynika stad, Ze w metodach iteracyjnych liczba wykonywanych dziatan zalezy od
wymaganej doktadnosci rozwigzania.

Przedstawiona w niniejszym opracowaniu metoda iteracyjnego wyznaczania wartosci
wlasnych i wektoréw wlasnych moze znalez¢ zastosowanie np. w metodzie odksztatcalnych
elementéw skonczonych, metodzie hybrydowej (jednoczesnego zastosowania sztywnych
i odksztatcalnych elementéw skonczonych) oraz w metodzie sztywnych elementéw skon-
czonych w przypadku, gdy osie ukladu odniesienia, w kierunku ktérych odmierzane sa
wspdlrzedne uogdinione, nie pokrywaja si¢ z gléwnymi osiami bezwiadnosci SES [2, 3, 6,
7, 8]. :
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Omawiana metoda jest metodq ogélna w tym sensie, Ze nie stawiamy mnych zaloZen
odnosnie macierzy sztywnosci K i macierzy bezwladnoéci M jak tylko takich, aby macierze
te byly symetryczne i dodatnio okre§lone (co wynika z zalozen fizycznych).

Jak wiadomo [1], drgania swobodne zachowawczego ukiadu holonomicznego i sklero-
nomicznego o n stopniach swobody mozna opisaé za pomoca réwnai Lagrange’a drugiego
rodzaju
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Macierz symetryczng K nazywamy macierza sztywnosci ukladu.
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Mozna wykazaé [1], ze obie macierze M i K s macierzami okre§lonymi dodatnio.

Poniewaz
oT oT ~ d [ oT ~ o 5]
—e=0, ——= sy |- = , ——=Kaq,
10 % 5=V % ) &
wigc podstawiajac zwiazki (10) do (1) otrzymujemy
an M{+Kq = 0.

Rozwigzan szczegblnych ukladu (11) szukaé bedziemy w postaci

0 q:
(12) q= (7:2 = ({2 sin(w?+ @) = gsin(w! + ).
il Lo
Po zréZniézkowaniu (12)
a1 a1 |
(13) q= ‘{2 = —w? ({2 sin(w!+ @) = —w?qsin{w?+ ¢)
4 4.

i podstawieniu (13) do (11) otrzymujemy:

(14) Mg+Kg = K—w?M)j = 0

lub, poniewaz ostatnia réwno$¢ powinna zachodzi¢ dla kazdego ¢, to zwigzek (14) mozemy
napisaé w postaci

(15) (K—a2M)q = 0
lub
(16) Kq = v®Mgq.

2. Sprowadzenie réwnania (16) do postaci standardowej

Zgodnie z twierdzeniem BANACHIEWICZA symetryczne macierze K oraz M mozna przed-
stgwié w postaci
) K = HTH,,
(18) M = GIG,,
gdzie macierze H, i G, sa gérnymi macierzami tréjkatnymi.

Podstawiajac (17) i (18) do zwiazku (16) mamy
19 | HIHq=0G[Gq
Iub

H,q = o*(H])"'GTG,q,
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wzglednie

(20) Hq = 0*(H{ )" G{Gq.

Oznaczmy

@21 - x=Hq,

stad

(22) q = Hi'x.
Podstawiajac (21) i (22) do zwiazku (20) otrzymujemy

(23) x = w?(G,HTHT(G,HHx.
Oznaczmy '

(249 A = (GH{)"(GHY).
Ze zwigzkéw (23) i (24) mamy

(25) X = w?Ax

lub

(26) Ax = 7x,

gdzie

@7 2= af—z

3. Algorytm metody iteracyinej

W zagadnieniu (26) szukamy x oraz A. Poniewaz: macierz A jest kwadratowa macie-
rza rzeczywista stopnia n; A = AT; macierz A jest macierzg dodatnio okre$lona, to wy-
nika stad, ze wszystkie warto$ci wlasne macierzy A sg rzeczywiste i dodatnie.

Oznaczmy te warto$ci wlasne przez A;(i = 1,2, ..., n) i niech

(28) Ay > Ay > 2> 0.
Oznaczmy
29 G,H;' = B.

Macierz A na podstawie (24) i (29) mozemy przedstawi¢ w postaci
(30) A = B"B,
gdzie B jest gérna macierza tréjkatna. .
Macierze B"B oraz BB” maja te same warto$ci wiasne. Ze wzgledu na symetri¢ macierzy
B™B i BB te warto§ci whasne sa rzeczywiste, za§ ze wzgledu na dodatnig okre§lono$é

macierzy A sg one dodatnie.
Oznaczmy wartosct wlasne macierzy B'B (lub BB7) przez -

3D ' ‘ ki, k3, K3, .. k.
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Mamy wiec
(32) B'Bu; = kw; (i ='1,2,...,n).
Okreslmy dla wszystkich k# (i =1, 2, ..., n) i odpowiadajacym tym wartos’cioﬁ
wlasnym ortonormalnym wektorom w; nowe wektory q; przy pomocy zaleznosci
(33) By =kiqy (i=12,..,n).
Mnozgc lewostronnie zwiazek (33) przez B' mamy
(34) B™Bu, = k;BTq;, (i=1,2,...,n)

lub na podstawie (32)
kBTq = kv, (=1,2,..,n),

stad
(35) Biq;=kwy, (=12,..,n).
Mnozac lewostronnie zwigzek (35) przez macierz B mamy
(36) BBYq; = k;Bw, (i=1,2,...,n).
Podstawiajac (33) do (36) otrzymujemy
37 BBYq, = kiqq (i=1,2,...,n).
Ostatni zwigzek §wiadczy, 2e zdefiniowane zwiazkiem (33) wektory qi(i = 1,2, ..., n)

sa wektorami wlasnymi macierzy BBT.
Wektory q, tworza ukfad ortonormalny wektoréw.
Istotnie, dla dwéch liczb k; # k; mamy na podstawie (32) i (33)
kik;qfq; = uf B"Bu;,
(38) kik,afq; = vl kpu;,
ki‘liTQJ = kjuiTuj-
Stad, ze wzgledu na ortonormalno$¢ wektoréw w;, mamy:

_ 0 dla i #j,
(39) 49, _{ 1 dla i=.
Otrzymali§my wiec dwa uktady wektoréw, z ktérych kazdy sklada sie z n ortonormal-
nych wektoréw w, oraz q; (i =1,2,...,n).
Utwérzmy dwie macierze U oraz Q, ktérych kolumnami sa odpowiednio wektory
u; orazq;: '
“0) U= [u,uy, ..., u,],

Q = [qli q25 tery qn]
Za pomocg macierzy Ui Q oraz macierzy diagonalnej

1k, 0 0 ... 0]
0 £, 0 ... 0
41) K=]|0 0 k3 ... O
[0 0 0 ... k.l
mozemy zwiazki (33) i (35) przedstawié w notacji macierzowej:
42) BU = QK,
43) \ , BTQ = UK.

4 Mechanika Teoretyczna
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Utwdrzmy nastepujacy ciag macierzy:

14 B =Q,T,,
“9 B7Q, = UjR,,
BU1 = Qsz,

T —

(45) B Q2 .UZRZ’
BU,_, = Q,T,,
o S U
p = VYptps

gdzie Q; oraz U, sa macierzami ortogonalnymi, za§ T, oraz R; sg gérnymi macierzami
tréjkatnymi o dodatnich elementach diagonalnych.

Rozklad podany w zwigzkach (44)—(46) jest zawsze mozliwy, gdyz lewe strony tych
zwigzkow sg (na kazdym kroku iteracyjnym) znanymi macierzami, za$ wiadomo, ze kazda
rzeczywista, dodatnio okre§lona macierz moze by¢ przedstawiona jednoznacznie w postaci
iloczynu macierzy ortogonalnej i gérnej macierzy tréjkatnej o dodatnich elementach
diagonalnych.

W dalszej czedci pracy wykazemy, Ze jezeli p » oo, to U, -» U,Q, » Q, T,, R, » K
oraz ‘

BU = QK,

BTQ = UK, .
gdzie elementy diagonalne k;(f = 1, 2, ..., n) macierzy K = diag {k,, k, ..., k,} sa pier-
wiastkami kwadratowymi warto§ci wlasnych A, (i = 1, 2, ..., n) macierzy B'B lub ma-
cierzy BBT, za$ kolumny macierzy U oraz Q sa wektorami wlasnymi macierzy B'B i ma-
cierzy BBT,

4. Metodyka obliczen w przypadku kolejnego wyznaczania wartosci wlasnych i wektoréw wlasnych

4.1, Oznaczenia.

U, otrzymana przy p-tej

(Ph)
u“’")} i-ta kolumna (wektor) macierzy iteracji A-tej wartodci
! wlasnej macierzy A,
Q,
P C, otrzymana przy p-tej
fl(Ph)} i-ta kolumna (wektor) macierzy iteracji A-tej wartodci
b wlasnej A,
FP
. h
s{™ | wektory pomocnicze dla wyzna- {‘If”
g® | czania wektoréw uP
1§ elementy gérnych macierzy {Tp)
ri? [ tréjkatnych R,,

e™ = col{0,0,...,0,1,0,...0} wektor kolumnowy, w ktérym jedynka wystgpuje na miejscu
h — tym.



ITERACYINA METODA WYZNACZANIA CZESTOSCI DRGAN 243

4.2, Wzory.

4.2.1. cP-Li = BuP-4M (1 i< h<n).
j—1

422, s = cPTIR D gOsED (1< < h<n).
i=1

423, 4P =1/ (s, sy, (1 <i<h<n).

S§p")

4.24. g = > (I<igh<n).
i

(c(_P—l.h) s;ph))
4.2.5. 7);5"’)=WT, (1 <j<h<n! I<j)s
1 » 9

W =1, o =0, gdy I > .
4.2.6. 1P = dwn, (i=1,2,..,n).
42.7. b =ofPdh,  (j=1,2,..,n, <))
4.2.8. f-1:b = BTqP»,  (1<i<h<n).
j=1

420, g =1PTEP— ) WVEP, (1 <i<h<n).
I=1

42.10. 4o = yY@E"™, g™y, (1 <i<h<n).

"gph)
4211w =B . (<i<h<n)
e

(02, 70)
4212 Wi = S gy

gdy 1> j.

I<<j<shsn 1<),
wiem = . wEh =
Ji > Vi ’

42.13. 0 =4d%P, (i=1,2,..,n).

4214, rgP = wEdP,  (j=1,2,..;i <))

4.3. Przypadki szczegélne.

+ 4.3.1. Przy wyznaczaniu warto§ci wilasnej 1, jako wektor poczatkowy obieramy e®
tzn, ufPP = e®, 4
4.3.2. Jezeli p - o, to uPM > w,, ¢PP > q,, 1577 > ky, 5P > 0 (i <)), rP - k,,
rif™ - 0 (i <j), gdzie k, jest pierwiastkiem kwadratowym z A, — warto$ci wlasnej
macierzy BB i BB”, za$§ u, jest wektorem wlasnym macierzy BTB, g, — wektorem
wlasnym macierzy BB” odpowiadajacym wartoéci wlasnej 2.

4*
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4.3.3. Przy iteracji i-tej wartoéci wlasnej przyjmujemy:

ufP = ufP?» = . = w0 =P (i=1,2,..., h=-1),
SPD = gPD = | = g i-D = gl (i=1,2,..,h=1).
(P = 1P = =D = (= 1,2, .., k=),
1P = (D = =D =y <) j=1,2, ..., h=1),
diPY = diF» = | =d@Ph=D =40 (= 1,2, ..., h=1),
PO =g = . =g "V =qg", (i=1,2,..,h=1),
gy = PV = | =g h=D =g (j= 1,2 .., h—1),
FPY = pP2) = | = @D i=1,2,...,h=10),
AP0 = dPD = . = d@h=D — o (= 1,2, ..., h—1).

5. Dowdd zbiezno$ci metody iteracyjnej

Z pierwszego réwnania w zwiazku (46) mamy

“n T, =Q;'BU,_,, (U, =E),
z drugiego réwnania w zwiazku (46)
(48) R, = U, 'B7Q,.

5.1 Wykazemy indukcyjnie, Ze stuszny jest wzdr
(49) (R, T,)(R,_,T,_ ) ... (R,T)(R,T,) = Uy (BTBY.
Sprawdzamy shiszno$§¢ wzoru (49) dla p = 1.
R,T, = Ur'B7Q,Q7'BU, = U;'B"B.
Zaktadamy, ze wzdr (49) jest stuszny dla liczby naturalnej r > 1, tzn.
(50) (R, TR, T,_,) ... (R,T,) (R, T,) = U *(B"BY.
Teza.  Wzor (49) jest stuszny dla liczby naturalnej r+ 1, tzn.
D R4 Trp DR, T)) ... (R, T)(R, Ty) = Uz (BTB)+1.
Dowéd. Z (47), (48) i (50) mamy:
(52) (R, T, )U;(B"B) = U}, BTQ,,, Q;}, BU, U ! (B"B) =
= U7 (B"B)(B™B) = U (B'B) .

A wigc na podstawie zasady indukcji matematycznej stwierdzamy, Ze wzdr jest stuszny
dla kazdej liczby naturalnej p > 1.

5.2. Oznaczmy
(53) S®» =R, T,, (»r=12,..).
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Poniewaz R, i T, sg gérnymi macierzami tréjkatnymi, wiec i macierz S® jest gérna
macierza tréjkatna.

Uzywajac oznaczen (53) mozemy zapisaé zwigzek (49) w postaci
(54) Sge-H SIS = U, (B"B)?

lub oznaczajac
SMSP-D [ SBSD = ¢,

(55) U;l(BTB)p — o_p,
to znaczy
(56) (B"B)” = U,0,.

W zwiazku (56) macierz U, jest macierza ortogonalng za§ macierz &, gérna macierza
tréjkatna.
Zwiazek (56), na podstawie (30), mozemy zapisa¢ w postaci

(57) A’ = U,o,.

Ze wzgledu na fakt, iz wszystkie wartosci wlasne macierzy A sz rézne — macierz ta
ma tylko liniowe dzielniki elementarne —a wigc istnieje takie przeksztalcenie przez
podobienstwo, Ze

(58) AP = Xdiag {1}, 2%, ..., A2} X~
Oznaczmy
(59) diag{i;, 43, ..., 4} = D,
(60) . X = CH,
gdzie C jest macierza ortogonalng, za$§ H — gdrna tréjkatna,
©1) X-''= LW,
gdzie L jest macierza dolna tréjkatng o elementach /; = 1, za§ W — macierza gérna
tréjkatna.
Ze zwiazku (58), na podstawie (59), (60) i (61), mamy
AP = CHD’LW
tub
(62) A? = CH(D’LD"}D’W.

Jest jasne, ze macierz
(63) G = D’LD™’

jest macierzq doina tréjkatng o clementach:
gl'l=15 i=l:27"'7n’

A

64 .
(64 g,.jzz,.j(_'), da (>, i=2,..n

4j
Macierz G mozemy wiec zapisaé w postaci

(65) ‘ G = E+F,,
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gdzie macierz F, jest macierza istotnie dolng trdéjkatna i taka, Ze

(66) limF, = 0,

p—co
gdyz na podstawie (43)
(67) }Ln;(-fj)p= Odlai>j, i=23,..,n
Ze zwiazku (62) mamy na podstawie (63) i (65)
A? = CH(E+F,)D’W = C(H+HF,)D’W = C(E+HF,H™')HD*W

lub

(68) A? = C(E+Z,)HD*W,
gdzie

(69) Z,=HF,H™';
oraz na podstawie (66)

(70) limZ, = 0.

p—rw©
Macierz E+Z, przedstawmy w postaci
(71) E+Z, = C,H,,

gdzie é, jest macierza ortogonalng, za$ ﬁp— macierza gorng tréjkatna.
Na podstawie (70) i (71) mamy:

(72) limC, = E,
D0
(73) limH, = E.
P>
Ze zwiazkéw (68) 1 (71) mamy:
(74) A? = (CC,)(H,HD*W).

Macierz Cép jest macierza ortogonalng, macierz fI,,HD"W jest macierza gorna tréj-
katna. )

Poniewaz rozkiad macierzy AP na iloczyn macierzy ortogonainej i macierzy gornej
tréjkatnej jest jednoznaczny, wigc na podstawie (57) mamy:

(75) cC, = 0,
(76) _ H,HD*W = a,.
Ze zwiazkow (75) i (72) mamy
(77) limU, = C.
p—>0

Wniosek 1. Przy p — oo istnieje skoficzona granica ciagu macierzy {U,}.
Ze zwigzku (49) mamy

(78) (R,T )R-y Tpy) ... (RT,)(R,T;) = U A2
oraz
79) Ry Tpoy) ... (R,TLH(R,Ty) = Uzt APL,
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Stad z (78) i (79) wynika, Ze _
(R,T)U; L AP-! = U7 'A?

Tub

' (R,T)U;!, = U; A,
to znaczy
(80) U;'AU,_, = R,T,.

Wniosek 2. W granicy, przy p - o macierz R, T, jest ortogonalnie podobna do
macierzy A. -
Ze wzordow (47) i (48) mamy

T;RZ =U;_, BTQPQ;BUP’

a wiec

81 T,R; = U;_,B"BU,, )
to znaczy l
(82) ) TIR, = U}_,AU,

lub

(83) (R, T,)" = U]_,AU,.

Gdy p—

(84) (RT)" = UTAU.

Wniosek 3. W granicy, przy p — oo macierz (R,T,)" jest ortogonalnie podobna do
macierzy A.
Ze zwiazku (53) mamy, Ze

(85) R, T, = S,
gdzie
TS SR s s T
SR B SR s

(86) S? =

Na podstawie wnioskéw 2 i 3 mamy:

87 Sp[(RT)"RT] = SpA? = A3+ 23+ ... +A%
Z drugiej strony
(88)  SPIR,T)TR,T, = D 591 = D s+ D PP

1<) i=1 i<y
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Wniosek 4. Poniewazprzy p — o0

A
A -
22[#??-»A%+2%+.” + 22,
=1

(89)

to wszystkie naddiagonalne elementy macierzy S, a tym samym i macierzy R, oraz
T, daza do zera.
Ze zwiazkow (47) i (48) mamy:

TPRP = Q;IBUP—LU;lBTQP
lub
(90) T,R, = Q;lBBTQP.

Na podstawic wniosku 4 macierz R, i T, przy p — oo sa macierzami diagonalnymi.

Poniewaz na podstawie (84) istnieje lim (R, T,)", wigc przy p — oo istnieje réwniez
P>

skoniczona granica iloczynu T,R,,.

Wniosek 5. Przy p — oo istnigje skonczona granica ciagu {Q,} [wynika to z (90)].

Wniosek 6. Na podstawie wniosku 11 wniosku 5 oraz zwigzkéw (47) i (48) wynika,
ze przy p — oo istniejg granice ciggéw macierzy {T,} oraz {R,}.

Ze zwiazkow (46) 1 (47) oraz (42) i (43) wynika, ze

IimT, = imR, = K,
P00 P
gdzie macierz. K dana jest wzorem (41).

Algorytm obliczania czestoéci drgan wlasnych 1 amplitud ukiadu, opisany w rozdzia-
tach 2 i 3, zostal zaprogramowany w jezyku FORTRAN 1V (patrz rozdziat 7) i wytesto-
wany na elektronicznej maszynie cyfrowej ICL-System 4.

Dla umieszczenia wszystkich tablic (macierze i wektory) niezbednych dla realizacji
algorytmu program wymaga 2n*+n+ 1150 komérek pamigci operacyjnej i 0,5 n(n+1)
komorek na dysku roboczym. Instrukcje programowe w EMC ICL-System 4 zajmuja
okoto 90 000 komodrek pamigci operacyjne;j.

Podang w pracy metoda numeryczna obliczamy jednocze$nie pierwiastki kwadratowe
wartosci wiasnych i wektory wiasne (czestosci drgan wlasnych i amplitudy ukladu) za-
gadnienia (16). Z tego wzgledu jest ona bardziej ogdlna i znacznie szybszg od najczesciej
stosowanych w praktyce metod QR i LR, przy pomocy ktérych wyznaczamy tylko warto$ci
wlasne (kwadraty czestosct wiasnych).

6. Nowa metoda odwracania macierzy tréjkatnych

Z rozdzialu 2 niniejszego opracowania wynika, Zze aby zwiazek (16) doprowadzi¢ do
postaci standardowej Ax = Ax nalezy macierze K oraz M przedstawi¢ w postaci (17),
a nastepnie (zwiazek (24)) znalez¢ macierz odwrotna do goérnej macierzy trojkatnej.

PoniZej przedstawimy nowa metode wyznaczania macierzy odwrotnej do gornej
macierzy tréjkatnej, metode oparta na pojeciu macierzy istotnie gdrnej trdjkatne;.
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Macierz M nazywamy macierzq istotnie gérna tréjkatna, jezeli jest ona postaci:

©1) M =

Mozna wykazaé, ze macierz M jest macierza nilpotentna, to znaczy

(92)

0 my, myz myg .. m .., m

0 0 Maz Mag ... By oy Ny

0 0 0 Plyg ... My, Ny

0 0 0 0 0 Mp_ 1y n
0 0 0 0 0 0

M =0, gdy r>=n

Wykazemy nastepujgce twierdzenie:
jezeli M jest macierza istotnie gorng tréjkatna to

(93) [D+M]"! = [E- P + P2—P>+ .. +(=1)~!P-D"L
gdzie
(94) D = diag{d,, d», ...,d,}, di#0 (i=12,..

(©5)

P=D"'M.

Do w6d. Oznaczamy przez G nastgpujaca macierz

(96)

G = [D+M~!]D.

Prawa strong zwigzku (96) mozna przedstawi¢ w postaci

7 G = [D+M7][D']"" = (D7 D+M]}™* = [E+ D 'M]™*

lub na podstawie zwigzku (95)

(98)

G = [E+P]7L

249.

Ze zwiazku (95) jest oczywiste, iz macierz P jest réwniez macierzg istotnie gérna.

tréjkatng, a wiec
(99)

Z latwodcia mozZna si¢ przekonad, iz zachodzi nastgpujgca tozsamo$¢:

(100) (E+P)[E-P+P?—-P*+ ... +(—1)'"'P" ] = E+(-1)"P" =E,

gdyz P" = 0.

Pr=40, gdy r>=n

Ze zwiazku (100) mamy wigc:

(101) (E+P)~! = E=P+P2—P>4 ... 4 (= 1)yt P!

lub na podstawie (97)

(102) [E+D™'M]™ = E—P+P>—P3+ ... 4+ (=1)! Pr-1,

Mnozac zwigzek (102) prawostronnie przez macierz D™! otrzymujemy wzér (93).
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7. Schemat blokowy programu UZOWW

Nizej zamieszczamy ogdélny schemat blokowy programu UZOWW, ktdry realizuje
algorytm opisanej metody.
W schemacie blokowym uzyto nastgpujacych dodatkowych oznaczen.

n
&

stopien macierzy sztywnos$ci K i bezwladnosci M,

dana liczba rzeczywista, wystgpujaca w nieréwnoéci (¥) — patrz schemat blokowy
programu UZOWW — stanowiaca kryterium zakonczenia cyklu iteracyjnego,
macierze gorne trdjkatne,

macierze B-ortonormalne,

macierze gorne tréjkatne,

elementy macierzy T (k=1,2,...,n—1; j=k+1,...,n).

—

WYKONA] mnozenie
8u

OBLICZ macierze §,7)
ze zwigzku BU=QT

[

WYKONA] mnoZenie
8q

START

WCZYTA] z kart
n, €

WCZYTA] 7 kart
macierz
sztywnosci K

WrKONA] 71'? 0zKtAD 0BLICZ macierze U, R
K-HH ze zwigzku B'Q=UR
0DWROC E—Lv
macierz H 2., 2: "fj< .

kol jak+)

N

ZAPISZ na dysku
macierz H'
WCZYTAT 7 dysku
macierz H'

WCZYTA] z kart
macierz
bezwlednosci M

mnozenie
;

WYKONA]
H™ U

WYKONA] ROZKLAD
M=6"¢

0BLICZ 1'loczyn
B=GH

S —

UTWORZ w pamieci
operacyjnej macierz
Jjednostkowq U

L

DRUKU] czestosct
drgan wlasnych
{ formy drgan

wtasnych

Rys. 1
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Peswme

WUTEPALIMOHHBIN METO[ BBIUMCIIEHWS COBCTBEHHBIX KOJEBAHMI
U AMIUIMTY ] CHCTEMbI C KOHEUHBIM UUCJIIOM CTEINEHEN CBOBO/bI

B pafote npenacraB/ieH HOBLIH HMTEPALMOUHBIR METOA pacyeTa WacTOT H aMIIMTYA COGCTBEHHBIX
KONeGaHMI 1A CHCTEM C KOHECUYHBIM UHMCJIOM CTENEHeld CBOGOMABI.

MarpuuHoe ypaBHeHHE ﬁq = wzl\~/lq (monyueHHoe uX ypaBHeHust JarpaH>ka BTOPOTO pOAa) Ipe-
ofpasyeTcst K craHmapTHomy BuAy Ax = Ax. Mcxonst mus pacnpepenenusi Banaxesuua ansi MaTpHubl A
CTPOUTCA TOC/IEJOBATENIBHOCTS MATPHUL(, 3JIEMEHTAMH KOTOPOH SIBJISIIOTCS NMPOH3BEAEHHUS OPTOrOHAbHbIX
H BEPXHETPEYTOJILHBIX MATPHLL. [{0Ka3aHo, UTO NpeAenom TaKoi NoCseI0BaATEILHOCTH ABNAETCS IPOH3Be-
AeHye OPTOrOHANBHON ¥ AMArOHANLHOM MaTpHL. CTONGIEI OPTOTOHANLHOM MATPULILI ABNSAIOTCA HCKOMBI-
MH aMIUTUTYOaMH, 2 9JIEMEHTBI JMATOHAJTBHOM — YACTOTAMM COBCTBEHHBIX KONEGAHMIl CHCTEMBI.

IIpeanaraemplit METOA MOYKHO NPHUMEHHTH JUIST PaCueTa peabHbIX KOHCTPYKLUHMIA B COUETaHHH C Me-
ToJamy JepOpPMUPYEMBIX, YKECTKHX MJHM CHOPDHAOHBLIX KOHEUHBbIX 3/IEMEHTOB. PellleHMe TaKkMx 3anad
BO3MOYKHO JTHIUB € MOMOLLBIO 3JIEKTPOHHBIX BHIUHCIIHTENGHBIX MaliH. B paGoTe npHBeden TaioKe HOBbII
MEeTOJI O0pAllleHNA TPEYTOIHHBIX MATPUL, KOTOPBIH 06JIeryaeT NpUBeaeHHE HCXOQHOM 3a1auM K CTaHOapT-
HOMYy BHAY.

Summary

AN ITERATIVE METHOD TO DETERMINE NATURAL FREQUENCIES AND MODES OF
A MULTIDEGREE-OF-FREEDOM SYSTEM

The paper presents a new iterative method to determine the natural frequencies and modes of a mul-
tidegree-of-freedom system. The matrix equation Kq = wzl\N/Iq (obtained from the second form Lagrange
equation) is transformed to the standard form Ax = Ax. Applying the Banachiewicz decomposition to the
A-matrix, a series of matrices is generated. Every element of this series is represented as a product of two
matrices: an orthogonal matrix and an upper triangular matrix. 1t is proved in the paper that the limit
of the series’is a product of orthogonal and diagonal matrices. The columns of the orthogonal matrix are
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the natural modes, and the non-zero elements of the diagonal matrix are the natural frequencies of the
system. This method can be applied to calculate vibrations of structures by means of the fipite element
method, the rigid finite element method or the hybrid method. The method presented is a computer —
oriented one. A new method of inverting triangular matrices is also presented; this method makes the
transformation of equations to the standard form casy.
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