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1. Wstep

W pracy rozpatrzono zagadnienie stateczno$ci plaskiej postaci zginania belki dwupod-
porowej, ktorej o§ tworzy linig tamang (rys. 1). Przyjeto symetryczny ukiad ramion belki
wzgledem osi pionowej z, i ograniczono si¢ do przypadku, w ktérym sztywnoé¢ belki
na skrecanie nieswobodne jest réwna zeru.

Rys. 1

Przyjeto, ze belka poddana jest dzialaniu réwnomiernie rozlozonego obciaZenia pio-
nowego ¢q i pionowej sity skupionej P dzialajacej wzdluz osi symetrii z,.

O podporach zalozono, ze uniemozliwiaja obrét koncoéw belki wzglgdem jej osi oraz
wzgledem osi z i z,.

Odnoénie do przekroju poprzecznego belki zaloZzono, Ze osie y i z prostokatnego ukla-
du x,y, z sa gldwnymi centralnymi osiami bezwladno$ci oraz Ze sztywno$¢ zginania
wzgledem osi y jest duza w poréwnaniu ze sztywno$cia wzgledem osi z.

1+
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Celem pracy jest wyznaczenie pierwszych krytycznych wartoSci obcigzenia (P, q/),,
w zaleznoSci od kata « nachylenia ramienia belki, stosunku wypadkowej obciaZenia
ciaglego do wartoéci sily skupionej i odlegloéci miejsca przyloZenia obciazenia cigglego
od osi sil poprzecznych.

Przyjmujac, Ze po utracie stateczno§ci ramiona belki odksztalca si¢ symetrycznie spro-
wadzono réwnania rézniczkowe réwnowagi obojetnej ramienia belki do uktadu dwéch
réwnan catkowych Volterry drugiego rodzaju, ktdrych rozwiazania przyblizone wyzna-
czono metods iteracji. Na podstawie warunkéw brzegowych otrzymano nastg¢pnie wa-
runek stuzacy do okreflenia obciazen krytycznych.

Wyniki obliczefi numerycznych, dotyczace belek stalowych o przekroju w ksztalcie
wydluzonego prostokata, zestawiono w tablicach. W zakoniczeniu pracy podano przyklad
liczbowy.

2. Réwnania réZniczkowe réwnowagi obojetnej

Konstrukcje tego typu, jak rozpatrywana w pracy belka, wykonuje si¢ na ogét z dwdch
symetrycznych ramion polaczonych wezlem usztywnionym nakladkami. Przyjeto, ze wezet
ten ma ksztalt tréjkata ABC (rys. 2) oraz Ze pionowa sila P jest zaczepiona w polowie
jego wysokosci (punkt E). Nalezy zaznaczyé, Ze punkt zaczepienia sily P, bedacej wypad-
kowa ukladu sit zewngtrznych dzialajacych na wezel, moze przyjmowaé w praktyce do-
wolne poloZenie na osi symetrii z,. JednakZe, w celu zmniejszenia liczby dowolnych pa-
rametrow wystgpujacych w pracy, przyjeto do dalszych rozwaZan Ze miejscem zaczepie-
nia sily P jest punkt E.

Zakladajac idealng sztywno$¢ wezla, przy przyjetym jego ksztalcle i punkcie zacze-
pienia sity P, otrzymujemy model, ktéry stosunkowo tatwo mozna opisaé matematycznie,

Powyisze zaloZenie o idealnej sztywnoéci wezta nie jest oczywiScie w zupetno$ci zgodne
Z rzeczywistoScia mimo wzmocniefi konstrukcyjnych (nakladek). Z uwagi jednak na pro-
porcje wymiarowe uktadu jest do przyjecia, zgodnie z zasada de Saint-Venanta.

Przystgpujac do wyprowadzenia réwnan réwnowagi obojg¢tnej nalezy zauwazyé, Ze
ze wzgledu na symetrig ukladu, jak i obcigZenia, pierwsza postaé utraty stateczno$ci bedzie
symetryczna wzgledem osi y, (rys. 1).

Uklad sit dzialajacych po utracie statecznoéci na oswobodzong z wigzéw belkg przed-
stawiono na rys..2, przy czym oznaczono: -

M, moment oddzialywania utwierdzenia w plaszczyZnie xy,

M, moment oddzialywania utwierdzenia w plaszczyznie yz,

+ a odleglos¢ od érodka cigzkoécei przekroju do znajdujacego si¢ nad nim punktu

przyloZenia obciaZenia cigglego, przy czym 0 < a < 1/2h.

Dla 0 € x < I polozenie dowolnego przekroju poprzecznego belki po utracie sta-
teczno$ci bedzie okre§lone nastgpujacymi skladowymi:

— przemieszczeniem u §rodka cigzko$ci przekroju w kierunku osi y,

— przemieszczeniem w §rodka cigzkoSci przekroju w kierunku osi z,

— katem obrotu ¢ przekroju w plaszczyznie yz.

Przy tym przemieszczenie w jest pomijalnie male z uwagi na zatozenie, ze sztywno$§é
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Rys. 2

zginania wzglgdem osi y jest znacznie wigksza od sztywno$ci wzgledem osi z. Dlatego
w dalszym ciagu pracy sktadowa w oraz jej pochodne nie bgda uwzgledniane.

Skladowe momentéw sit zewnetrznych dzialajacych na belke wyrazajg si¢ w dowol-
nym miejscu x wzorami: :

M,= —-M+ (—IZ)- +ql)t1(x)cosa— fq[u(x)—u(e)—aq)(e)]cosade,
R . 0

Il

Q.1 M, —(; +q1)xcosoc+ fq(x——e)cosade+ fqasinocde,
- 0 0

M, = —M,+(§ +q1)u(x)sina—fq[u(x)—u(e)-—-aq)(e)]sinade.
Wzgledem osi ukladu lokalnego &, 7%, {, zwiazanego ze zw1chrzonym przekrojem
w miejscu x, skladowe momentéw wynoszg:
M, = M,cos(x, &)+ M,cos(y, §)+M,cos(z, &),
.2) M, = M,cos(x, n)+M,cos(y, n)+ M,cos(z, 17),
’ M, = M_cos(x, §)+ M,cos(y, §)+M,cos (z, {).
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Wystepujace w powyzszych réwnaniach cosinusy kierunkowe z dokladno$cia do ma-
‘tych pierwszego rzgdu majg wartosci podane w tablicy 1.

Tablica 1. Cosinusy katéw
miedzy osiami x, y,z a osiami

&, &

x y z
& 1 u’ w’
7 —u’ 1 @
¢ —w | - 1

Roéwnania réwnowagi belki w stanie zwichrzonym, po uwzglgdnieniu przyjgtego we
wstepie zalozenia, Zze sztywno$¢ deplanacji jest réwna zeru, z dokladnoécia do matych

pierwszego rzedu sa nastgpujace:
d?u d
@.3) El = —M,, GJkd—(z = —M,,

gdzie EJ; oznaczajg sztywno$¢ zginania belki wzgledem osi ¢,
GJ, — sztywno$¢ skrecania belki wzglgdem osi &.
Po podstawieniu zalezno$ci (2.1) i (2.2) do réwnan (2.3) i pominigciu malych wyzszego
rzgdu réwnania réwnowagi obojgtnej przyjma postaé:

EJu”(x) = My + [q(x—l)— ;]u(x)sina+ lq(%—l) - g]x(p(x)cosa+

+{<p(x)fade— f[u(e)+a<p(e)]de}qsina,
24 0 0

Gl o' (x) = M+ [q(x—l)— —Izi]u(x)cosoc—*- [;—q(x—l)] xu'(x)cos o —

X

—qcosaf [u(e)+a<p(e)]a'e—qu’(x)sinocfade.
0 o

Otrzymane réwnania sa rézniczkowo-catkowe, niedogodne do badai. Dlatego zréz-
niczkowano jé, otrzymujgc uklad réwnan rézniczkowych liniowych o zmiennych wspél-
czynnikach:

e P _ s P . X _ -
EJou" + [7 q(x—I)]u sina+ {[7 q(7 I)]xcosoc
. , [P '
2.5) —qaxsma}q) + [T—q(x—l)] pcosa = 0,

GJr¢'' +qapcosa~ {[; —q(% —1)] XCcos o — gaxsin a}u" +gqau'sina = 0.
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Po wprowadzeniu oznaczen

L
VEJGI,' VEJGI. EJ - I

réwnania (2.5) przyjma ostatecznie postaé:

i ﬂ ( x ﬂ ( _._{ _
u +[5+y 1—7 1—2u51na+ 2+y1 o 12x<pcosa

2.6) —1y2x<p’sina+ ﬁ+y(1—£) %(pcosoc =0,
12 2 111
| 2 Ay
o'+ l—;}zq)cosa— [§+y(l ;l)]iu cosa+ ;;xu sina+ —ﬁu smot = 0.

3. Warunki brzegowe

Warunki brzegowe dla rozpatrywanej belki po utracie plaskiej postaci zginania wyni-
kaja ze sposobu podparcia jej koncéw, ukladu geometrycznego jej ramlon, rozmieszcze-
nia obcigZenia i przemieszczenia sztywnego wezla.

Z zalozen dotyczacych sposobu podparcia koncéw belki wynikaja trzy warunki brze-
gowe

(3.1) u(0) =0, w©) =0, @@ =0.

Symetria obciazenia oraz ksztaltu belki powoduja symetryczne odksztatcenie ramion
belki wzgledem osi y, (rys. 1). Aby zwichrzony uklad pozostawal w réwnowadze, musi
by¢ spelniona, wynikajaca z réwnan stétyki, nast¢pujaca zalezno§¢ wiazaca momenty
podporowe M, i M,

1
2M sino+2Mcosqa = Pu(l)+2qf [u (x)+ap (x)]dx.
0

Rozpatrujac réwnania (2.4) w miejscu x = 0 otrzymamy po uwzglednieniu warun-
kéw (3.1)
M, = EJju"(0), M= GJ,¢'(0).

Ostatecznie otrzymujemy warunek w postaci
i

(32)  2ESu"(0)sina+2G g (0)cosa—Pu(l)—2q [ [u(x)+ap(x)]dx = 0.
b

Z symetrii odksztalcenia belki wynika, iz wektor kata obrotu przekroju lezacego na
osi symetrii z, musi by¢ réwnolegly do osi x,. Stad otrzymujemy kolejny warunek

(3.3) u({)cosa—p(l)sina = 0.
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4. Funkcje u(x) i p(x)

Korzystajac z faktu, ze funkcje u(x) i ¢(x) wraz ze swymi pochodnymi sg ciggle w prze-
dziale <0, /), moZemy napisaé
! 1 2., 1 g 2,011
u(x) = u(0)+x/'(0)+ 5 xu O+ 5 (x—0)%"(t)dt,
0

.0 .
9 = O +x¢' O+ [ (x—g" (@) dr.
0
Uwzgledniajac warunki brzegowe (3.1) i réwnania (2.6), oraz dokonujac catkowania

przez czqéci znajdujemy:

X

u(x) = —x u"(O)—7 7 smozf [ﬂ(x—t)+—}li(xz——4xt+3tz+21x——2lt)]u(t)dt—

x

_%%cosaf[ﬂ(xt—tz)+-}li(—xtz+t3+21xt—-21!2)]<p(t)dt—
[

4.2)

“.2) 2 i /lysmocf(x2 4xt+3t*)p(t)dt,

¢ (x) = x¢'(0)+ %[(g +y— %) cos o — /lysina] xu(x)—

o cosaf[ﬂ+ (x— 3t+2l)]u(t)dt+%smafu(t)dt—-——cosaf(x—t)qz(t)dt

Otrzymane réwnania stanowia ukiad réwnan catkowych Volterry drugiego rodzaju.
W celu otrzymania ich rozwiazania przyblizZonego zastosowano metod¢ kolejnych przy-
blizen zgodnie ze schematem iteracyjnym

uu+l(x) = "o(x)+ fkl(x) t) ﬂ) }’,w, a)u,,(t)dt+ sz(x) t) ﬂ) 7) w, &, 2’)(pn(t)dt)
[} 0
(43) (pn+l(x) = ‘Po(x)‘*'fl(X, B» }’,w, a, 1)un(x)+ fks(x, t’ ﬂ’ 7’ w, &, l)un(t)dt'i'
0

X
+ [ ke, 1, 7,0, @, Hea(0)ds;
0 .
n=20,1,2,..., przy czym przyjeto -

uy(x) = —;-xzu"(O), po(x) = x¢'(0).
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Uzyskane rozwiazania maja_c postaé
u(x) = u"(0)F; +¢'(0) F,
p(x) = u"(0)F3+¢'0) Fa,
gdzie F; sa szeregami potegowymi zmiennej x, o wspdlczynnikach zaleinych od para-
metréw B, y, o, a i A

Ze wzgledu na duZa pracochlonno$é metody, przy wyznaczaniu funkcji u(x) i ¢(x)
ograniczono si¢ do trzech krokéw iteracyjnych.

44

5. Krytyczne warto$ci obcigzenia belki

Pare krytycznych wartoéci obcigZzenia P i g/ wyznaczymy z warunkéw brzegowych
(3.2) i (3.3). Po wprowadzeniu do tych warunkéw zaleznosci (4.4) otrzymamy uktad dwéch
réwnant liniowych jednorodnych wzgledem #'/(0) i ¢’'(0)

u”’(0) A4y, +¢'(0) 4,2 = 0,
u'(0) A, +¢'(0)A4;,, =0,

gdzie A = f(B,y, 0, a, A).

5.1)

Tablica 2. Wspélczynnik stateczno$ci 8 w zaleinoSci od o, A { y/8

sino
% 0 0,1 0,3 0,5 07 | 09
T2 0 545" | 1728’ 300 | 44026 | 64°10°
. 0 6,32 6,07 5,64 5,24 4,80 4,29
0,05 — - — — — —
0 5,18 5,00 4m 444 | 415 3,78
02 0,05 5,15 4,98 4,69 443 4,14 3,78
0 4,07 3,95 3,76 3,60 3,43 3,20
9 0,05 4,03 3,91 374 | 35 | 342 3,19
0 2,99 2,92 2,82 2,74 2,65 2,54
! 0,05 2,95 2,88 2,79 2,72 2,64 2,53
0 1,96 1,92 1,87 1,85 1,82 1,79
2 0,05 1,92 1,88 1,85 1,83 1,81 1,79
0 0,96 094 | 093 0,93 0,94 095
g 0,05 0,94 0,93 0,92 0,93 0,94 0,95
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Aby zachodzila utrata stateczno$ci, wielkoSci u”/(0) i ¢'(0) musza byé rézne od zera,
zatem wyznacznik charakterystyczny ukladu (5.1) musi by¢ réwny zeru
Al,l ’ A1,2
A2.1 > A2,2
Pare krytycznych warto$ci obciazenia P i gl otrzymamy dla danych wielkoéei w, a, 4
i /B obliczajac najmniejszy dodatni pierwiastek réwnania (5.2). Majac zatem pierwiastek
B lub y, obliczony dla danych w, a, 4 i ¢/, mozemy napisal

EJ,GJ EJ.GJ,
(5.3) Py = % > (ql)kr = % .

(5.2)

Obliczenia wartoéci obcigzen krytycznych przeprowadzono dla:
w=1245, A=014=0,05 sina=0=09,
= =0=5 i£=0+5.
Y
Przyjeta warto$¢ w = 1,245 odpowiada belkom stalowym majacym przekrdj poprze-
czny w ksztalcie wydtuzonego prostokata. Uwzgledniajac bowiem
U (1 gat) ~ 12 £

T Je= (17063 ’ G=2(1+v)

JC= 3

Tablica 3. Wspblczynnik statecznoSci y w zaleinoSci od «, A i B/y

sina
s 0 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9
YT —| o s45 | 17°28° | 30° | 4426 | 64°10°
. 0 5,64 5,57 5,55 5,64 5,81 6,05
0,05 5,49 5,43 5,46 5,59 578 6,04
0 4,80 4,72 4,65 4,66 4,70 4,76
o2 0,05 4,68 4,63 4,59 4,62 4,68 475
0 3,92 3,83 374 | 3,69 3,65 3,59
02 0,05 3,83 377 370 3,66 3,63 3,58
0 2,99 2,92 2,82 2,74 2,65 2,54
: 005 | 2,95 288 | 27 272 2,64 2,53
0 2,03 1,97 1,88 1,80 1,71 1,60
2 o0 2,01 1,96 1,87 1,79 1,71 1,60
0 1,04 1,00 0,94 0,89 0,83 0,76
> [ oos 1,03 0,99 0,94 0,89 0,83 0,76
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i przyjmujac dla stali » = 0,29, znajdujemy

GJy 2
=1/ =1/ -5 =1,245.
@ ]/ch ]/ T3v
Wartoéé 1 = 0 (A = a/l) odpowiada przylozeniu obcigzenia ciaglego wzdtuz osi belki,
natomiast warto§é A = 0,05 odpowiada przyloZeniu obciaZenia ciaglego na gérnej kra-

wedzi belki (@ = 1/2h) w przypadku, gdy & = 0,11
Zestawienie obliczonych wspdlczynnikéw statecznoéci B i y podano w tablicach 2 i 3.

6. Ocena dokladno$ci wynikow

Uzyskane wyniki wskutek zastosowania skonczonej liczby iteracji (stosunkowo malej,
n = 3) sa obarczone pewnym bledem. Chcac, cho¢ w przyblizeniu, okresli¢ doktadno$é
tych wynikéw poréwnano niektére z nich z warto$ciami Scistymi. I tak, w przypadku

= 0 otrzymana warto$¢ wspélczynnika § przy « = 0° jest o 4,9% mniejsza od wartoséci
doktadnej, a w przypadku f = 0, 2 = 0 otrzymana warto§¢ wspdlczynnika y jest przy
o = 0° mniejsza od wartosci $cistej o okolo 5%. Innych przypadkdéw nie poréwnywano
ze wzgledu na brak odpowiednich danych w literaturze. Mozna przypuszczaé, Ze bledy
pozostalych wynikéw begda tego samego rzgdu. Przy tym dla katéw « réznych od zera
wyniki beda obarczone dodatkowym bledem wynikajacym z niedoskonatosci modelu
przyjetego do opisu matematycznego rozpatrywanego zagadnienia. Jednakze, ze wzgledu
na proporcje wymiarowe tego typu belek, blad ten, zgodnie z zasada de Saint Venanta,
bedzie niewielki.

Oczywiscie, zwigkszenie liczby iteracji polepszyloby dokladnoéé uzyskanych wynikéw.
Przeprowadzenie czterokrotnej iteracji zwigkszyloby jednak znacznie i tak juz pracochton-
ne obliczenia. Jednakze w jednym przypadku (y = 0, « = 0) wykonano obliczenia przy
czterech iteracjach. Wartoéci wspdlczynnika 8 dla tego przypadku, wyliczone przy réz-
nych ilo$ciach iteracji, sa nastepujace:

B = 5,75 — przy 2 iteracjach,
B = 6,32 — przy 3 iteracjach,
B = 6,62 — przy 4 iteracjach.

Natomiast warto$¢ Scista wynosi § = 6,65. Zatem bledy powyZszych wynikéw beda wy-
nosié

AB = 13,6% — przy 2 iteracjach,
A8 = 4,99, — przy 3 itéracjach,
A8 = 0,5% — przy 4 iteracjach.

Jak widaé, proces iteracji jest szybkozbiezny.
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7. Przyklad liczhowy

Wyznaczy¢ krytyczne wartosci obcigzenia belki o statym przekroju (rys. 1) przy na-
stepujacych danych:

b=15cm, h=25cm, [=250cm, a=30° ql/P=0,5,
E=21-10° MN/m?, w = 1,245.
Dla y/f = ql/P = 0,5, & = 30° oraz 4 = 0,5+ 4/l = 0,05 znajdujemy z tablic 2 i 3
B =35, y=179.
Wartoéci obciazen krytycznych, obliczone na podstawie (5.3), wyniosa
. Pu=1030kN, (gl = 515kN.
Gdyby przyja¢ A = 0, otrzymaliby§my
g =360, y=180
oraz
« = 10,33 kN, (gD = 5,17 kN.

WartoSci te sa wigksze o 0,3% od obliczonych przy uwzglednieniu A.
Maksymalne normalne napre¢Zenia krytyczne w belce osiggna warto$¢

= 110 MN/m2.

W przypadku stali konstrukcyjnych, dla ktérych &k, > 110 MN/m?2, obliczenie obciazenia
belki na podstawie k, naraziloby ja wiec na utrate statecznoéci.
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Peaome

YCTONUHBOCTE IIJIOCKOW »OPMBI U3THBA BAJIKU
C IIEPEJIOMJIEHHOH OCBhIO

B paBote paccmoTpena 3amava o6 ycToHurBOCTH IIocKoit opmbl naruba 6anku, ock KOTOpPOH UmeeT
H3JI0M B BePTHKAILHOH IUIOCKOCTH. HaxyIOHHBbIE y4acTKH GalKl CMMMETPHYHBI, Harpy3Kka COCTOHT H3
PABHOMEPHO pACIIPEeICHHON BEPTUKAILHON H COCPENOTOYEHHON CIITBI MPMJIOMKEHHON B YKECTKOM YauIe,
COEAMHSIOILIEM HAKJIOHHBIE YYaCTKH.

IIpuuATO, UTO 06a KOHUA GaTKH OlePThI TRKUM 00pa3oM, YTO MX BpAllCHHUEe BOSMOYKHO JIMIUL BOKPYT
ocell, MepreHAMKYJISIPHBIX K ILIOCKOCTH, - B KOTOPOil pacronokena och Gaymxu. JKectkocrs Gayxm Ha
HeCBOOOMHOE CKPYYMBAHHE HE YUHTLIBAETCH.

Ilocne mpuBenenua auddepeHUMATEHBIX YPaBHEHMA HEHTPANbHOrO0 PAaBHOBECHS K MHTErDASILHBLIM
ypaBHeHusiM BossTeppa HalineHbl OpHOIIDKEHHbIE pelleHMsa. Ha ocHOBaHMM TpaHUYHbBIX YCJIOBHIt pac-
CUMTaHbI KPHTHYECKME 3HAYEHHsA HArpy3oK B 32BHCHMOCTH OT CJIEAYIOMIMX [apamMeTpPOB: YIJia HAKJIOHA
ocH 6aJiki, OTHOLUEHHST PABHOMEHACTBYIOLIE! CIIOIHOM HAarpy3KH K BEJIHUMHE cocpenoroqex-moii CHJIbI
M MapameTpa, ONPERENISIOLIEro Crocod IIPHIIOKEHMST CIUIOLUIHOH HarpysKu,
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Summary

STABILITY OF PLANE FORM OF BENDING OF A BEAM WITH THE DEFLECTED AXIS

In the paper the problem of stability of plane form of bending of a beam with the vertically deflec-
ted axid is considered. Authors’s considerations deal with the symmetrical system of the arms of the
beam loaded by uniformly distributed vertical loads and by a vertical force applied to the rigid node
connecting the two arms.

The both beam ends are supported in such a way that their rotation is possible only around the axis
perpendicular to the plane in which the axis of the beam is placed. The problem is limited to beams of
neglegible rigidity for constrained torsion.

After reducing the differential equations of neutral equilibrium to the Volterra-type integral equations,
approximate solutions are obtained. Then, by using the boundary conditions, the critical load values as
functions of the following parameters are calculated: inclination angle of the beam arm, the ratio of the
resultant of the uniform load to the concentrated force, and the parameter describing the manner the
uniform load ‘is applied.
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