MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
4, 13 (1975)

NIELINIOWE DRGANIA ELASTYCZNIE POSADOWIONYCH SILNIKOW
TEOKOWYCH Z CYLINDRAMI W UKYADZIE V

JaNusz KOLENDA (GDANSK)
1. Wstep

Elastyczne posadowienie silnikow ttokowych stosuje si¢ w celu zmniejszenia poziomu
drgan i hataséw przenoszonych droga strukturalna na fundament i dalsze elementy kon-
strukcji. W wyniku drgan elastycznie posadowionych silnikéw powstaja w nich dodatkowe
sity i momenty masowe, powodujace obcigZenie poszczegblnych elementdw silnika, a takze
samego silnika, jako nieidealnego 7Zrédia energii. Jak wykazaly badania Prrauma [1]
1 szacunkowe obliczenia HEMPELA [2], sity i momenty te nie sa duze, jednakze celowe
bytoby ich uwzglednianie, przede wszystkim w przypadkach, gdy pozadana jest doklad-
niejsza analiza drgan 1 skuteczniejsza z nimi walka. Jest to szczegdlnie istotne z punktu
widzenia ochrony zdrowia czlowieka, zwlaszcza wobec obserwowanego w ostatnich la-
tach wzrostu mocy z cylindra, pociagajacego za soba wzrost sit i momentéw wymusza-
jacych drgania. Jest to istotne takZe z powodu strat energetycznych wynikajacych z ela-
stycznego posadowienia, zwlaszcza wobec znacznego wzrostu cen paliwa na §wiatowych
rynkach. Minimalizacja tych strat mogtaby by¢ w uzasadnionych przypadkach stosowana
jako dodatkowe kryterium doboru systemu amortyzacji. Dokladniejsza analizg drgai
1 wyznaczenie dodatkowych sit i momentéw masowych oraz strat energetycznych umo-
zliwia uwzglednienie nieidealnego Zrddia energii i potraktowanie predkosci katowej sil-
nika jako wielkosci zmiennej. Wptyw nieidealnego Zrédia energii i jego sprzgzenie z ukia-
dem drgajacym byly po raz pierwszy analizowane przez RocArRDA [3] {(dla przypadku wiru-
Jjacej masy niewyréwnowazonej, napedzanej silnikiem elektrycznym), a pdzniej takze przez
KONONIENKE [4] i GOLOSKOKOWA [5]. Zagadnienia te byly rozpatrywane przez autora dla
przypadkéw ukfadu wibracyjno-uderzeniowego [6] oraz silnikéw tlokowych o pionowym
ukiadzie cylindréw [7]. Niniejsza praca dotyczy silnikéw tlokowych z cylindrami w ukla-
dzie V.

2. ZaleznoSci kinematyczne

Rozpatrywaé bgdziemy uklad dyskretny; elementy silnika i odbiornika mocy, sprzggto
i fundament, na ktérym elastycznie posadowiony jest silnik wraz z odbiornikiem mocy,
potraktujemy jako sztywne. Schemat obliczeniowy ukladu przedstawiono na rys. 1.
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prostopadlych do osi walu, poprowadzonych ze
srodkow cigzkosci kolejnych mas mg, w stanie spo-
czynkowym i przy ¢ = 0,

ilo§¢ wykorbien,

wspodlczynniki sztywnodci i-tej podkiadki elastycznej
przy ugigciach w kierunkach osi Ox, Oy i 0Oz,
odlegfoéé osi korbowodu od srodka cigzkosct
Sy Mg,

przyspieszenie ziemskie,

wspolczynuiki wiskotycznego tlumienia /-tej pod-
kiadki elastycznej przy obrotach jej poprzecznych
przekrojow wzglgdem osi 0'x’, 0y 1 0'z,
wspolczynniki sztywnosci i-tej podk.adki elastycznej
przy obrotach, jak wyzej,

wsposczynniki wiskotycznego ttumienia i-tej podkfadki
elastycznej przy ugieciach w kierunkach osi Ox, Oy
i 0z, '
diugosé korbowodu,

faczna masa ukladu drgajacego,

masa niewyréwnowazona, odpowiadajaca jednemu
wykorbieniu i skupiona na osi czopa korbowego,
masa niewyréwnowazona w ruchu postgpowo-zwrot-
nym, odpowiadajaca jednemu cylindrowi i skupiona
na osi sworznia ttokowego,

polozenie §rodka ciezkosci ukladu w potozeniu spo-
czynkowym ukladu drgajacego i przy p = 0,
dhugo$§é ramienia korby,

ma-
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u, v, w przemieszczenia Srodka ciezkosci ukladu drgajacego
w kierunkach osi 0x, Oy, Oz,

up, i, w; przemieszczenia punktéw zamocowania /i-tej pod-
Itadki elastycznej do ukladu drgajacego w kierunkach
osi Ox,0y i Oz,

0x, 0y, 0z nieruchome osie, pokrywajace si¢ z gldwnymi osiami
bezwiadnosci 0'x’, 0%y, 'z’ ukladu drgajacego
w stanie spoczynkowym i przy ¢ = 0,

Xi, ¥i, z; wspdirzedne punktu zamocowania i-tej podkladki
elastycznej do ukiadu drgajacego w stanie spoczynko-
wym i przy ¢ =0,

e, f, 7 katy obrotu ukladu drgajacego wokél osi 0'x', 0y
i 0z,
20 kat pomigdzy plaszczyznami dwéch rzedow cylindro-
wych,
&, n, ¢ przemieszczenia mas niewyréwnowazonych w kierun-
kach osi Ox, Oy i 0z,
@, ¢+dw,@+2dyn, .. p+ndy, ... p+(c—1)d,.~;mkaty obrotu kolejnych wykorbien.

a '
) ty=y
Tb_/f P, 49, 25)

(x5, Ub., 28)
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Rys. 2

W celu wyznaczenia przemieszczed poszezegdlnych punktéw ukladu przy jego drga-
niach rozpatrzymy przemieszczenia wzgledem nieruchomego ukiadu wspdhrzednych
X, y, z punktu P ciala obracajacego sie o katy o, p i ¥ wokot trzech wzajemnie prosto-
padlych osi, zwigzanych z tym cialem (rys. 2). Niech osie zwigzane z cialem pokrywaja sig
W stanie spoczynku z osiami x, y, z, a wspdirzedne punkiu P w ukladzie x, y, z w stanie
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spoczynku beda xo, ¥o, 2o. Po dokonaniu obrotu ciata o kat f wokét osi y (rys. 2a) osie
zwigzane z cialem zajmg polozenia x', y* = y, z’, a punkt P zajmie polozenie P’ 0 wspéi-
rzgdnych w ukladzie x, y, z:
(2.1) X5 = XoCO0S$B+2zo8infB, Yo = Vo, Zo = ZoCOSB—xq8inf.
W ukiadzie x', y', z' punkt P’ ma wspéirzedne xo, Vo, Zo, zatem po obrocie ciala o kat «
wzgledem osi x' (rys. 2b) punkt P’ zajmie poloZenie o wspétrzednych w uktadzie x', y7, 2’
(2.2) Xo, YoCOS®H—2zoSInw, 25COSK+ygsina.
Jesli punkt o wspétrzednych x4, yo, zo W ukiadzie x’, 3, z’ ma wzgledem ukladu x, y, z
wspotrzedne (2.1), to punkt o wspotrzednych (2.2) ma wzgledem ukladu x, y, z wspdt-
rzedne:

Xy = XoC08 B+ (zgC08 &+ ygsina)sin g,
(2.3) Yo = YoCOSa—2zySina,

2z = (Zocosa+yosin o) cos f—xqsin .
Analogicznie po obrocie ciala o kat y wokot osi z' (rys. 2¢) otrzymujemy:

Xo' = (xgcosy—yosiny)cos f+ [zoc08 o0+ (yocOSY +x0osiny)sin o sin #,

(24)  yi' = (pocosy+xgsiny)cosa—zysine,

2o = [zoc0sa+ (yocosy —xo8iny)sin o] cos f— (xoCcosy —yosiny)sin f.
Wyznaczymy teraz odpowiednie przemieszczenia poszczegdlnych punktéw silnika. Dla
d = 0 przemieszczenia mas m,; i m,, wywolane obrotem korby o kat ¢ wynosza [8]

s

1 1 3.,
(2.5) (17),,,1”/2 = —r(l—cosq)+ Z?»— ZlcosZ(p+Hl -+ ), A =7

Dla § > 0 przemieszczenia mas my,, i m,, w kierunkach osi cylindréw odpowiadajacych
tym masom, wywolane obrotem korby o kat ¢, wyniosa z pominieciem cztonéw zawiera-
jacych 1 w potggach trzeciej i wyzszych

(2.6) Ms = —r [1—cos(<p$6)+ % A— —31'—-/10052(9916)].

prL{2

W wyrazZeniu tym i nastepnych w przypadkach podwdjnych znakéw ,,+ i ,,—" gbrny
znak dotyczy masy m,,, a dolny — m,,.

Wspétrzegdne niewyréwnowazonych mas odpowiadajacych n-temu wykorbieniu w po-
fozeniu spoczynkowym uktadu dla ¢ = 0 wynosza:

(x")"’pllz = anié;
= b, —r|1 4T )+ AL dcos2(nd,n T 8)|cos 8
(yn)mpl/2 =0y —'COS(I’I n7+ )+Z _Z cos (n n 7T+ ) Cos 0,
2.7
_ 1 1 — .
(z,,),,,p”2 =, tr [1 —cos(nd,n ¥ 8) + T A— 7 Acos2(nd,nF 6)] sin d,

(‘x")"lg =y, (,Vn)m0 = bo+rcosnd,m, (Zn)mo = co—rsinnd,m,
gdzie oznaczono:
by =bo+(r+L)cosd, ¢; = coF(r+L)sind.
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Na skutek przemieszczen u, v, w i odchylen silnika o katy 8, «, v niewyrdwnowazone masy
n-tego wykorbienia osiagaja przy ¢ = 0 zgodnie z (2.4) i (2.7) poloZenia o wspdlrzed-
nych:

(x,,),,,pl/'2 = u+ [(a,.ie)cosy— {bI —r[l —cos (nd,wF 8+ %Z—

1 .
— —4—Zcos2(nd,,n F 6)] cos 6}s1n y] cos B+ Hcl +r [1 —cos(nd, ¥ 8)+

-

1
+ -}1- A— 7T lcos2(nd,,n¢6)] sin 5}cosa+ {bl —r [1 —cos{nd, ¥ )+
1 1 _ . . .
+ T A— T Acos2(nd,nF (5)] cos 6}sm acosy + (a,+€)sin ocsmy]sm 8,

(y,.),,,pl/2 =0+ Hbl ~r [1——cos(nd,,n$6)+ 711— A— 711— lcosz(nd,,nié)]cos (5} X
. | _ 1
x cosy+(a,te)siny cosa—lclir 1—cos(nd,,n+c3)izl—-

(2.8) - %— lcosZ(nd,,m:ié)] sin 6} sina,

(z,,),,,pl/2 =w+ Hcl +r [1 —cos(nd,xF 9)+ % A— % Acos2(nd,m ¥ 6)] sin 5} X

1

7 Acos2(nd,mF 6)] cos 6} X

X coso+ {bl—r[l —cos(nd,nF 8)+ _i.l_

X cosysin oc—(a,,ie)sinocsiny} cos f— l(a,,iC)COSV— {bl_

—r [1 —cos (nd, m T 8)+ i A— % Acos2(nd, ¥ 6)} cos (5} siny] sin g,

(Xdm, = u+[a,cosy— (by+rcosnd,m)siny]cos B+ {(co—~rsinnd, m)cos o+
+ [(bo + rcosnd,m)cosy +a,siny]sina}sin f,
Owmy = v+ [(bo +rcosnd, m)cosy +a,siny]cos o — (co — rsinnd, m)sina,
(Zwme = W+ {(co—rsinnd,m)cos a+ [(by +rcosnd,m)cosy —
— apsiny]sina}cos f— [a,cosy — (bo +rcosnd,m)siny]sin f.
Réznica wspélrzednych (2.8) i (2.7) stanowi przemieszczenia niewyréwnowazonych
mas w kierunkach osi Ox, Oy i 0z na skutek ruchdéw silnika przy ¢ = 0.

Wspdtrzgdne niewyréwnowazonych mas w potozeniu spoczynkowym ukiadu przy
@ # 05sa:

' 1
(xn)mpl/2 = anie, (y")"'pl/z B bl—r(l + Z— ﬂ'—fl) COS.(S,

(2.9) 1 .
(Zn)rnp1/2 =0 ir(l + Y ﬂ.-—-fl)Slll d,

Cdmo = @ns Vwdmy = bo+rcos(p+nd,m),  (Z)m, = Co—rsin(p+nd,n),



584 - I, KoLenpa

gdzie S o R L,

N _ 1 L :
fi1 = cos{p+nd,nF )+ Ilcos2(<p+nd,,n$6).

1
W wyniku ruchdéw silnika niewyrownowazone masy zajma przy ¢ # O poloZenia:
o wspéhrzednych: ’

l

‘ 1 .
(x,,),,,p“2 = u+{(a,,ie)cosy— [bl ——r(l+ i Xa_fl)cos 6} smy‘»cosﬂ—
- Hcl—_i-r(1+ %l—fl) siné}cosa+ [bl —r(1+ %l—fl)cosé] X
x cosysina+ (a,+e)sinysin a}sin B,

(y,,‘),,,w/2 = v+ ”bl—r(1+ %X—fl)cos 6]cosy+ (a,,ie)siny}co,soc-—.‘ :

- [cl ir(1+ -l—l—fl)siné] sina,

1 ,
(2.10) (z,,),,,m/z = w4 {[cl—_l-r(1+ Zl~f1)sin6]cosa+ [bl ——r(1+ %—l—fl) X
X COS 6] cosysina— (a,+ e)sin asiny}cos B— {(a,,ie)cosy~

— [bl —r (1 + %l-—fl)c'os 6‘ siny}sinﬂ,
(Xn)my = t~+ {@ycosy—[by +rcos(p+nd,n)]siny} cos f+[[co —rsin(p+
+ nd,m)]cos a+ {[by +rcos(p+nd, m)lcosy +a,siny} sina]sin g,
wdmy = v+ {[bo+rcos(@p+nd,n)]cosy+a,siny} cosa—
— [eg —rsin(p+nd,n)]sinc,
(Zn)m, = w[[co—rsin(p+nd, m)]cos a+ {[bo +rcos(p +nd,x)]cosy —
— apsiny}sina]cos f— {a,cosy — [by +rcos(p+nd,m)]siny} sin 8.
Réznica wspdirzednych (2.10) i (2.8) stanowi przemieszczenia niewyréwnowazonych mas
n-tego wykorbienia wywolane obrotem walu o kat ¢:

1

(Eﬁ),..m/2 = r|f1—cos(nd,nF 8) — %XCOSZ(nd,,nié) (cos dsinasin fcosy —

_ —cos dcos fsiny Fsin dcosasin f),
B} ; .
(773),,,”1/2 =r Lfl —cos(nd,mF 0) — % Acos2(nd,wF §) |(cos dcosacosy F

2.11)
Fsindsina),

/2

[ |
€D, .. = r|fL—cos(nd,nF ) — % Acos2(nd,nF ) {(cos dsin Bsiny +

+ cos dsin acos fcosy Fsin dcosacos f),
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(2.11) EDug =1 [cos(p+ nd, ) —cosnd, w](sin asin fcosy — cos Bsiny) +
fed] +r[sin nd, = — sin(@+nd, m)]cos asin B,
(170)m, = rlcos(¢+nd,7)—cosnd,m]cosc.cosy +r[sin(p+nd,n)—sinnd, nlsina.
(Dm, = rlcos(p+nd, ) —cosnd,ww)(sinacos fcosy+sin fsiny) —

— r[sin{p+ rd,7)—sinnd, 7]cos acos f.
Wypadkowe przemieszczenia niewyréwnowazonych mas n-tego wykorbienia sa suma
przemieszczen wynikajgcych z réznicy wspétrzednych (2.8) i (2.7) oraz przemieszezen (2.11):

(gn)mp”z = w+ (a, Fe)(cos fcosy —1) — [b1 —r(l + %l —fl)cos 6] cosfsiny +
1 . 1
+ {[el ir(l + Zl—fl)smé]cosocﬂr [b1 —r(l + Zl—fl)cos 6] X
X sinacosy+(a,.ie)sincxsiny}sin B,
(17,,),,,p]/2 =ov+ [bl —r(l + %7»—fl)cos6](cosoccosy—1)+(a,,i-e)cosasiny——
- [clir(1+ —i—l—fl)sind]sina+r[fl—cos(nd,,n-T—d)—
- %Xcos2(nd,,yz$5)] cosdcosacosy,

212 Cm,,, =W [c1 ir(l + —jt—l—fl)siné](cosacosﬁ—l)+

p1/2
+ {I:bl —r (1 + % X—fl)cos 5] cosysinoc—(a,,ie)sinasiny} cos f—
- {(a,,ie)cosy— [bl —r(l + —‘l—t—l—fj)cos 5]siny}sinﬁ$r[f1 -

—cos(nd,nF 6)— % Acos2(nd,n -T(S)] sindcosacos f,

(&)m, = u+a,(sinasin gsiny +cos fcosy — 1) + [by +rcos(p +nd, m)] x
x (sin asin fcosy —cos fsiny) + [co — rsin(p+nd,m)]cos asin §,
(Mwdm, = V+aycosasiny + [bo +rcos{p+nd,m)]cosucosy — (bo +rcosnd,n) —
' — [eo —rsin(p +nd,m)]sin a,
C)me = W—an(sin acos fsiny + sin Bcos y) + [ +rcos(p + nd, 7)](sin «cos f x
X cosy +sin gsiny) + [co — rsin{p+ nd, m)]cos acos f— (co—rsinnd, ).
Przemieszczenia punktu zamocowania i-tej podkladki elastycznej do uktadu drgajacego
wyniosa na podstawie (2.4): ‘
u; = u—x;+ (x;cosy — y;siny)cos f+ [z;cos a+ (y;cosy + x;siny) sin o] sin §,
(213) v = v—y;+ (y;cosy +x;siny)cosa—z;sin «,
Wi = w—z;+ [zicos 4 (y;cosy ~x;siny) sin o] cos f — (x;cosy—y;si 9)sin B.

5 Mcchanika Teoretyczna
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Energie kinetyczna ukladu drgajacego wyrazi¢ mozna nastgpujaco:

' 1 ey s . 1 ,. 1
214) T, = [m—c(mpl+m,,2+m0)](u2+z)2+w2)+»ilxa2+7

. 1
- ' n2 Nl L)
3 1B +2I,y+

c—1
1.,., 1 : . , : .
P P D 0 DRt (i, + Ei+ mpa [+ ()R +

+ (E)2, 04 mo ()20 + 2+ (E2)

gdzie I, I,, I, oznaczaja gtéwne momenty bezwtadnodci uktadu drgajacego bez mas nie-
wyréwnowazonych, I'— moment bezwiadnosci wirujacych mas wyréwnowazonych
wzgledem osi walu.

Przyjmiemy, Ze w polozeniu spoczynkowym i przy ¢ =0 energia potencjalna ukiadu
drgajacego jest rowna zeru. W czasie drgan ukladu energie potencjalng okredlimy jako sume
przyrostu energii potencjalnej podkiadek elastycznych na skutek ich odksztalceri i przyrostu
energii potencjalnej niewyréwnowazonych mas wynikajacego z pionowych przemieszczen
tych mas na skutek obrotu walu korbowego

1
=52

!

(2.15) (Caithf + €] + CaWi + ko + ki B2+ kg y?) +

5
i

e
-

+g [mp { (n:f)mm + ’np2 (77%),",,1 + My ('W)mo] .

i\

Opér ttumienia przy obracaniu watu korbowego mozemy zastgpi¢ réwnowaznym oporem
wiskotycznym o wspdlczynniku /% i przedstawié funkcje rozproszenia energii (Rayleigha)
W postaci

1 h . . . . . . .
(2.16) D= 7 Z (heti? 4 L 92 4 L Wi+ i &2 + hy; B2+ by 92) + %h(pz.

Powyzsze zaleznoéci moga byé wykorzystane do analizy ukladéw drgajacych z silnikami
o dowolnej ilosci cylindréw'i stopni swobody oraz o dowolnych uktadach wykorbien
i podktadek elastycznych, przy czym zestawione na ich podstawie réwnania ruchu zawieraja
dokladne zaleznosci okreslajace wszystkie sity 1 momenty dzialajace na silnik.

3. Analiza pionowych drgan silnika dwucylindrowego

Moment napedowy silnika od sit gazowych wyrazi¢ mozna w postaci [8]

3.1) . M, = orT+ D COsin(Ekg+95),
k

gdzie T oznacza $rednia warto$¢ sity gazowej dzialajacej prostopadle do jednego wykor-
bienia na promieniu r, bedaca nieliniowa funkcja predkosci katowej o postaci [9]: T =
= Ao+ A, 0+ A, 0+ 430+ ..., Ay, A1, 4,5, ... —stale; C, 9 — amplitude 1 faze
k-tej harmonicznej silnika o ¢ wykorbieniach, traktowane w pierwszym przyblizeniu jako
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stale i odpowiadajace $redniej predkosci katowej; § — ilo§¢ cykli pracy przypadajaca na
jeden obrot walu, tj. & = 1/2 dla 4-suwéw i & =1 dla 2-suwéw.
Analogicznie przedstawimy moment oporowy odbiornika mocy
(3.2) My = B+ ) Bsin(ylp+a).
7
Analizujac drgania pionowe silnika przyjmiemy jako wspélrzedne uogélnione v i ¢.

Na podstawie réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju i zaleznoéci wyprowadzonych w roz-
dziale 2 otrzymujemy nastgpujace réwnania ruchu dla silnika o ¢ wykorbieniach:

c—1

(3.3) mv+9 Z Li+v Z Cyi = 2 {m,,l rp?[cos(p+nd,m— 8)+Acos2(p+
i i n=0

+nd, 7t — 8)]cos 0 +m,, 1 [Sin((p-i-nd,,:ft-— )+ % Asin2 (@ +nd,m— 6)] cos &+

+myrp?[cos(p +nd,m+ 0)+ Acos2(p + nd,m + 6)]cos 6 + mpa 1P [sin(q) +

+nd, 7+ 8)+ % Asin2(p+ nd, 7+ 5)] c0s 8 + myrp*cos(p +nd, 7y +

+ morgsin(p+nd, n)} ,

(3.4) 19+ AM —my, (K, + L) —mpy (K + L) —my Qo = R,
gdzie:
11 ,
I=1I+cr? 7+ glz (Mpy +mpa)+cmyr?,

c—1

AM = —r'z)Z mplcosé[sin(tp+nd,,n—6)+% lsin2(<p+nd,,az-6)] +

n=0
1, . .
+ My, CO8 0 [sin(<p+nd,,n+ o)+ 5 Asin2(¢+nd, n+ 6)] + mg sin(p + nd,,yz)} ,
c—1

{%rzéjz [% Asin(g +ndy 7 F 0) —sin 2(p+ nd, n F §) — %lsinB(qﬂ-
(3.5) n=0

+hnd,nF0)— —:12— lzsin4(<p+n_d,,n$5)] +gr [sin(<p+nd,,az$5)+
1, . _ |
+ 5 Asin2(¢+nd, ¥ ) cosél,
c—1 | §or
Lyp = 2{5,;‘25}5[—lcos(<p+nd,.nié)f¢o$2(<p+nd,,n$(S)+

+ lcos3(<p+nd,,n$6)+ % 120034(q9+nd,,n$5)]},

5¢
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c—1

55 27 ;)grsinwnd,,ﬂ),
[e.d.]

RY) = erT— B+ Z Csin (Ekg +v) — ZB,sin(nl(p+ o)) —he.
% 7
Wystepujacy w réownaniu (3.4) czton 4M nazwiemy dodatkowym momentem oporowym.
W réwnaniu momentdéw na wale siinika w przypadku sztywnego posadowienia czlon ten
jest réwny zeru.
Dla silnika dwucylindrowego (¢ =1, # = 0) réwnania (3.3) i (3.4) przyjmuja, dla
My, = Mpy = m, i przy oznaczeniach Zl,.,- = /y_,‘,Ecyi = ¢,, postac:

(3.6) mo+Lo+cv = 2m,,r[¢2(cos<pcoszé+lcosZécos@)-i—
wf . U ' - .
+®|sinpcos®d + —2—2s1n2(pcos2(5cosé +mgr(p*cose+@sing),
3.7  Ip—ro)2m, sm<pcos§+jlsm2(p00326 +mpsing | —
o1, . 3. .
—m,r|re —2—lsmqacos&——s1112(pcos26~5lsm3gpcos36—
- —1—2 lzsin4<pcos46) +2¢ (sin<pcos<§+ %lsin2(pcos2(5) +rp (~ Acospcosd+

"+ cos2¢cos2d+ Acos3pcos3d+ -—411- lzcos4<pcos46)l—mogrsin(p = R,

Uwzgledniajac, ze niewyréwnowazenie silnika i tlumienie w ukfadzie amortyzacji maja
w praktyce male warto$ci, moZzemy do rozwiazania rownan typu (3.3) i (3.4) zastosowaé
asymptotyczng metod¢ KRYLOWA-BOGOLUBOWA-MITROPOLSKIEGO [10, 11]. W celu umozli-
wienia analizowania zachowania si¢ drgajacego ukladu takze w obszarze rezonansowym,
w ktérym réznica faz pomiedzy drganiami wlasnymi i wymuszeniem okazuje istotny
wplyw na zmiany amplitudy i fazy drgan, poszukiwaé begdziemy rozwigzan réwnan (3.6)
i (3.7) w pierwszym przyblizeniu w postaci

' v = acos(p+y)+eu(a, ¢, p+p, ),

(3.8) o =a,
gdzie ¢ oznacza maly parametr, u, jest mala funkcja okresowa, natomiast a, ¥ i w sg
piynnie zmieniajacymi si¢ wielkosciami, okre§lonymi réwnaniami: '

& = éAl(a) 1/); Cl)),
C

(3'9) '()b =b_w+8B1(a’ 1/),6!)), b? =‘;nl’

@ = aD‘l(a,y),.w).
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Z. dokiadnoscia do cztondw pierwszego rzedu matosci mozemy z uwzglednieniem zaleZ-
nosci (3.8) i (3.9) napisac:

. ou ou
0 = —ab +y)+elAd + B, si b 1 1
v absin(p+vy) 8[ 1cos(p+p) a Lsin(p +9) + i ) +w ],

(3.10) ¥ = —abzcos(qo-i-w)-i-e{[(b ) — - aA‘ 2abB1]cos((p+1p)— [a(b—w) aaBl
0%u, 0*u 0u ]
+2bA bz————— 2b ! 2 1.
‘]““‘"’“”” Ko+ T Aprnd T o |

Po wprowadzeniu do réwnan (3.6) i (3.7) malego parametru i po podstawieniu zaleznoéci
(3.10) otrzymujemy réwnania:

%u, 0%u, 0%u, B,
F 2. 2 b2 - 2 - _
(B.11) w v +2bw o9 op FICERNE +b%uy — | 264, +a(b w)——aw X
. 24, o
x sin(p+y)— | 2abB; — (b—w) o cos(p+v) =—n—1[ab1ysm(<p+1p)+
+ 2m,rw*(cospcos? 0+ Acos2¢cos 28 cos 8) + mg rav3cos ¢,
(3.12) = 7{R3"—ab2) cos(p+v) [Zm,, (sm(pcosd-i- Z.sm2<pcos25)+m0sm<p]

L, . . 3., .
+m,riw? (—?j Asingpcos d—sin2pcos286— o) Asin3¢pcos35—

- % /12sin4<pcos46) +2m,gr (simpcos o+ %_— lsin2<p00826) +m0grsin(p}.

Z réwnania (3.11) mozna wyznaczyé funkcje u, , A, i B, , przy czym w celu jednoznacznego
ich wyznaczenia postawimy warunek, aby a byla pelna amplituda pierwszej harmoniki
zmiennej (p+1y), tzn. poszukiwac bc‘dziemy rozwigzan na u, w postaci

(3.13) u, = Z {&n,.n.c08[ny @+ 12 (@+ )]+ Aumysin[ng p+n2(p+9)]},
' \ n+n, # £1
W wyniku otrzymujemy:
2myriw?
3.14 =27 .
(3.14) u, (2 — a7 .00526 cosdcos2¢p

Poréwnujac wspélczynniki stojace przed. funkcjami sin(p +) i cos(¢+1%) po obu stronach
réwnania (3.11) z uwzglednieniem (3.14) otrzymujemy réwnania:

oB 1 . . 1
2bA +a(b a)) 1.01 = ——;(2m,,cosz_6+mo)rwzsmw——n—zably,

aA1

2abB, — (b—w) = —%(Zm,{co.szé-i-mo)rwzcosw,
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skad

_ 2mycos?d+my
(G15) 4y = =TT

_ 2m,cos?d4myg
am(w +b)

al,, B = rw*cosy.

ra?siny — !

v 2m
Funkcje D, wyznaczamy z réwnania (3.12) przez usrednienie prawej strony tego réwnania
po (p+vw) w okresie 2n '

1 ’ .
(3.16) D, = % [rT—B —hw+ 5 (2m,cos?d —l—_mo) ab?rsin 1/)].

Na podstawie réwnai (3.9) i zalezno$ei (3.15), (3.16) wyznaczyé mozna wielkosci @, v i w.

W stanach nieustalonych postuzyé si¢ mozna metoda EULERA, zgodnie z ktdra proces

rozpoczynajacy si¢ w chwili t, od wartoSci aq, wo 1 o okreéla sig z zaleznosci:
Qitotdt = ao+Af(d)1=/07 Ar=to4-24r = ar=r04-ziz+At(d)1=ro+At,

i z analogicznych zaleznosci dla wielkosci v i . _
Dla stanéw ustalonych réwnania (3.9) maja rozwigzania:

b
Tk W—“"tg[m_—b)]’
2
2m_)

(3.17) g (2m,cos?0+mg)rw?

m(w+b) -l/(b —w)?+ (

a o spelnia réwnanie:

(3.18) rT—B—hw— 4; @b, (w+b) = 0,

)2

w ktérym czion

(3.19) (AM), =

17 @b (@)

stanowi staty, w stanach ustalonych, skladnik dodatkowego momentu oporowego, powo-
dujacy spadek predkosci katowej silnika dw = wy—w i stratg mocy w poréwnaniu ze
sztywnym posadowieniem _

(3.20) (AN)y = (AM)ow,

gdzie wy spelnia réwnanie:

(3.21) rT—B—hw, =0.
Z uwzglednieniem zaleznosci (3.17) ot‘rzymujem.y:h
(3.22) AM)o = Momo, (AN)s = Mymow,
gdzie S
1 v
3.2 =— 2 2r202, =
(3.23) M, - (2m,cos?d+mg)2riw?; o St DIA= w7

l W

= ——y_ <0 = . .
wmb’ HTp

)
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Zaleznoé¢ wartosci 7, od wartoéci stosunku czestosci p dla réznych wartosci bezwymia-
rowego wspotczynnika » przedstawiono wykresinie na rys. 3. Zaleznos¢ ta umozliwia dobor
systernu amortyzacji zapewniajacego odpowiednio male straty energetyczne. Wynika

A,

10,0

50

20 4
10 /

05 4

N\

02

N

ANAN

o1

0,05 / A

0'02 A

94 //
QESIZE

0,01

0,005
/ .

0,002

&Q

Al
= B

001
0009+ a8 12 16 20

Rys. 3

z niej, Ze W obszarze rezonansowym korzystne sg duze wspétczynniki thumienia podk{ad'ek
elastycznych, a w warunkach nierezonansowych — male.

4. Nieliniowe drgania silnikéw wielocylindrowych o 6 stopniach swobody

Rozpatrzymy przypadek drgan silnikéw wielocylindrowych o 6 stopniach swobody,
przy czym uwzglednimy, ze amlitudy drgar obrotowych a, g1y sa w praktyce mate i w roz-
ktadach funkcji trygonometrycznych tych katow w szeregi potegowe zachowamy tylko
pierwsze wyrazy. Ograniczymy si¢ do analizy stanéw ustalonych oraz bliskich ustalonym,
w ktérych & jest mata wielkoécia i pominiemy cziony proporcjonalne do iloczynéw m,s,» ¢
i my® jako czlony drugiego rZQdu maloéci. Otrzymujemy wtedy na podstawie rownania
Lagrange’a drugiego rodzaju oraz zalezno§ci (2.11)—(2.16) i (3.1), (3.2) nastgpujace
réwnania ruchu:

mii+cou—U,y+ U, 19 = Rl+mp1(F1)1+mp2(F1)2+m0Q1’
4.1) . m‘U+Cy‘U Veat Vs, V= R2+mpl(F2)l +m,,2(F2)2+m002,
‘ mW+CzW“' xﬁ+W0‘ ""R3+mpl(F3)l+mp2(F3)2+m0Q3:
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4.1 LA+ coa—V, o+ Wow—co oy — cxyﬂ ch(mo) = Ry+m, (Fy), +

[c.d] +mp(Fa)atmoQua,
1ﬂ+cwl3 Wow—Uu+coo—cpp —R5+n7pl(F Yo+ 11y (Fs)y +11, 05,
1z7’+£‘;z7—Uyll—i'Vx?)—Cyzﬁ*szO{ = Re+mp(Fo)1 + My (Fo)y +116Qs,
1§ = RE +m,, (Fy); +1m,,(F7), +7‘”oQ7,

] \ 1 \ 7 .
Cx = Zcxl, Cy =Z Cyi s ¢, = ‘4\_1 Czis U,v =A\, Cxidis Vz = ZC_V]Z,',
i i i i
\ !
W\: = 21 CziXi» V’.\' = 2 CyiXi,
i i
9
W.V = Z Cziyi: Uz = Zcxizl'v xX 4_>.I kxl+c_vizl +Czlyl)
i i

— 2 2
Cyy == Z (ky,'+Cx121 +czix,-),
i

—
, — 2 2 — _— — —
Czz = Z (kzi+cxiyi +Cyixi)y Copy = Cyx = 2 CziXiYi, Cyz = Czy = 2/ CxiYiZi,

i H i

Cox = Cxz = 2 CviZi Xy,
i
Ol
/ 1

lx = 2 lxl, Z yis z Uy = z;lxiyh Vz = Z lyizi,

{ 7

i i

~4

B
-

-
Wy = leixl; Vi = Zlyixi,
i

i

' 1 \
W}' 2 ziVis z = .>__, lxizi) lxx =Z (hxi+1ylziz+lzl~yiz)> l.\'y_= 2 (hyi+l.\‘izi2+lzlxi2)1
i i i

lzz = Z (h:i+lxiyi2+lylx12)> lx,\' = lyx = Z lzix,'yg, lyz = lz,v = ._S:leiyizi,

i i i

lzx = lxz = Zlyizixl;

i

Ry = —La+ U, y—UiB, Ry = —~Lo+Via—Vip, Ry = ~Ilw+Wi—Wia,

b
I
1l

D COsin(Ekp+ 9©) + 7)) — Lesbe4 Vio— Wy i+ L+ Loy B,
k
crT(wo) = erT(9)—(p),

Rs = — L, p+ Wik —Ulit+loya+1,9, Re = —ly+Uii—Vad+1, B+ L.,

a2 2
I, = I;+cmpl[co— (L—%rl sinéJ My, [c0+ (L—— %{-rl)sin 6] +

c(mp, +mp2)[ t+r? (1 + 55}{2)] + cmo (b3 +c3+r?),
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2

. 2
I, = I, +cmy, [co - (L - —;—rl) sin 6] +cmp, [co + (L— %rﬂ,) sin 6] +

c—1
1 1 . 1
+cr?(mpy +myy) (7 + 33 /12) sin? 8+ cmy (c?,+ 7"2) + 2 [mpy (e, +e)* +
n=0
+mpy(a,—e)* +myag],

1 1 1
I = I+ c(mp +my,) [b§+r2 (7+§/12) c0526]+cm0 (b3+5 r?-) +

c—1

+ Z [mp1(ay + €)% + mpy(a,—e€)? +moaZ],
n=0

c—1

(Fi)ijp = —-%{—2cb1§5+2cc1}3'+ Z[—2rf1(§cos6ii§sin6)+
n=0

+4rfy (7003 8+ fsind)p+2rfa(ycos 6+ Fsin )71},
f2 = cos(p+nd,nF )+ Acos2(p+nd,n¥9d), fi3=sin(p+nd,nFd+

1
+ Asin2(p +nd,n F9),

c—1

0, = —%{—2cbo§3+2ccol§+2 [—2r¥ cos(p +nd, 7) +4ry@sin (¢ +nd,w)+

n=0
+2ry¢*cos(p +nd, ) — 2rf sin (@ -+ nd, ) — 4rBgcos(p +nd,m) +
+2rpipsin(p+nd,m)]]

c—1
Fa)ip2 = ~—‘%{—2cc1&+2 [2(a, €)Yy £ 2rf; tsin 6 FArf3 apsin § F
n=0

F2rf3(asin d L cos 6)(,’02]} ,
c—1

0, = ——;—{ —20co b+ ), 2055+ 2riisin(p+nd,m~ a)—

n=0
- 2r(p—a)*cos(p+nd,m— ot)]} )
1 et . . ..
(F)1j2 = _7{2cb1&+;; [—2(ant€)+2rfticos 6 —drf3é{pcos § —
—2rf,(acos d Fsin 6)<f02]} ,
) o1 . _
0, = —7{2cboii+’§0[—2anﬂ+2réccos(qo+nd..7l—°‘)+

+2r(¢p—a)2sin(p+nd,mw— OC)]} s

6 Mechanika Teoretyczna
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c—1

1 - .« W1 —
Fip = —7[—2cclv+2cb1w+2{2r2a[z Acos(p+nd,nF d)+

n=0
1

+% cosZ(<p+nd,,7z-T§)+% Acos3(p+nd,mF o)+ 35

lzcos4(<p+nd,,ﬂ$6)] —
—2r2ap [% Asin(p+nd, 7w F 8)+sin2(p+nd,n F8) +% Asin3(p+nd,nF )+

%—Zzsin4(<p+nd,,ﬂ$5)] +2rf10sin 6 —2¢; (a, L )y 2rfi (a,Fe)Psin § F

Fdre, fiosin d42rc; fr(asin d+cos O) p* — 2r2f, [ a@p? +2rf, Wcos §—
- 2b1(a,,ie)}f§—2r(a,,-_|-e)f1 Bcos O+4rb, fidcos d—4rb_fidpcosd—

—2rb, fo(o.cos Fsin ) p* + 2gr [f1 —-Cosnd,,n—% AcosZ(na’,,nié)] sin 6+
+dre, fa@sin 6” .
c—1 .
0, = —5{—2ccov+2cbow+2 [2rvsin(p+ nd, 7 — o) —2a, oy —
n=0
~drepasin(p+nd,m~ o) +2rcy (§— a)*cos(p+nd,w— o) +
+2a,,r';3sin((p+nd,,7z—oc)+2rii)cos(<p+nd,,vr—a)—2a,,bo}§—
—2ra, fcos(p+nd,m— &) +4b, réicos(p+nd, w— &) +

+ 2B r(p—&)?sin(p +nd, w— &) + 2grsin(p +nd, w— oc)]} ,

2 32 2

c—1
+9sin26)—2¢hy ¢y Y+ 2
=0

. . 1 v
Fs)ipp = —% [ZCcl'zlicrzﬁl (l+ilz) sin2d + ¢r? (—1—+?2—22) (2fsin?6+

. 1.
{—Zi{)(a,,ie)—2b1(a,,ie)oc—r2<p [—Ilsm((p+

n

+nd,wF O)+sin2(p+nd, nF 6)+% Asin3(p+nd,n F )+
+—;—22 sin4(<p+nd,l7v$6)](2[351’n25i)'/sin26)+r2 [—i—lcos(<p+nd,,n$ d)+

+% cos2'(<p+nd,,7v$6)+—£1f lcos3((p+ndnn$6)+% A? cos4(<p+nd,,7v$6)] X
x (2fsin® 6+ ¥ sin20) F2rf, sin 8 2rb, £ sin & +4rey f3§(cos 8+ fsin 6) —
—2r¢, f,(Pcos b+ 2fsin 8) +2re, fo(ycos O+ Bsin 8) >+ 2r 3 (ycos b+

+ Bsin §)sin § F2r2f, fo¢*(ycos + Bsin 8)sin 6 +4r(a, +-e)f3dpcos §—

- =2r(a,te)fi0cos 64 2r(a, -e)f, ¢*(acos 6 Fsin 6)—r2f§(2ﬂsin26iysin26)¢2}] ,



NIELINIOWE DRGANJA SILNIKOW TEOKOWYCH 595

c—1
Qs = _—% {—cr?ﬁg’vz +2¢cott+2ch, c0§3—2cr2}7¢+2 [—r2]§0052((p+ndnn) +
n=0
+2r2Bpsin 2(p +nd, 7)) — 2riisin (¢ +nd, ) + 2rboy sin(g + nd, ) —
— 2¢o 1y cos(p+nd,m) - deg ry@ sin(p +nd, 7) + 2¢q ry@3cos(p + nd, ) —
—dcq r:Bsin(q) +nd,m)—4cq rﬁ(})cos (p+ndym) +2a, W+ 2¢o rfp*sin(p +nd, =) +
+r2ysin 2(g + nd, ) +2r*p¢ cos 2(p + nd, 1) — 2a, bt~ r>y@*sin 2(p +nd, 7) +

+r2Bp*cos2(p + nd,m) —2ra,scos(p +nd,m— o) —

~2ra,(p— &) sin(p+ndyn— )]},

c—1
Lo\ . 50 S )
(F6)1 2 = _%_ [icrz(%"‘5‘2‘/12)/351]125-—2017111—2017101[3+ {Z(a,,ie)‘v_
n=0

—2(a,,ie)cl&—r2¢[%ﬂsin(¢+ncl,,n$ 0) +sin2(p+nd,n F 8)+
1., — . .
+%2sin3(<p+nd,,n$ 5)+§ A2sind(p +nd,,n+5)] (2ycos25 4 Bsin2d) +
2 [% lcos(<p+nd,,n$6)+%- cbs2((p+nd,,n$6)+—}4-lcos3((p+nd,,n$ d)+

+ §12~ A?cosd(p+nd,nF 6)](23300525 + fsin26) — 2rf, ticos 6 —

—4rb, fsp(ycos 8+ Bsin 8)+2rby f1 % cos 8 —2rb, £, (ycos d + Bsin §) —
—2rey [y B'cos 84 2r2p2f3(ycos 8 + Bsin ) cos 6 —2r3f; fr¢p*(ycos d + sin §)cos §+
+2rb, f1 (Y cosd ilﬁsin 0) Fér(a,+e)fsa@sind+2r(a,te)f tsin 6 F

2r(a,te)f, p*(asin d+cos 5)—'r2f§(2y00526i ﬁsin26)<})2}] ,

c—1

Q¢ = —%—{—cr2y¢2—2cboi2—20boco B'+2cr2/§¢+2 [r2¥ cos2(p+nd,m)—
n=0

—2r2p@sin 2 (¢ -+nd, ) — 2riicos (@ -+ nd,m) +4rby y cos (g +(1d,, )~

— 4rby ypsin(p+nd,m) — 2rby yp*cos(p+nd, )+ 2rb, Bsin ((p + nd,,.n) +
+ 4rby fpcos(p+nd,m) — 2rby Bpsin(p-+nd, ) —2cq rf?;cos(Q) +nd,7)—
- rzyé)zco.s 2(p+nd, )+ 12 Bsin2 (@ +nd, ) +2r2 fpcos 2 (¢ +ndy ) —
— r2fp2sin 2( +nd, 7) -+ 2a, B —2a, ¢o G+ 24, réisin(g+nd, 7w — o) —

—2a,r(p—&)*cos(p+nd,m— oc)]} .
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c—1
Fys = — ?1)‘_ [4cr2aéc¢ (—:lz + -51;—12) + Z {2r2f2f3 @2 (y2cas?d+ Pysin2d + B2sin?d) +

n=0

+2r33p(2ypcosid+ ﬁysin2éi ﬂ;'/sin25+2ﬂ/§sin25)+ 2rf3u(ycos 6+ Bsin §) —
—2rb, f3¥(ycos O+ Bsin 6)+2rc, /5 B'(ycos O+ Bsin 8)—2r2f) fr(ycosd+ fsin &) x

N D . _
x (ycos 6 & Bsin §) — r2¢? [7 Asin(p +nd,n F 8) —sin2(¢ +nd,nF 6)
. _ .. |1
- % lsin3(<p+nd,,rc3|-‘6)—% A%sind(@+nd,nF 6)](a2+ 1)+ 4r2agp [? Acos(p+
1 - 1
+nd,t F6)— %cos2(¢p+nd,,n-_|-6)— 0} Acos3(p+nd,nF6)— Y A*cosd(p +

+nd,nF 5)J o F2rf5v(asin 6 +cos 8) F2r(a, +e) f3¥(asind £ cos ) +

+2re, f5 &(asin d +cos ) —2r2f, fza(asin d +cos §)sin 6 — 2rf; W(«cos 6 Fsin §) +
+2r(a,€)fs E(acos 0 F-sin 8) — 2rb, f3a(cccos 8 Fsin 8) —2r%f, fyo(acos 6 F

Fsin d)cos 6 —2grf3(cos d+ asin 6)” s

c—1

0, =— 1? {2cr2y51¢+2cr2m§¢—2cr2&+ erfy—crify + Z [—2r2yppcos2 x

n=0
x (¢ +nd,7)+r2y*@?sin2 (¢ +nd, 7) + 2r2BBpcos 2(p+ nd, ) — r2 f2p3sin2 x
X (@+nd, ) + 2ryiisin(p + nd, ) — 2r piicos(p + nd, ) — 2rb, yy sin(p + nd, 7c) +
+ 2rbg By cos(p +nd, 7))+ 2rco yBsin(p+nd, m) —2co rBAcos(p+ nd,m)—
—r2yPsin2(p+nd, ) +r2pycos2(p+nd,m)+ r2yfcos2(p+nd,m)—
~ 2r2y Bpsin 2(p+ nd, 7) — 2r2 Bpdpsin 2(p + nd, 7) — 2r2 y*cos 2 (¢ + nd, 7) +
+r2pfsin 2(p+nd,7) —2rvsin(p +nd, 7w — ) + 2¢o rasin(p +nd, w— o) —
—2a,rysin(p+nd,m— o) —2rwcos(p+nd,m— o)+ 2ra, Bcos(p +nd, w— o) —
—2bgriicos(p+nd,w—a)—2grsin(p+nd,m— ?z)]} .
Cziony zgrupowane na prawych stronach réwnan (4.1) maja w praktyce male wartosci.
Gdy prawe strony réwnan (4.1) sa réwne zeru, mamy do czynienia z drganiami wlasnymi
o rozwiazaniach: :
42) u=uy+o,, V=040, W=Wo+0s, & =0,+04, B=Po+os,
Y = Yo+0¢, @ = const.

W rozwiazaniach tych uy, ..., ¥, sa stalymi skladnikami wywolanymi stala skladowa
momentu reakcyjnego crl(wy), a g(s =1, ..., 6) sa suma skladnikdw o postaci

4.3) o® = p®a,cos(At+6), s, k=1,..,6,
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gdzie: a;, O oznaczaja stale okreflane z warunkéw poczatkowych, A, sa czesto§ciami
drgan wiasnych okre§lanymi z réwnania charakterystycznego ukladu, zas§ o sa statymi
speiniajacymi réwnania: .

(44 D g )o® =0, jk=1,..,6
s=1
i warunki ortogonalnoéci'
6 6
4.5) Z Za gPeP =0, D N e®eP =0, k=1
s=a1 j=1 S=lj 1
im0 0 0 0 07 Cx 0 0 0 Uu, -U,]
0 m0OO0O 0 ey 0 -V, 0 V.
00 m0O0O OO 0 0 & W, —-Ww, 0
wl=lo 00,00 W=l 0o —v, w ¢ -—c, —cuf
0000TI5LO U, 0 =W, —cyy ¢y —0
100000 ]| LU, V. 0 -y —¢n € |
W niniejszej pracy podamy rozwiazania réwnan (4.1) w pierwszym przybliZzeniu.

Wykorzystamy tu te wlasciwos$é analizowanego ukiadu, Ze na skutek istnienia thumienia
i wymuszen zwiazanych z obrotem watu korbowego ustala sie drgania okre§lone przez
czesto$€ wymuszen i te sposrdd czesto$el drgafd wiasnych, ktérej warto§é jest najbardziej
zblizona do wartoéci czestosci wymuszen. Drgania z innymi czesto§ciami wlasnymi badz
wygasna, badZz moga nie byé rozpatrywane w pierwszym przyblizeniu [10, 11]. Zalozymy
przy tym, Ze nie wystgpuje rezonans wewnetrzny.
Po podstawieniu (4.2) do réwnan (4.1) i wprowadzeniu wspdirzednych qua51 -normal-
nych za pomoca podstawienia
s
(4.6) os(t) = 2, Y o®g ), s=1,..,6
k=1
otrzymujemy réwnania:
6

1
@7 wtMq= M, < y "‘)[Rj+m,,1(Fj)1+m,,2(Fj)2+m0Q,], k=1,..,6,
j.=

6 6
. 1 3
“48) fp= 7 [RE? +mpy (F2)y +mpa(Fr)a+meQr), M= 2, Zasj‘i’s(rk)‘p}k)'

s=1 j=1
Dla wyznaczenia drgai ukladu w pierwszym przyblizenin wystarczy ograniczyé sig
do analizy dwéch réwnan: réwnania (4.8) uwzgledniajacego Zrddio energii i jednego
z réwnan (4.7). Wybor jednego z réwnan (4.7) zalezy od czestosci 4, dla ktérej warto§é
réznicy |A,— | jest najmniejsza. JeSli taka czgstoscia jest A, nalezy rozpatrywaé uklad
réwnan:
6

1
2 @ [Ri+my, (F)); +mys(Fp), +m 0],

4.9 Go4a2p =t
4.9 Gu+ Anm M, 2

,...

. 1
(4.10) Q= T [RS +mp, (Fr)y +mpn(Fp) 2 +mo Q7).
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Dla réwnan (4.9) i (4.10) przewidujemy w pierwszym przyblizeniu rozwiazanie w postaci:
| G = acos(p+y) +eus(a, ¢, g+, 0),
4.11) ¢ =w,
w = tD(a,p, w),
gdzie a i  sa funkcjami czasu i opisujg si¢ réwnaniami:
(4.12) a =A@, a,w0),

b = Ap—w+ 6B, p, ).
Podobnie jak w przypadku réwnania (3.6) otrzymujemy:
o%u 0%u 0%u
413) 22—t 421 2 21 422
@) A Sty T patpty) T Tagr T
+ I:(}“m_w)g—j- _zaB}“m] COS(‘P"‘ 1/))_ [(}“lrx_w)a g_f:' +2A}“m] Slﬂ((P+’l/)) =
6
= D O R s (B4 i (Fa o 0]
m j=1

W celu wyznaczenia wielkosci 4, B i u; przedstawimy prawa strone réwnania (4.13)
oraz u; w postaci podwdjnych szeregdéw Fouriera:

6 0
1 .
(4.14) T y, @™ [RyAmy (B + My (F) 2 +mo Q)] = 2—1 Fo,, ni(a, 0)etimtn@sl,
mi=

ny, na=—00
©

(4.15) ui(a, ¢, p+yp,0) = Z i, n (@, @) MPHREFT

HipHz=—00
gdzie
2 2n 6

1 1 '
(4'16) Eu, m(aa w) = 4—71;2“ .{ f F th_(im}[Rj'*“mpl (El)l +mp2(Fj)2+
0 0 T

+ mij]e‘i["l"’+"2("’+'l’)1dq7d(gv +"P) ,

i jest jednoécia urojona.

Aby «a byla pelna amplituda pierwszej harmoniki kata (p+v) powinno zachodzié
Uy, n2(a, w) = 0 dla wszystkich n, i n, spelniajacych réwnosé¢ n, +n, = +1. Z uwzgled-
nieniem tego warunku otrzymujemy na podstawie (4.13) - (4.16)

Fy,, (2, ®)
}“rzn - (11160 +’122m)2 ’

(4.17) Un,, nz(aa w) = ny+n, # £1,

(4.18) [(l,,,—-w)%:— —2aBl,,,] cos(<,v+'zp)——[(l,,,—w)ag—j.+2Alm] sin(p+v) =

o)

= § Fn“ "y (a R w) llme+m@+]
nyN2=—00
n+ny=41
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Z zalezno$ci (4.15) - (4.17) otrzymujemy

oo}

1 e +r@+]}
4.19)  ua,p,p+yp,0) = = 5 f f thj’”)[Rj+

lm - (nlw +n2 /'{m)

Hyynp=—00
nyd-n% 41

+mp,y (El)l + mpz(Fj)z +my Qj] e mpEn@ Y] dy d(‘}’ +9).

W celu otrzymania réwnan do wyznaczenia funkcji 4 i B poréwnamy wspdlczynniki
stojace przy sin(p+%) i cos(p+1p) w réwnaniu (4.18). Oznaczajac n, = ~p,n, = pt1
otrzymujemy:

[(1,,, — w)%;:— -~ 2aBl,,,] cos(p+y)— [(1,,, —w)a g—f: +24 l,,,] sin(p+vy) =

© 27 2z

= Z;Z‘f 2 ""”[cos((p+1p)+zsm(<p+1p)]ff Z PR, +mp (F), +

p=—0

+ 13 (Fj)y+mo Qe [cos(p +v) Fisin(p+y)]dpd(p+v),

skad
2rn 2m
2Al,,,+a(lm—w)——= 27: 2 lplﬁff i 2(7,(»,) [R,+ 0 (F)); +
pP=—w® j=1
(4.20) +mp2(Fj)2+moQ,]e—Wsm(¢+¢)d¢d((p+¢),
2n 2n
2080 = (A - )— - 27: 2 ip-pf f Z ¢§M)[Rj+mp1(Fj)1

p=—0
+ 1y, (F))a + 1m0 Qle™ "V cos(p+ ) dpd(p+v).

Rozwiazan ukladu (4.20) poszukujemy w postaci szeregdw:

0

@21) A, p,0) = D Cola,)e™, Bla,y,0)= 2 Gyla, w)er.

p=—0 p=—0

Po podstawieniu (4.21) do (4.20) otrzymujemy rozwigzania:

1 X\ e'rt O (m)
(422) A(a,’tl),a)) = —2—7;7 2 41'2"'_172(2"1 (}-m )lpf f 2 p; X
p=—00

X [R;+my  (Fy) 1 +mpo(F))2 +moQjle P cos(p+y)dpd(p+y)—~

2x 2n 1
41’"[ f M,
0 0

Z @i Ry +1my  (F)1 + mpa(Fy)2 +mo Q)] %
j=1

x e~ "Psin(p+y) dpd(p +w)} ,
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2n 27

0 6
1 e { ) 1
422) B(a,p,0) = ——5— E LA AR Y ff E' .
fc.d.]) @9, ) 27%a e 432 —p*(Ap—w)? ( )po g M, = #

% [Ry+mpy (F))y +mpz(F))y+ 1o Qjle™ " sin(p+ ) dpd(p+ )~

2n 2=

1
_2)':;1 { f
b 0 M"l _l

6
5

P [R;+ 1y, (F))i + 1m0 (F), +me Q)] x
1

x e~ P cos(p+ ) dpd(p+ w)} )

Funkcje D wyznaczymy z réwnania (4.10) przez u$rednienie prawej strony tego réwnania
po (p+v) w okresie 27z o

22

1
(4.23) D(a,p, w) = 5T [RE? +mp1 (F2)1 +mp2(Fr)a +mo Qq)d(p+ ).
o

Na podstawie (4.11), (4.12), (4.22), (4.23) wyznaczyé mozna wielkosci a, v i @ oraz
z uwzglednieniem (4.2), (4.6) i (4.19) drgania uktadu:

@.24)  u = ug+dilacos(p+y)+ul, v =vo+dY" lacos(p+p)tul, ...,
v = vo+¢¢"lacos(p+y) +u,].
Z réwnania (4.10) wyznaczy¢é mozna wywolany drganiami silnika dodatkowy moment

oporowy, jako sum¢ momentéw na wale silnika, z jakimi oddzialywuja masy m,,,, i 1
przy drganiach u, ...,y

(4.25) AM = — {my, [(Fs), — K1)+, [(F7), — Kol +mo(Q7—Q0)}

2
ktérego staly, w stanach ustalonych, sktadnik (4M), =§1—7; f AMd(p+vp) powoduje
0

trwaly spadek predkodci katowej silnika i strate mocy (AN), = (AM)yw, zwigzang z thi-
mieniem w podktadkach elastycznych.

Powyzsze zaleznosci pozwalajg dokonaé analizy drgan i obcigZent silnika oraz doboru
uktadu amortyzacji, spetniajacego wymogi stawiane elastycznemu posadowieniu i zapew-
niajacego odpowiednio mate straty energetyczne, przy uwzglednieniu nieliniowych zjawisk
i nieidealnego 7rédia energii. Przez podstawienie § = 0 lub § = n/2 zaleznoci te moga
by¢ wykorzystane takze do analizy silnikéw o pionowym ukladzie cylindréw lub silnikéw
typu bokser.
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Pesome

HEJTWHEWHBIE KONEBAHUA AMOPTH3WPOBAHHLIX V-OFPA3HBIX
OBUTATEJNEN C HEWIEAJNLALIM MCTOUYHUKOM DHEPTUHM

B pafore paccMaTpMBAIOTCA KONeGaHHUS aMOPTH3UPOBAHHEIX V-00pasHbIX KBUraTeNell C HEypaBHO-
BeleHHBINY MACCAMH H C BO3BDATHO-IIOCTYNATENLHEIM U BPallaTeIbHLIM RBIKCHMAMH. YUUTLIBAETCSH
HCUAEANLHOCTD MCTOUHBKA OHEPTHH M YIJOBas CKOPOCTL ABHUraTelsl IpHHumaeTcs nepemennoi. Ilo-
BEJlEHHE PACCMATPHBAEMBIX CHCTEM ONMCHIBAETCA C MOMOLI{BIO HEJMHEHHBIX Nuh(epeHUHaNLHbBIX YpaB-
HeHuii, KOTOpble pewialoTcst ¢ Npumenexuem merona Kpeimosa-Boronobosa-MuTpononbckoro,

Summary '

NON-LINEAR VIBRATIONS OF ELASTICALLY MOUNTED V-TYPE PISTON ENGINES
WITH NON-IDEAL POWER SOURCE

The paper deals with vibrations of elastically mounted F-type engines with reciprocating and rotating
unweighted masses. The non-ideal power source and varjable rotating speed of engine are taken into account.
The behaviour of analysed systems is described by non-linear differential equations which are solved by
means of the asymptotic method of Krylov-Bogolubov-Mitropolsky.

INSTYTUT OKRETOWY POLITECHNIKI GDANSKIEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 10 stycznia 1975.



