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1. Wstep

W procesie budowy konstrukeji stalowych, przy powszechnym stosowaniu spawania,
odksztatcenia wstgpne tarcz nie dadza si¢ praktycznie wyeliminowaé, przy czym dochodza
one nawet do 50% grubosci tarcz.

Wstepne ugigcia odgrywajg znaczna rolg¢ w zagadnieniach stateczno$ci tarcz prosto-
katnych i maja powazny wplyw na pracg tych tarcz w warunkach obcigZzeni ponadkry-
tycznych. Dotyczy to tych przypadkéw obciazenia, gdy oprécz obciaZzenia poprzecznego
dzialaja rowniez sily w plaszczyZnie $rodkowej tarczy, badz tez gdy stanowia one jedyne
obciazenie tych tarcz. Wplyw tych sit na koricowy stan naprezenia i odksztalcenia zalezy
bowiem nie tylko od ugiecia w; wywolanego przyloZzonym obciazeniem, lecz réwniez od
ugiecia wstepnego w,. Dlatego tez przeprowadzenie w przypadku takiego obciazenia
analizy wplywu wstepnych ugieé na stan naprezenia i odksztalcenia tarczy wydaje sie nie-
zbedne.

Praca cienko$ciennej tarczy prostokatnej po utracie statecznoéci, przy nieliniowym
rozkladzie obcigzen, zostala szczegétowo przeanalizowana w pracy [7] przy zaloZeniu
plaskiej postaci tej tarczy w stanie poczatkowym.

Celem niniejszej pracy jest zbadanie wplywu wstepnego ugiecia takiej tarczy poddanej
nieliniowemu rozktadowi obcigZen na jej stan koncowy.

2. Podstawy teoretyczne oraz przyjete zaloZenia

Przedmiotem rozwazan jest cienka, prostokatna, izotropowa tarcza o statej grubosci 4,
swobodnie podparta na calym obwodzie.

Zagadnienie wplywu wstepnych ugieé na pracg tarczy prostokatnej poddanej nie-
liniowemu rozkladowi obciazen na brzegach x = *a, dzialajacych w jej plaszczyznie
§rodkowej i zmieniajacych sie wedtug réwnania

@) o =Ko [a(%) —ﬁ]

zwigzane jest z koniecznoscia rozwigzania réwnania biharmonicznego
2.2) V2V3Q = 0.
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Rozwigzania réwnania (2.2) bedziemy poszukiwali w postaci
(2.3) D(x,y) = Do(x, )+ ZA,.Q.(x,y)-

Funkcja naprezen ®@(x,y) powinna spetnia¢ nastgpujace warunki brzegowe:
dlax = +a

2@ 2
Oy = 6—2‘ = KO (‘xy—‘ﬂ),

ay b*

Ty T T axay

(2.4)
dlay = +b
0*P

V=G =0

—_— 52® —

T = T oxay

Funkcja Do(x, y) powinna réwniez spelniaé warunki brzegowe podane w wyraZeniu
2.4). @,(x, y) jest to funkcja spehiajaca jednorodne warunki brzegowe:
dlax = +a :

2o, | 20,
oy oxdy
@.5)
dlay = +b
e, PD,
ox* ~ dxdy

Funkcje naprezen przyjeto w postaci

1 1 y?
(2.6) O(x,y) = 51?0)’2 (-g tx%;— ) + (X2 =) (2 =022 (A, + A, x2+ A3 p?+ L),
Do przyblizonego rozwigzania réwnania biharmonicznego (2.2) zastosowano zasade
Jminimum energii.
W oparciu o funkcj¢ naprezen (2.6), ograniczajac si¢ do pierwszego skladnika szeregu,
otrzymano wyraZenie okre§lajace naprezenie

2
@7 ox = Ko (a%—ﬂ)+4A1(x2—az)2(3y2~b2).
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Dla parametru K, przyjeto zatoZenie, Ze jest on liczbowo wigkszy od wartosci odpowia-
dajacej obciazeniu krytycznemu. Zatozono, ze powierzchnia $rodkowa tarczy nie jest
powierzchnia idealnie plaska, lecz ma poczatkowa krzywizne. W kazdym jej punkcie istnieje
zatem pewne wstgpne ugiecie w,. Przyjeto, ze jest ono male w poréwnaniu z gruboécia
tarczy.

Najmniej korzystna — z punktu widzenia pracy tarczy przy obciaZeniach ponadkry-
tycznych — jest taka postal wstgpnego ugigcia, jaka pierwotnie plaska tarcza przyjmuje
po utracie statecznosci. .

ky

Kolo-B) L Keh | —KaP

M )

‘Nii%j
| EJW

_ Ko (ex-p)

gz

2q

Rys. 1

W rozpatrywanym przypadku podparcia i obciazenia posta¢ taka mozna przedstawic
jako wynik naloZenia si¢ jednej pSifali cosinusoidy w kierunku osi O z trzema poifalami
wzdtuz osi 0,, w drugim przyblizeniu jednej p6ifali wzdluz osi 0, z pigcioma péifalami osi
0, itd. [7].

W rozpatrywanym zagadnieniu zafozono ksztalt wstgpnego ugigcia powierzchni §rod-
kowej tarczy w postaci odpowiadajacej pierwszemu przyblizeniu
3y

+wi cos ﬂ_) )

y

2b

2.8) Wo = COS X

5 (wf,ﬁ{ cos

Jak wiadomo [2], skladowe stanu odksztalcenia powierzchni §rodkowej maja nastgpu-

jaca postaé:
g v 1 ﬂ)l_l(?ﬂe)l
== T2\ex) 2\ )
do 1 {aw\® 1 {ow,\*
2.9 = -\ 2
@ “ w*ﬂw)z(@y

_ow  Ov oW 0w _Owo OWo
Yoy = dy  9x  ox dy dx dy

Rozktad sit wewngtrznych i naprezen podany jest na rys. 2.
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Momenty gnace i skrecajace oraz sity poprzeczne zaleza od przyrostu ugigcia tarczy
i wyrazaja sie nastepujacymi wzorami:

M, = =D| Ly Gv=wo) b1y (w=w0)
= =Dias W—1, 1(7y2 W—="Wo)|,

i

G 0?
(2.10) M,=-D l_ayz (w—1wg)+v e (w—wg) |,

i
My =M, = —-(1 —V)D'"am (w—wo)

oraz

=D

o)
=
|

2 n o)),
@.11)

3]
&= Py

(V20— wy)].

Rys. 2. Sily wewngtrzne 1 naprezenia na krawedziach wycigtego elementu tarczy
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We wzorach tych D oznacza plytowa sztywno$¢ zginania

Eh®
D=-_"—"—,
2.12) 12(1—»%)
Blonowe sity wewngtrzne N, N, i = okreslono za pomocag funkcji naprezen Airy’ego
@ = P(x, y) nast¢pujacymi wzorami:

*d *D 02D
—OyZ; Ny=h——; v=—h

ax?’ oxdy
W ten sposdb wszystkie sity wewnetrzne wyrazaja si¢ za pomoca badz funkcji naprezen
Airy’ego @ = @(x, y), badz funkcji (w—w,) przyrostu ugiecia tarczy, wywolanego przy-
tozonym obciazeniem. Funkcje te zwigzane sg ze soba ukiadem dwoch nieliniowych réw-
pan rézniczkowych czastkowych noszacych nazwe réwnan Kdrmdna. Dla rozpatrywanego
zagadnienia réwnania te maja postac: '

(2.13) Ne=h

D_,.. _ 02D 2w 0P 9w 2D Oy
(2.14) 7 VIV o) = o e Y e 5 T2 vy xdy
E
2.15) ‘ VIR0 = — U, W)= U, wo)].

W réwnaniach powyzszych symbolem V?V? oznaczono podwdjny operator réznicz-
kowy Laplace’a.

0°() 4y 0*() L ()

2y72 —
(2.16) _V \ () - ax* 0x25y2 ay4

Symbol za§ U w réwnaniu (2.15) jest operatorem rézniczkowym drugiego rzedu o postaci

| ey ) e
2.17) U(...) = 2{ i oy _[ dx0y ] }

3. Rozwigzanie zagadnienia

W celu uzyskania rozwiazania postawionego 'zagadnienia w oparciu 0 réwnania (2.14)
i (2.15) zalozono taka postaé¢ funkcji w = w(x, y) okredlajaca koficowe ugigcie tarczy
w stosunku do plaszczyzny xy, aby opisywala ona z mozliwie dobrym przyblizeniem
ksztalt, jaki przyjmie tarcza pod wplywem danego obcigzenia. W oparciu o wstepne
uwagi dla funkcji tej przyjeto postaé, jak dla funkeji ugiecia wstgpnego wy

ny

; ' max ny
3.1 w(x, y) = cos “5a Wi, 1COS ~2b—+ Wyy,3COS =5 )

Wspolezynniki w,, , i w,, 3 Wystepujace w powyzszym wyrazenju, s3 nieznanymi parame-
trami ugiecia. Przyjeta funkcja wstepnego ugiecia 1wy, = wy(x, »), jak i funkcja koficowego
ugigcia tarczy w = w(x, y) spelniaja zatozone warunki swobodnego podparcia krawedzi
tarczy. Jak wynika bowiem z wyrazen (2.8) 1 (3.1)

(Wo)x=1a = (WO),V:j:b = Q,

-2 Wi=ta = Wyogp =0
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Na- podstawie za$ zwigzku (2.4) zachodzi:

(33) (Mx)x=ia =0 i (My)y=ib =0.

Dla wyznaczenia przyblizonej postaci funkcji naprgzen @ = D(x, y), za pomocs ktdrej
okre§lone sa blonowe sily przekrojowe Ny, N, i 7, wykorzystano réwnanie (2.15), ktére
przy uwzglednieniu wyraZeri (2.8) i (3.1) przyjmie postac:

m2n* [ 2 7y mmx
3.4 VIV = — 32 I 1(w,,, i— w,‘,f’)l)(cosT+cos - )+
+2(Wy 1 W 140 10 cos~—+4cos'2—}i+ 4 os—y+coszﬂ cos X +
m,1 Wm,3 21,3 b b b b a
2 (02 3ny max ]
+9(wp, s —wi ) cos ——4-cos —— ;.
b a
Jezeli do powyzszego réwnania wprowadzi¢ nastgpujace wspélczynniki bezwymiarowe:
A =alb wspotczynnik ksztaltu tarczy;
& =w/h stosunek wstepnego ugiecia tarczy do jej gruboéci;
(3.5) & =w,/h stosunek koricowego ugigcia tarczy do jej grubodci;

Vo = wins /Wiy,

Y = w3/ Wats
to funkcja naprezen @ = D(x, y), ktéra jest ogblnym rozwigzaniem tego réwnania, bedzie
miata postaé:

t

Em?h?

(3'6) ¢(x) y) = - 1612

% [(52 )cosT + = (529’2 E3¥3)cos 3by ] +

+"2_}T AH(E? — 83) + 9(£2P2 — £2P2)] cos ™2 (- 52%)(005 b }1 27;)’)+

4 1 .2
+/1“(§2!P—£3¥’o)[(/12 R ny Bt G il ] m”x}

1 21 ) *(w2 _ g2\2( 12 _ H2)\2
—Tkoy ?“ﬁ_ﬂ —Af(x*—a?)?(y?-b?)>.

Ostatni czton powyZszego wyraZenia jest rozwigzaniem réwnania jednorodnego

o o*d o*P

i 22 p = 4~ 47"

3.7) VEVE® = G P2 g Y g

Blonowe sily przekrojowe Ny, N, i v wyrazaja si¢ za pomoca funkeji naprezen @(x, y)
zwigzkami (2.13). Wykorzystujac zatem wyrazenie (3.6), otrzymujemy:

= 0.

253
(3.8) N, = ETZZZ% { [(52_50) cos P 4 g2 4 22 )cos?’biy] -
27y 1
-‘(EZ&U— 5(2)5{/0) (COS o +cos T) /14((529/ fézlpo) [(?""W Ccos %y +

2
+ (412im2)2 cos QZy]cos mzx}—koh [oc(%) -ﬂ]-—4A1h(x2—a2)2(3y2—b2),
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(3.8) Em?h*n?2? | 1 S
d] M= T igar (el ) OE Y~ P lcos — —+
+m2(§“}7—§2‘P) —4—00524_
o+ o (;‘.2+m2)2 b
n 1 . 2my mmx. 44, (3x7 — a2y — b7 h
@R 7 |08 g (TG =0 =0,
_Emahanzﬂz 247s 2 2 .y
Fi 7 S SR LD [y o oy g

. . X
+ Wﬁrﬁz)—z sin = |sn -—zz—+ 164, hxy(x® —a®) (y* —b?).

2ﬂy] M7
Trzecie z otrzymanych powyzej wyraZen staje si¢ réwne zern dla x = +aiy = +b. Stad
wynika, Ze na obwodzie tarczy nie ma sit stycznych v zgodnie z przyjetymi zaloZeniami do-
tyczacymi jej podparcia i obcigzenia.

Dla stanu poczatkowego, to znaczy, gdy & = &, oraz ¥ = ¥, jest

(3.9) N, = —Koh [a(%) —ﬁ]—4A1/1(x2—a2)2(3y2—b2),

N, =0.

Obcigzenie krawedzi tarczy sitami N, i N, sprowadza si¢ zatem do pierwotnego, nielinio-
wo zmiennego rozktadu sit przytozonych jedynie do krawedzi x = +a (rys. 1). Natomiast
po utracie statecznoéci, gdy warto$¢ liczbowa parametru K,, obcigZenia tych krawedzi,
przekroczy warto$é krytyczna, stan obcigZenia wszystkich krawedzi tarczy ulega zmia-
nie [7].

Sktadowe oy, 0} 1 7y, Stanu naprezenia w powierzchni §rodkowej tarczy mozna wyrazié
za pomoca nastepujacych bezwymiarowych wspétczynnikéw [7]:

2 2
® aq N.a

= %R T ER

b? N,b?
(3.10) =y =
- b2 b?

y T g T ER

Jesli ponadto dla parametru obciazenia K, przyjaé réwniez bezwymiarowy wspdiczynnik
0 postaci [7]

2

a
(3.11) K=K, B
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to bezwymiarowe wspdlczynniki (3.10) blonowego stanu napreZenia beda, przy wykorzy-
stanin zwiazkéw (3.8), okreslone nastgpujacymi wzorami:
3y

ot = 20 { [(52~50)cos + (&P gng)cosT]_

b b

1 2my mmnx . y 2
(4/12_*_”12)2 37008 }cos ; }—K(’; [a(?) =

— (2P —-Eo) (COS-—+cos ﬂ)-““(? V- E%‘f’o)lw w2y ©%5 " ny +

— A2\2 2__p2
4y (P (),
x _ nm? 2 2092 _ 20 mnx
3.12) o) = T {Zm [(E 3+9(8*Y 50]’) cos — +
: . 4 Ty 1 27y mmnx
2E2 _E24 —co§ —L -
+m*(E2Y 5090)[(12+m2)2cos 5 +(4/12+m2)2 cos — ]cos - }

2

4, O =)= B,

. min2 i . ' .
=y (gzey_gglpo)[ S _y+
1 g 27zy . mux b: L
(412+m2)2 sin +16A1xyﬁz— (x* —a®)(y* —b?).

Momenty gnace M, i M, oraz moment sercajqcy M,,, powstajace'w wyniku zmiany
krzywizny tarczy wywolanej przylozonym obcigzeniem, dadzg si¢ réwniez wyrazié za po-
moca wielko$ci bezwymiarowych o postaci, [7]: :
M, {al’ M, [a) M al\’

(3.13 M= ; = 2 |2 =2 )L
(13 ¥ Ehz(h)’ M, Eh? h)’ My Eh2\ A

Na podstawie wzoréw (2.10) oraz wyrazen (2.8), (3.1) i (3.5) powyzsze wspélczyn.niki
okre$lone beda, po wprowadzeniu do nich wspétczynnikéw zdefiniowanych wyrazeniami
-(3.5), nastgpujacymi wzorami:

2

My = 48(? DY [(5—-50)(m2+v12)cos£1};-4._
| .+(§Y/ §o‘I/O)(n +9v4%)cos 2byTC°S n;:;x,
(3.14) M =W(f2—_) l(& & (A% +rmP)cos 22} + |
+ (€W ~&, o) (94> +ym?)cos 32b T cos .n;:x,

* nm max

Mxy = —'m [(5 EO)Sln +3(£¥/ 50 '1U0)Sln ]Sin 7.
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Maksymalne wartosci momentéow M,, M, i M,,, bedacych wypadkowymi odpowiednich
skiadowych dodatkowego zgigciowego stanu naprezenia, okreslone sa za pomoca wzoréw:

6M, 6M 6M,
(315) (ng)xlxax = —’hz—) (Uyg)llxnx = 'P_y; (Ta)mnx = —hz—y‘

Dla powyzszych wielko$ci mozna réwniez wprowadzi¢ bezwymiarowe wspdtczynniki

o postaci, [7]:
2
O_:g — (Gxg)mux (%) ,

E
(yg)mnx | @\’
(3.16) s bl

2
£ — (Tgmnx) i
Ta E (/1) g

ktdre, przy wykorzystaniu wyrazen (3.13), okreslone beda nastgpujaco, [7]:

2
D'* =—%(—Z—) =6M:,

xg Eh2
6M, {a)
(3.17) % = i (7) = 6M3,

6M,, [ a )
vy = (%) = 6M%,.
Wprowadzajac wspétczynniki &y, ¥y, £1 ¥ do wyrazen (2.8)i (3.1), mozna funkcije wy 1 W,
zaréwno wstgpnego, jak i kofcowego ugiecia tarczy, wyrazi¢ réwniez bezwymiarowymi
wspdlczynnikami postaci, [7]:

W 3ny max

(3.18) w b= f(cos o +¥cos oA )cos—za ,
x _ Wo _ y 3wy mnx

(3.19) we = fo(cos 2% +W%,cos b )cos——za .

Dla okreslenia stanu naprezenia i odksztalcenia tarczy konieczne jest wyznaczenie bez-
wymiarowych wspétczynnikéw ¥ i K§ w zalezno$ci od wspSiczynnikéw wstgpnego ugigcia
&0 1 ¥y — dla réznych wartosci wspdtezynnika & ugiecia koficowego tarczy. Wykorzystamy
w tym celu réwnanie (2.14), ktére rozwiazemy stosujac metodg GALERKINA. W rozpatry-
wanym przypadku musza by¢ spetnione nastgpujace dwa réwnania:

f fF(w wo,di)cos—cos—dxdy—o

A 2b
(3.20)
X mnx 37zy
=0,
_J, —[ Flw, wy, @) cos——— 2 co 2b ——dxdy

4 Mechanika Teoretyczna
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A _ktérych symbolem F(w, wy, @) oznaczono wyraZenie
> Pw ’;e Pw 4
oyt Ox? Ox0dy 0Ox0dy
0*d  Pw
0xr 0y?
Po wstawieniu do réwnan (3.20) odpowiednich pochodnych funkcji ugigcia wo i w oraz

funkcji naprezed @ i wprowadzeniu do nich bezwymiarowych wspdlczynnikéw &,, ¥,
&YW i Ky przyjma one nastepujacg postad:

(3.21) Fw,wy, D)y =D V2V2(w—wo)—h[

22)2 pr
(3.22) 754"(114“—)) {(52 )(1+W)+ .
474
@y - |1+ |-
2
—K?;E{Zmn—z[%(n2—6)a—%(2n2ﬁ+5a¥’)]—
’Atné—alzmS [ (mn +15)+49mn211/]}=o,
2 2 2\2 2...4 4
(3.23) %@yf—&o%n”m E[(Eup BWo) ox

8124

TPE Y- E%'I”)(1+ )]—~K§E{m2[%(3n2+2)a'{’—'

1o o 84Y [ 49m? 16( 15 }_

Po wyrugowaniu z réwnan (3.22) i (3.23) bezwymiarowego wspdlczynnika obcigZenia
K§ otrzymuje si¢ nastgpujace réwnanie czwartego stopnia wzgledem wspdlezynnika ¥':

(3.24) L P42, P42, W24 2, Wt zg = 0,

gdzie:

7y = =——&m (1587612Af+405n214oc+ 196 4¥m* : ——+5n2m oc)

256 2 7z

z, = &2 81—}LZA"‘( + 2+15)——7mZ}L‘*(nz—6)ot+
2 10m27* 128

m*A¥m*n*+15) mé |1 4
e g [? (”2‘6)“‘”2“] -5 A (1 *

15

1
i 2,2 —2%m2(3m? =2ay,
+m2n2) 16lmnﬂ+161m(n )oc}
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s BT w L 45 aa o, H9mP+92%)? m?
23 = —gg M NEA] +256§ Fmtot = eq oy A ape +
5(m? +942)? a1 15
19247 " EA =\ )
1 2 652 4 1 652
3 BmoE* | 1+ pye +—73m§ 1+
Mo
L S oo 2)a—ﬂ/12§2 2 4%

5]

45 1
-5 P A EER VR (% oA +3969.4% ;12—)

9 s 2(m47z2+15) 3 gaa « (n'a? +15) (n? +912)2
zy = 75 £2412 W_—mglm(n 6)‘“' s 1—92
m?(m2+912) 4 1

s |3 O |- Lmewat 1+ b
(1+7)

2

5 4 4 15 1
—Je £ |1+ e 8AIR (1+W)—Tg£2m2/1“ﬂ“ﬁ+

m2\?

l 2 2 2 4 15 2 4,,6 2
+ g §2 (3 —2)<x———£A1 7w\t 'fmﬂﬁ+

16 (m?+ A%)? ( 15 m2a? B(m?+ A?)?
2 _ * .
+12 144 80 2 5 1o D\t 2(1—?)

(m?2+2)?

232 2
+m2(3n2—2) 108 atbfo——m— Uty l m?f——= (37* -~ Dam® +

1-»* |12 108
16 A} 15 ) W\ #2ms 4 A} 15
e (1+ 2p? )] ¢ E0(1—'_ )[ 16 “Z? 2" (1+ m*m? )_

15 9

224_
16 T MM

144 (3n —2)oc]+§2 ![ﬂ[ A2 (1+ )A*+
__1_m214(3n2—2)]+_1—§2§2¥’ m® 972 — (B3n? —2)a] [1+4 # ]
16 72 0+ 0 (22 2)2

+—— e, (1+ 1252)’;14 (A*+1)— ’;’5’16 g8y, (45m/12a+

+17644% &17) + 31@ {;.2 E2PL(m* + 814 )m? [a(m? — 6)— 372 f] —

4%
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1 « (i +15) [m? A2
__252 By T ?+817n—3)—
(m*+94%)2 *
192 0 Wo g | Sat 19641 212

49 , 5 49 6
zs =~ P AIPM - B It S AT T

(5 +1gff*){32 MWL 4 11n6§2§35[f0[1+
S e o
+ [”2’3 "(7123_—6)“] [ (’9716(41-912))2 e ot

4_2
+"1%’8—m2§2§(2)gjol4] 3 (m'n +15)12§z§z!{/ AF

1 (m*+94%)* (m*n®+15)
9  (1-2? a*A2m3

&£, WL AT

Bezwymiarowy wspélczynnik obcigZenia K, w zaleznoéci od wspdlczynnikéw bezwy-
miarowych (3.5), wyraza si¢ nastepujacym wzorem:

I+ + D+
395 . k¥ — 1t 1274 3 14
(3.23) 0 Ty—The
gdzie:
_ a*(m*+ A
Fll - W(E—EO)’
. 4
Iy, = z _53)(14‘?):
9/14
I, = E(E2P2 - £33,
w*m 412
I, = [l—i—m]y
2 1 1
Iys = ;"75[? (n2—6)a—7(2n2ﬂ+5a9’)],
1 8 49
FJ.G = WATE[T(m4n2+15)+—Q—m4n2T].
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Zakladajac w réwnaniach (3.24) i (3.25) &, = 0 oraz ¥, = 0 otrzymamy zwiazki,
majace zastosowanie dla tarczy obciazonej nieliniowo, lecz pozbawionej wstepnego ugie-
cia w,. Wzory te odpowiadaja przypadkowi rozpatrzonemu w pracy [7] dla pierwszego
przyblizenia.

4. Obliczenia liczbowe

Szczegbtowe obliczenia liczbowe dotycza tarczy o wspolezynniku ksztattu 4 = afb = 2.
Dla materiatu tarczy przyjeto liczbe Poissona » = 0,3. Obliczenia przeprowadzono za-
ktadajac szereg wartosci dla wspétczynnika & (od & = 0,1 do 3,0), a nastepnie przyjmujac
dla kazdej z nich kilka kolejnych wartoéci wspolczynnika &, ugigcia wstgpnego (od &, =
= 0,01 do 0,5) oraz odpowiadajacych im wartosci wspbtczynnika ¥,.
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Rys. 3. Wykresy zaleinoici ¥ = P(5—&,) dla roinych warto$ci wspolezynnika &, wstepnego ugiecia
) tarczy

Dla przyjmowanych wartoéci wspdlczynnikéw &, zachowano warunek &, < &, war-
tosci za§ wspdlezynnikéw W, wyznaczono z réwnania (3.26) odpowiadajacego przypad-
kowi tarczy bez ugiecia wstepnego. Przyjeto zatem, ze ¥y = (¥)g,-0. Takie przyjecie

Yo=0

odpowiada najniekorzystniejszemu przypadkowi, w ktérym wstgpne ugiecie powierzchni
srodkowej tarczy ma takag postaé, jaka poczatkowo plaska tarcza przyjmuje po utracie
stateczno$ci. Wartosci liczbowe wspélezynnikéow ¥, w zaleznosdcei od zatozonych wartoSci
wspdtczynnika &, wyznaczone zostaly na podstawie réwnania (3.24) dla réznych wartosci
wspdtczynnikdw &, ugiecia wstepnego. Nastgpnie w taki sam sposéb wyznaczono wartosci



574 T. StEGMULLER

bezwymiarowego wspolczynnika K¥ na podstawie réwnania (3.25). Obliczenia liczbowe
wykonane zostaly na EMC Odra — 1204, a wyniki przedstawiono na wykresach.

Na rys. 3 podano wykresy funkcji ¥ = W(£—&,) dla réznych wartosci wspdiczynnikéw
&, ugiecia wstepnego. Dla kazdej wartosci tej odcigtej rzedne krzywych rosna wraz ze
wzrostem wspolczynnika £, wstepnego ugiecia tarczy, podobnie jak w [3]. Oznacza to,
Ze im wieksze jest wstepne ugiecie tarczy, tym odpowiednio wigksza jest amplituda trzech
poifal cosinusoidy nalozonych na ugigta powierzchuig Srodkows tarczy wzdhiz osi 0,,
reprezentowanych drugim czlonem wyrazenia (3.1). Amplituda ta jest najmniejsza wow-
czas, gdy tarcza jest poczatkowo plaska. Przebieg krzywych Ki = K& (& —&,) dla réznych
wartodci wspdlezynnika &, ugigcia wstgpnego przedstawiono na rys. 4. Krzywa gérna
przedstawia krytyczne warto$ci wspStczynnika obcigzenia (K§)g,—-o odpowiadajace tarczy
bez ugiecia wstepnego. Pozostale krzywe, odpowiadajace kolejnym wartoSciom wspdl-
czynnika &, = 0,01, ..., 0,5, odbiegaja znacznie od siebie az do wartosci odcietej (£ —&;) =

Y71

14

36 - - |

32— —

28 - —

20+-- . V4 e — e L

121

(5‘50)‘
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Rys. 4. Wykresy zalezno$ci wspolczynnika obciazenia K = K& (£ — &) dla réznych wartodci wspolczynnika
&, wstepnego ugiecia tarczy
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=1, 2. Powyzej tej wartoéci wszystkie krzywe asymptotycznie daza do krzywej &, = 0.
Wynika stad, ze w zakresie zbadanej zmienno$ci ugigcia wstgpnego, wplyw tego ugigcia
praktycznie zanika, gdy catkowite ugiecie tarczy wynosi okoto 1,6 grubodci tarczy.

5. Analiza poréwnawcza z tarczy o wstgpnym jednostronnym wybrzuszeniu

W celu poréwnania otrzymanych wynikéw rozpatrzono przypadek tarczy podpartej
i obcigzonej identycznie, jak tarcza dotychczas rozpatrywana, dla ktérej zaloZono ksztalt
wstepnego ugiecia powierzchni §rodkowej w postaci jednostronnego wybrzuszenia, naj-
czebcie] wystepujacego w praktyce. Dla tego przypadku ugieta wst¢pnie powierzchnig
érodkowa tarczy mozna opisaé wyrazeniem przedstawiajgcym nalozenie si¢ jednej potfali
cosinusoidy zaréwno 'wzdhuz osi x, jak i osi y przyjetego (rys. 1) ukiadu wspétrzednych.
Funkcije wo, okres’lajécq ksztalt ugietej powierzchni érodkowej tarczy przed jej obciaze-
niem, mozna zapisa¢ w postaci ‘
(.1 ' wo = w§” cos »n%{ cos%%,
gdzie wgo) jest parametrem réwnym wstgpnemu wychyleniu §rodka tarczy z plaszczyzny xy.
Funkcja ta ma posta¢ identyczna z wyrazeniem (2.8) po przyjeciu wi; = 0.

Do dalszych rozwazan przyjeto, ze pod wplywem przylozonego obciazenia powierzch-
nia §rodkowa tarczy przyjmie ksztalt opisany réwnaniem (3.1). Wéwczas odpowiednie
zwiazki réwnania dia rozwazanego obecnie przypadku:moina uzyskaé z odpowiadajgcych
zwiazkéw i réwnan, otrzymanych dla przypadku poprzednio rozpatrzonego, przyjmujac
w nich, ze parametr w{®% lub odpowiadajacy mu wspdtczynnik bezwymiarowy ¥, =
= with Wi, sa rowne zeru.

Obliczenia liczbowe przeprowadzono zakladajac te same jak poprzednio wartosci
wspélczynnika ksztaltu tarczy A oraz liczby Poissona ». Dla bezwymiarowego wspot-
czynnika ugiecia wstepnego &, przyjeto wartoci zmieniajace si¢ w granicach od &, = 0,1
do 0,5. Dla wspélczynnika & koficowego ugiecia tarczy przyjeto wartosei & = 0,1, ..., 2,5.

Obliczenia przeprowadzono przy zachowaniu warunku &, < £ Otrzymane wyniki
zilustrowano na nastepujacych dwdch wykresach: pierwszy z nich, podany na rys. 5,
przedstawia zalezno§é wspdlczynnika ¥ = ¥W(£—&;). Goma krzywa, dla &, = 0, odpo-
wiada wstepnie plaskiej postaci tarczy. Pozostate krzywe, odpowiadajace kolejnym war-
todciom wspdiczynnika £, ugiecia wstepnego (dla &, = 0,1, ..., 0,5), przebiegaja poniZej
tej krzywej. Wynika stad, e w przeciwienstwie do poprzedniego rozpatrywanego przy-
padku — gdy tarcza ma ugigcie wstepne w postaci jednostronnego wybrzuszenia — ampli-
tuda trzech pétfal cosinusoidy okreslonych drugim czionem funkeji (3.1) koncowego
ugiecia tarczy jest mniejsza niz w tym przypadku, gdy tarcza jest poczatkowo idealnie
ptaska.

Wszystkie omawiane krzywe dla &, # O zblizaja sie asymptotycznie do krzywej dla
&0 = 0, przy czym réznice rzednych miedzy nimi praktycznie znikaja poczawszy od war-
tosci (£ ~&) &~ 1,2.
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Na rys. 6 przedstawiono przebieg zmian bezwymiarowego wspéiczynnika obcigZenia
K§ w zaleznosci od przyrostu ugiecia (£—&,) dla kolejnych wartosci wspolczynnika &,
ugiccia wstepnego (linie przerywane). Krzywe te przebiegaja podobnie, jak krzywe ¥ =
= Y(£—¢£,) na rys. 5. Przy matych wartosciach przyrostu ugiecia tarczy roznice rzednych
miedzy tymi krzWyn1i a krzywa gorng sa znaczne. Ze wzrostem za$ ugigcia tarczy réznice
te maleja, a wszystkie krzywe zblizaja si¢ do krzywej gérnej. Dla mniej wigcej tej samej
wartodci odcigtej, co na wykresie poprzednim dla funkcji ¥ = W(£—§&,), réznice rzed-

by ‘
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Rys. 5. Wykres zaleznosci ¥ = Y(£—&,) dla réznych wartosci wspolezynnika & i dla przypadku tarczy
z jednostronnym wstepnym wybrzuszeniem

nych miedzy wszystkimi krzywymi K§ = K§5(£—&o) staja si¢ pomijalnie male. Stad wy-
nika, ze w zakresie zbadanej zmiennoséci ugi¢cia wstepnego wplyw tego ugiecia réwniez
1 w rozpatrywanym przypadku zanika mniej wigcej dla tej samej wartosci catkowitego
ugiecia tarczy, co w przypadku poprzednio rozpatrzonym.

Dla zilustrowania powyzszego faktu na rys. 6 naniesiono dodatkowe krzywe Ky =
= K5 (£—&5) z rys. 4 (linie éiqg{e). Jak wida¢, wszystkie krzywe ciagle leZg ponizej odpo-
wiadajacych im krzywych przerywanych (dla tych samych wartosci £,). A zatem osiagniecie
okreslonego ugiccia koficowego tarczy nastgpuje przy mniejszej wartoéci obciazenia
wéwezas, gdy posta wstepnego ugiecia powierzchni érodkowej tarczy jest blizsza tej
postaci, jaka pierwotnie plaska tarcza przyjmuje po utracie statecznosci.

Na podstawie przeprowadzonej analizy moZna wnioskowaé, ze w zakresie zbadanych
wartosci ugiecia wstgpnego, wplyw tego ugiecia praktycznie zanika, gdy koncowe ugiecie
tarczy wynosi okoto 1,7 jej gruboéci. Wowezas stan naprezenia i odksztalcenia rézni sie
pomijalnie mato od stanu, jaki (przy danym obciaZeniu) panuje w tarczy poczatkowo
plaskiej. W praktyce poczatkowe ugiecie tarczy wynika na ogét z przypadkowego, mniej,
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lub wiecej nieregularnego pofalowania powierzchni. Temu pofalowaniu moga odpowiada¢
zaréwno dodatnie, jak i ujemne wartoéci wspotczynnika ¥ .

zZ punktu widzenia pracy tarczy w warunkach obciaZenia ponadkrytycznego najbar-
dziej niekorzystne sa.takie przypadki, gdy pofalowanie zwigzane jest z jednostronnym
wybrzuszeniem powierzchni §rodkowej tarczy; zachodzi to dla ¥, = 0. Taki rzeczywisty
ksztalt wstepnego ugiecia tarczy jednakze tylko w pewnym przyblizeniu odpowiada omé-
wionym w pracy przypadkom. Z tego tez wzgledu wydaje si¢ wiadciwe, by stan naprezenia
odksztalcenia tarczy, przy uwzglednieniu jej wstepnego ugigcia, okre$la¢ na podstawie
wzoréw odpowiadajacych przypadkowi najbardziej niekorzystnemu.
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Rys. 6. Wykresy zaleznodci wspdlczynnika obciazenia K§ = K#(E—&g) dla réinych wartosei wspdl-
czynnika &, i dla przypadku tarczy z jednostronnym wstgpoym wybrzuszeniem

Jak wynika z przeprowadzonej analizy, nalezy zatem preferowa¢ wzory majace za-
stosowanie w przypadku, gdy ksztatt ugietej wstgpnie powierzchni §rodkowej tarczy odpo-
wiada postaci, jaka tarcza przyjmuje po utracie statecznoci.
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Peszwme

BJIIMSIHUE HAUYAJILHOI'O IIPOTUEA HA PABOTY INPAMOYITOJBHOI'O TN CKA
[10 BO3SOENCTBUEM HEJIMHEWNHO PACHPEIEJEHHOII HATPY3KHU

B pafore NpHBOAMTCA TEOPETHUECKH apaliiN3 BIMSIHHA HAUalbioro Nporuba Ha HaNpsHKEHHOE
COCTOAHMC B AeOPMAMIO TIOCTIE TTOTEPH YCTOHUHMBOCTH NMPAMOYTOIBHOTO JAHCKA CBOGOMHO ONEPTOTO 1O
KOHTYPY ¥ MOABEPHKEHHOTO HArpy3Ke C HEJIHHCHHBIM pacnpegeneHues. Paccy)cieHusa BeAYTCsT C Ipume-
weHuem (yuxumy Hanpsprenuit Opn @(x, v), IIpHHUMAIOTCA YHOBIETBODSIOINE KPAERLIM YCIOBHAM
3aJlaud NPEACTARNCHMST (MYHKUME Tnpornda cepefHHON MOBEPXHOCTH MUCKA — HCXOXHOrO Wolx, ¥)
¥ KOHEUHOro w(x, V).

It onpepenenns atix (QyHKUMi HcronsgoBanock Auddepennuansaoe ypaBaeHne Kapmada de-
THHENON TEOPUH IIIACTHHOK, 4 HEU3BECTHLIE AaPaMETphb! COLEPMKALIMCCA B NPHHATHIX GYHKUHAX Ipo-
ruba HaXOMWIMCh C lpHMeNeHuem meropa lanepkuHa.

TonyuerHble BLIPAYKEHUS AJA HANpshKEHHH 1 fedopMalliii B 3aKpUTHUIECKOM COCTOSIHHH ObIIH
BBIDOYKEHb! ITOCPENCTROM 0e3pasMepHbIX BeNHUHH. UMCIeHHBIE IpUMEpPBbI pellleHbl ANA ABYX BHOOB
HICXOZHOTrO Nporuba cepeMHHOM TIOBEPXHOCTH AHCKA, AN ITUX CIIyUaeB HaiHAeHL! YCIOBHA NPH KOTOPBLIX
MOYKHO NpeHefpedh BIMSHUEM WCXOAHOro mporuba.

Summary

INFLUENCE OF INITIAL DEFLECTIONS ON THE WORK OF A RECTANGULAR PLATE
SUBJECT TO THE NON-LINEAR LOAD

This paper presents a theoretical analysis of the influence of initial deflections on the state of stress
and strain in an isotropic, rectangular plate simply supported along the edges and subject to the non-linear
load — after the stability loss. The Airy stress function ®(x, y) is introduced, and the form of initial deflec-
tion wo(x, y) and final deflection w(x, y) is assumed to satisfy the boundary conditions.

These functions are then determined by means of the Kédrman equations of the non-linear plate theory,
the unknown parameters appearing in the function of deflection being found by means of the Galerkin
method.

The final formulas determining the stresses and-strains in the post-critical state of the plate are written
in terms of dimensionless coefficients.

Numerical calculations are performed for two different forms of the initial deflection of the middle
surface of the plate; conditions are also derived under which the influence of initial deflections may be
disregarded.
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