
M ECH AN IK A
TEORETYCZNA
I  STOSOWANA

4, 13 (1975)

O  WARUNKU PLASTYCZNOŚ CI  HUBERA- MISESA
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Warunek,  czyli  kryterium  plastycznoś ci,  należy  do  podstawowych  pojęć  teorii  pla-
stycznoś ci.  Rozważ ania  dotyczą ce  warunków  plastycznoś ci  znajdziemy  w  każ dym  bez
wyją tku  podrę czniku  poś wię conym  tej  teorii.  Jednym  z  najprostszych  kryteriów  osią g-
nię cia  stanu  uplastycznienia,  a  równocześ nie  od  wielu  lat  cieszą cym  się   uznaniem  i  naj-
powszechniej  wykorzystywanym,  jest  warunek  energii  odkształ cenia postaciowego.  Auto-
rzy  podrę czników  i  prac  z  tej  dziedziny  nazywają   go  róż nie,  np.:  warunkiem  HUBERA,
MISESA,  LEVY'EGO,  H EN CKY'EG O, H —M —H itp . Również w sposób  niejednolity  traktowane
są   zasługi  uczonych,  których  prace  są   fundamentalne  dla  rozwoju  teorii  plastycznoś ci.
Kryterium  energii  odkształ cenia  postaciowego  sformułował   M. T.  HUBER,  niestety  do
obecnej  chwili  jego  zasługi  są   czę sto  pomijane  milczeniem,  pomniejszane  lub  przeina-
czane.

D latego  przeanalizujmy,  co  piszą   najwybitniejsi  autorzy  monografii  i  podrę czników
z  dziedziny  teorii plastycznoś ci,  uczeni o  ś wiatowej  sławie, i porównajmy  z prawdą   histo-
ryczną.

W  ś wietnej  monografii  W. W.  SOKOŁOWSKIEGO  [27]  znajdziemy  na  ss.  43  i  44  stwier-
dzenia,  że  warunek  stałej  intensywnoś ci  dewia.tora  naprę ż enia został  podany  przez  M. T.
HUBERA  i R.  MISESA,  a interesują cą,  energetyczną   interpretację  podał  H. HENCKY. Zarówno
pierwsze,  jak  i drugie  zdanie nie jest  ś cisłe. M. T.  HUBER  nie  podał   warunku  stałej  inten-
sywnoś ci  dewiatora  naprę ż enia,  a  interpretacja  HENCKY'EGO  nie  była  pierwsza.  Tytuł
pracy  HUBERA  został  podany w  tł umaczeniu niemieckim, wynika  z niego  zresztą   wyraź nie,
o  jaką   hipotezę   chodzi  (właś ciwej  pracy  odkształ cenia  postaciowego).  Również  przy-
pisywanie  F. SCHLEICHEROWI  [26], że wprowadził  naprę ż enia oś mioś cienne mija  się   z  praw-
dą .

W  znanym  podrę czniku  L. M .  KACZANOWA  [17]  znajdziemy  w  omówieniu  «warunku
stałoś ci  intensywnoś ci  naprę ż eń  stycznych  (warunek  Misesa)»  uwagę   nastę pują cą:  «oka-
zało  się   póź niej,  ż e  jeszcze  w  roku  1904  Huber  zaproponował warunek, bliski  warunkowi
(10.1)».  L. M.  KACZAN ÓW  pisze  również,  że  pewne  trudnoś ci  matematyczne  zwią zane
z  warunkiem  TREŚ CI  doprowadziły  von  MISESA  do  myś li  zastą pienia  sześ ciobocznegO'
graniastosł upa  opisanym  walcem  kołowym  (było tak istotnie).

W. S.  LENSKIJ  [19]  kryterium  energii  odkształ cenia postaciowego  nazywa  warunkiem
MISESA- HENCKY'EGO  (np.  s.  58  czę ść I ) . Podobną   nazwę   stosują   HOFFMANN  i  SACKS  [11].

Autorzy  polscy  nazywają   kryterium,  o  którym  mowa,  na  ogół  warunkiem  H U BERA- M I-
SESA- HENCKY'EGO  (np.  [18, 23]).  W  Encyklopedii  Techniki, tom I , s.  270  [24],  znajdziemy
stwierdzenie,  że  «koncepcję  wykorzystania poję cia  energii odkształcenia postaciowego  jako
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kryterium plastycznoś ci przedstawili póź niej  R.  von  Mises  i  H.  Hencky».  Otóż  MISES  nie
rozpatrywał  energii  odkształ cenia postaciowego.  Przy  omawianiu  hipotezy  niezmienników
nazwisko  MISESA  jest  natomiast  pominię te,  mimo  że  był   pierwszy,  który  wykorzystał
niezmiennik dewiatora  naprę ż enia do sformułowania  warunku  plastycznoś ci.  Mijałoby  się
z  celem  wyliczanie  wszystkich  prac  i  ksią ż ek,  w  których  z  róż nych  wzglę dów  pomija  się
nazwisko  HUBERA. W dalszej  czę ś ci tego artykułu postaramy  się  wyjaś nić, na czym polegają
zasługi  poszczególnych  autorów  podstawowych  prac,  które  doprowadziły  do  sformuło-
wania  warunku  plastycznoś ci  energii  odkształ cenia  postaciowego  i  innych  warunków,
matematycznie  równoważ nych.

R.  von  MISES  wprowadził   warunek  plastycznoś ci,  starając  się   zastą pić  «dokładny»
warunek  TREŚ CI  warunkiem  przybliż onym  i  nie  wykazują cym  niedogodnoś ci  wynikają -
cych  z niecią głoś ci  pierwszej  pochodnej w  wierzchoł kach  sześ cioboku  TREŚ CI.  Najwię ksza
róż nica  przybliż enia  sześ cioboku  TREŚ CI  elipsą   MISESA  nie  przekracza  15%.  Dopiero
wyniki  doś wiadczeń  utwierdziły  MISESA  W przekonaniu,  że  jego  «przybliż ony»  warunek
może  być  bliż szy  danym  eksperymentalnym  i  może  być  traktowany  jako  samodzielne
kryterium.  R. von  MISES sformułował  warunek  plastycznoś ci  w  postaci  równania  J2  =   k2,
gdzie J2  jest  drugim niezmiennikiem dewiatora  naprę ż enia.  Jak  pisze  W.  PRAGER  i Ph. G.
HODGE  [25], wydawało  się  wtedy,  że warunek  ten ma  charakter  abstrakcyjny  i  starano  się
odkryć  fizyczne  znaczenie  niezmiennika.  Ponieważ  drugi  niezmiennik  dewiatora  naprę-
ż enia ma wymiar  kwadratu  naprę ż enia, A.  N AD AI  [22] założ ył, że  fizyczne  znaczenie musi
mieć  pierwiastek  kwadratowy  drugiego  niezmiennika.  Wychodząc  z  tego  założ enia,  A.
NADAI  znalazł   taką   płaszczyznę   i  takie  naprę ż enia  w  oś rodku  poddanym  dział aniu na-
prę ż eń,  że  z  dokładnoś cią   do  stałej,  pierwiastek  kwadratowy  drugiego  niezmiennika  de-
wiatora  naprę ż enia  jest  równy  tym  naprę ż eniom.  Okazało  się ,  że  pł aszczyzna  taka  jest
symetrycznie  nachylona do kierunków  głównych, a ponieważ  płaszczyzn  takich jest  osiem,
powstaje  symetryczny  oś mioś cian  złoż ony  z  trójką tów  równobocznych.  Kwadrat  cał ko-
witego  naprę ż enia  działają cego"  na  powierzchnię   oś mioś cianu,  czyli  naprę ż enia  oś mio-
ś ciennego*',  jest  równy  kwadratowi  ś redniej  wartoś ci  naprę ż eń  głównych,  kwadrat  oś-
mioś ciennego  naprę ż enia stycznego  natomiast  równa  się   4/9  sumy  kwadratów  głównych
naprę ż eń  stycznych.  Ponadto naprę ż enia normalne na  płaszczyź nie  oś mioś cianu  są   ś red-
nią  wartoś cią   naprę ż eń  głównych, a  styczne  naprę ż enia  oś mioś cienne  są   dokł adnie równe
intensywnoś ci  dewiatora  naprę ż enia, gdzie pod  tym  terminem  rozumie  się   kwadratowy
pierwiastek  ś redniej  wartoś ci  kwadratów  skł adowych  głównych  dewiatora  naprę ż enia

f ośm  —

H.  HENCKY, nie znając  prac M. T.  HUBERA  [12] i  [13], podał   inną   interpretację   fizyczną
[9],  stwierdzają c,  że  praca  powodują ca  zmianę   postaci,  czyli  energia  odkształ cenia po-
staciowego,  jest  proporcjonalna  do  drugiego  niezmiennika  dewiatora  naprę ż enia pomno-
ż onego  przez  odwrotność podwojonego  modułu  odkształ cenia  postaciowego  (inaczej  mo-

*5  Pod  wpływem,  zapewne,  dosłownego  tłumaczenia  z  literatury  rosyjskiej  przeniknę ła ostatnio do
piś miennictwa  polskiego  nazwa  «oktaedr»,  zamiast  ustalonego  terminu  oś mioś cian  i  «naprę ż enia  okta-
edryczne»,  zamiast  naprę ż enia oś mioś cienne.
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dulu  KIRCHHOFFA).  Interpretacja  HENCKY'EGO  pochodzi  z  1924 r.,  a  praca  A.  N AD AI ' -
EGO  z  1937  r.

R.  H ILL , w swojej  monografii  [10], podaje  chyba  najprecyzyjniejsze  omówienie  historii
kryterium,  piszą c:  afizyczną  interpretację  warunku  Misesa podał  Hencky  {1924),  wyka-
zują c, ż e płynię cie  zaczyna  się   wtedy, gdy  energia odkształcenia postaciowego osią ga wartoś ć
krytycznej.  I   dalej:  {{kryterium Misesa  zostało  w pewnym  stopniu poprzedzone przez  Hu-
bera  (1904  r.)  w  Polsce,  w pracy,  która  nie  wzbudziła  zainteresowania przez  prawie  dwa-
dzieś cia  lat po  jej  opublikowaniu.  Huber  rozróż niał  dwa przypadki  w zależ noś ci od  tego  czy
hydrostatyczna  składowa  naprę ż enia  jest  rozcią gają ca, czy  też  ś ciskają ca.  W drugim przy-
padku  przyjmował ,  ż e płynię cie  okreś lone jest  sprę ż ystą energią odkształcenia postaciowego;
w pierwszym  natomiast,  ż e  zależ y  od  całkowitej  energii sprę ż ystej  (tak, jak  to  przyjmowali
E.  Belframi  [1]  i  B. G.  Haigh  [7]».  «Nie jest  jasne  czy  Huber  myś lał  o  plastycznym  pły-
nię ciu,  czy  o  kruchym  pę kaniu»  (koniec  cytatu). Powyż szy  cytat  z  monografii  R.  H ILL A
należy  skomentować  nastę pują co:  otóż  pomysł   polegają cy  na  rozróż nieniu  dwóch  przy-
padków  w  zależ noś ci  od  znaku  hydrostatycznej  składowej  naprę ż enia  rzeczywiś cie  po-
chodzi  od  M. T.  HUBERA,  nie  był   jednak  przez  niego  opublikowany.  W  oryginalnych
pracach  z  lat  1903  i  1904 jest  mowa tylko  o  hipotezie energii  odkształ cenia postaciowego
([12,  13]).  Modyfikacja  kryterium,  o  której  pisze  R.  H ILL ,  została  prawdopodobnie  za-
czerpnię ta  z  ksią ż ki  A.  FOPPLA  [5],  który  opublikował   ją ,  jak  wspomina  HUBER,  pod
tytuł em  „Die  Annahme  von  Huber",  na  podstawie  korespondencji  prywatnej  z  HUBEREM.
Z  kolei  o  tym,  czy  H U BER  myś lał   o plastycznym  pł ynię ciu czy  o kruchym pę kaniu  jasno
wynika  z opublikowanych prac.

F.  SCHLEICHER  w  pracy  [26],  cytowanej  przez  wielu  autorów,  rozróż nia  wyraź nie
(w  1926  r.), w punkcie  8 pracy, warunek  HUBERA  (i tak  go  nazywa)  od hipotezy  BELTRA-
MIEGO i pewnej  wersji  podanej przez B. P.  H AIG H A.

Warunek  R.  von  MISESA  niektórzy  autorzy,  np.  H.  GEIRINGER  [4], nazywają   warun-
kiem  «kwadratowym»,  w  odróż nieniu  od  «liniowego»  warunku  TREŚ CI.  Jak  wspomnie-
liś my  powyż ej,  celem  MISESA  było  znalezienie  takiego  warunku,  który  aproksymowałby
warunek  TREŚ CI,  usuwając  zarazem  niecią głoś ci  pochodnej.  Podobny  sposób  myś lenia
MISES  zademonstrował  jeszcze  raz, wiele  lat póź niej  w pracy z  1948  r. Okazało się   bowiem
w  przypadku  dwuwymiarowym,  że  w  zależ noś ci  od  poł oż enia  punktu na  krzywej  przed-
stawiają cej  «kwadratowy»  warunek  plastycznoś ci  zagadnienie  sprowadza  się   do  hiper-
bolicznego,  parabolicznego  bą dź  też  eliptycznego.  Ponieważ  powoduje  to  trudnoś ci ma-
tematyczne,  R.  von  MISES  zaproponował   po  raz  drugi  przybliż enie  warunku  TREŚ CI,
tym  razem dwoma parabolami, z których każ da przechodzi przez dwa wierzchołki sześ cio-
boku  TREŚ CI  leż ą ce  na  osiach naprę ż eń głównych. Zaletą   tak  ustawionego  kryterium  pla-
stycznoś ci  dla  przypadku  dwuwymiarowego  jest  hiperbolicznośc  rozwią zania  we  wszyst-
kich punktach  krzywej.

M .  T.  HUBER  zajmuje  się ,  w  swoich  podstawowych  pracach  [12]  i  [13],  wytę ż eniem
materiału  i  hipotezami pozwalają cymi  okreś lić  jego  osią gnię cie.  Autor  utoż samia  wytę -
ż enie  materiału  z  niebezpieczeń stwem  pę kania  i  stwierdza:  wytę ż enie  materiału  mie-
rzy  się   właś ciwą pracą   odkształcenia,)).  Rozpatrując  nastę pnie potencjał   sprę ż ystoś ci  M . T.
H U BER pisze wyraź nie  w p. 7 swojej pracy z 1904 r.:  «w praktyce  technicznej nie dopuszcza-
my  z  reguły  odkształceń poza  granicą  sprę ż ystoś ci,  chodzi  nam przeto  nie  tyle  o niebezpie-
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czeń stwo pę knię cia,  ile  o niebezpieczeń stwo przekroczenia  granicy sprę ż ystoś ci, które  według
wszelkiego  prawdopodobień stwa mierzy  również  właś ciwa  praca  odkształcenia)),  i  dalej:
nUż ywają c wyraż enia granica sprę ż ystoś ci, mam  obecnie i w  dalszym  cią gu na myś li  granicę
stanu  napię cia, przy  którym  rozpoczyna się   płynię cie  ciał cią gliwych  {plastycznych),  a wię c
to,  co Niemcy  nazywają  «Streckgrenze».

Przegląd  prac ź ródłowych pozwala  stwierdzić  zatem co  nastę puje:
1.  Pomysł   zastosowania  potencjału  sprę ż ystego  jako  miary  wytę ż enia  pochodzi  od

E.  BELTRAMIEGO  [1].

Okazało  się   póź niej  z  listów  do  W.  THOMSONA,  że  J. C.  MAXWEL L  [30]  zasugerował
w  nich  wykorzystanie  wyraż enia  na  energię   sprę ż ystą   przy  wyznaczaniu  krytycznej  war-
toś ci naprę ż eń złoż onych. Wykazał   on (patrz  [29]), że energię  sprę ż ystą   moż na rozł oż yć na
energię   obję toś ciową   i  energię   odkształ cenia postaciowego  i  stwierdził:  «mam  poważ ne
podstawy  do przekonania,  ż e  gdy  (energia odkształcenia postaciowego) osią gnie pewną  gra-
nicę   to  element  ulegnie zniszczeniu.  Jestem pierwszym,  który  pisze  na  ten  temat,  nigdy  nie
widziałem  ż adnych  badań  dotyczą cych  nastę pują cego problemu:  znamy  odkształcenia  me-
chaniczne  elementu  w  trzech  kierunkach,  kiedy  ulegnie on  zniszczeniu7».  Do  zagadnienia
tego  MAXWEL L  już  nie  powrócił, a  jego  idee  stały  się   znane  dopiero  po  opublikowaniu
listów.  Fakt  ten przypomniał  mi  p.  doc.  dr  Stanisław  STANJSŁAWSKI  Z Politechniki Poz-
nań skiej  na  zebraniu  naukowym  PTMTS.

2.  H.  von  HELMHOLTZ  [8] wydzielił   pracę   odkształ cenia obję toś ciowego  ze  wzoru  na
potencjał   sprę ż ysty.

3.  M. T.  HUBER  pierwszy  sformułował   kryterium  odkształ cenia  postaciowego  jako
miarę   wytę ż enia,  utoż samiając  je  (w  zależ noś ci  od  badanego  materiał u) z  osią gnię ciem
granicy  plastycznoś ci.  N ie  odpowiada  wię c  prawdzie,  że jest  niejasne,  czy  H U BER  myś lał
o  plastycznym  płynię ciu, czy  też  nie. Priorytet  HUBERA  był   znany jeszcze  w  latach  dwu-
dziestych,  zwłaszcza w  Niemczech, a prawdopodobnie znacznie wcześ niej  kilku  wybitnym
uczonym, z którymi M . T.  HUBER utrzymywał  kontakt  korespondencyjny.

Według  ś wiadectwa  M. T.  HUBERA  również  praca  R.  von  MISESA  Z  1913  r.  została
zapomniana  aż  do  prac  H.  HENCKY'EGO  Z 1924  r.  i  I   Kongresu  Mechaniki Technicznej
w Delft,  również w  1924 r. Zarówno na I , jak  i  I I  Kongresie  (w Zurychu, 12 - 17  IX  1926)
odbyła się  dyskusja  na temat hipotez wytę ż enia  z udziałem M. T.  HUBERA.  N a I I I  Kongre-
sie  w  Sztokholmie  (24 -  29  VII I  1930)  R.  von  MISES wygłosił   referat  generalny,  w  którym
stwierdził,  że jego  warunek  plastycznoś ci  róż ni  się   od  warunku  HUBERA.  N ieporozumie-
nie  polegało znowu na tym, że  MISES oparł  się  na wspomnianej powyż ej  ksią ż ce  A.  FÓPPLA
[5],  nie znając  tekstu prac  Hubera w ję zyku  polskim.  Wypowiedź  MISESA  została sprosto-
wana przez M. T.  HUBERA,  gdyż liczbowo  i w postaci wzoru  warunki  się  nie  róż nią.

4.  R. von  MISES, wychodząc  z przesłanek natury  matematycznej, nie  znał   interpretacji
fizycznej,  a  może po  prostu  o  nią   się   nie  troszczył. Zauważ ył  ją   dopiero  H.  HENCKY  [9].
Interesują ce  jest,  że  M . T.  HUBER  wyszedł   właś nie  z  przesł anek  natury  fizycznej  pokry-
wają cych  się   dokł adnie z  póź niejszą   o  21  lat  interpretacją   H.  HENCKY'EG O.  Oryginalnym
osią gnię ciem  MISESA jest  wprowadzenie  do  rozważ ań  dotyczą cych  warunku  plastycznoś ci
drugiego  niezmiennika  dewiatora  naprę ż enia.  Zarówno  R.  von  MISES,  jak  i  H.  HENCKY
wywarli  duży  wpływ  na  rozwój  teorii  plastycznoś ci,  podając  rozwią zania  szeregu  zagad-
nień szczegółowych.  M . T.  HUBER reprezentował  powszechny  wtedy  poglą d,  że  osią gnię cie
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