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Warunek, czyli kryterium plastycznoéci, nalezy do podstawowych poje¢ teorii pla-
stycznodci. Rozwazania dotyczace warunkdéw plastycznosci znajdziemy w kazdym bez
wyjatku podreczniku poswieconym tej teorii. Jednym z najprostszych kryteridw osiag-
niecia stanu uplastycznienia, a réwnocze$nie od wielu lat cieszacym si¢ uznaniem i naj-
powszechniej wykorzystywanym, jest warunek energii odksztalcenia postaciowego. Auto-
rzy podrecznikdw i prac z tej dziedziny nazywaja go rdznie, np.: warunkiem HUBERA,
MIsEsA, LEVY’EGO, HENCKY EGO, H—M—H itp. Réwniez w sposob niejednolity traktowane
sa zashugi uczonych, ktérych prace sa fundamentalne dla rozwoju teorii plastycznodci.
Kryterium energii odksztalcenia postaciowego sformutowal M. T. HUBER, niestety do
obecnej chwili jego zastugi sa czgsto pomijane milczeniem, pomniejszane lub przeina-
czane.

Dlatego przeanalizujmy, co pisza najwybitniejsi autorzy monografii i podrecznikéw
z dziedziny teorii plastycznosci, uczeni o §wiatowej stawie, i poréwnajmy z prawda histo-
ryczng.

W $wietnej monografii W. W. SOKOLOWSKIEGO [27] znajdziemy na ss. 43 i 44 stwier-
dzenia, ze warunek stalej intensywnosci dewiatora naprezenia zostat podany przez M. T.
Husera i R. MISESA, a interesujaca, energetyczna interpretacje podat H. HENCKY. Zardwno
pierwsze, jak i drugie zdanie nie jest §ciste. M. T. HUBER nie podal warunku stalej inten-
sywnoéci dewiatora napr¢Zenia, a interpretacja HENCKY'EGO nie byla pierwsza. Tytul
pracy HUBERA zostat podany w thumaczeniu niemieckim, wynika z niego zreszta wyraZnie,
o jaka hipotez¢ chodzi (wlasciwej pracy odksztalcenia postaciowego). Réwniez przy-
pisywanie F. SCHLEICHEROWI [26], Ze wprowadzit naprezenia o$mioécienne mija si¢ z praw-
da.

W znanym podrgezniku L. M. Kaczanowa [17] znajdziemy w oméwieniu «warunku
stalo$ci intensywnoéci naprezen stycznych (warunek Misesa)» uwage nastgpujaca: «oka-
zalo si¢ péiniej, ze jeszcze w roku 1904 Huber zaproponowal warunek, bliski warunkowi
(10.». L. M. KACzaNOW pisze réwniez, ze pewne trudno$ci matematyczne zwiazane
z warunkiem TRESCI doprowadzily von Misesa do mysli zastapienia szeSciobocznego:
graniastostupa opisanym walcem kotowym (byto tak istotnie).

W. S. Lensku [19] kryterium energii odksztalcenia postaciowego nazywa warunkiem
Misesa-HENCKY'EGO (np. s. 58 cze§é I). Podobna nazwe stosuja HOFFMANN i SAcks [11].
Autorzy polscy nazywaja kryterium, o ktérym mowa, na ogét warunkiem HUBERA-MI-
SESA-HENCKY’EGO (np. [18, 23]). W Encyklopedii Techniki, tom I, s. 270 [24], znajdziemy
stwierdzenie, ze «koncepcje wykorzystania pojecia energii odksztalcenia postaciowego jako
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kryterium plastycznosci przedstawili pézniej R. von Mises i H. Henckyy». Otéz MISES nie
rozpatrywal energii odksztalcenia postaciowego. Przy omawianiu hipotezy niezmiennikéw
nazwisko MISESA jest natomiast pominigte, mimo ze byl pierwszy, ktéry wykorzystal
niezmiennik dewiatora naprezenia do sformutowania warunku plastyczno$ei. Mijaloby sie
z celem wyliczanie wszystkich prac i ksiazek, w ktorych z réznych wzgleddw pomija sig
nazwisko HuBera. W dalszej czgéci tego artykutu postaramy si¢ wyjasni¢, na czym polegaja
zastugi poszczegélnych autoréw podstawowych prac, ktore doprowadzily do sformuto-
wania warunku plastycznodci energii odksztatcenia postaciowego i innych warunkéw,
matematycznie réwnowaznych.

R. von Mises wprowadzit warunek plastycznodci, starajac si¢ zastapi¢ «dokiadny»
warunek TREsCt warunkiem przyblizonym 1 nie wykazujacym niedogodnosci wynikaja-
cych z nieciggtodci pierwszej pochodnej w wierzchotkach szeécioboku TrEScI. Najwicksza
réznica przyblizenia sze§cioboku TrESCI elipsa MISESA nie przekracza 15%. Dopiero
wyniki do$wiadczenn utwierdzily MisEsa w przekonaniu, Ze jego «przyblizony» warunek
moze byé blizszy danym eksperymentalnym i moze by¢ traktowany jako samodzielne
kryterium. R. von MIses sformulowat warunek plastyczno$ci w postaci réwnania .J, = k2,
gdzie J, jest drugim niezmiennikiem dewiatora naprezenia. Jak pisze W. PRAGER i Ph. G.
Honge [25], wydawato si¢ wtedy, Ze warunek ten ma charakter abstrakcyjny i starano sie
odkry¢ fizyczne znaczenie niezmiennika. Poniewaz drugi niezmiennik dewiatora napre-
Zenia ma wymiar kwadratu napreZenia, A. NADAI [22] zalozyl, Ze fizyczne znaczenie musi
mie¢ pierwiastek kwadratowy drugiego niezmiennika. Wychodzac z tego zalozenia, A.
NADAI znalazt taka plaszczyzne i takie naprezenia w osrodku poddanym dziataniu na-
prezen, ze z dokladnoicia do stalej, pierwiastek kwadratowy drugiego niezmiennika de-
wiatora napreZenia jest réwny tym naprezeniom. Okazato sig, Ze plaszczyzna taka jest
symetrycznie nachylona do kierunkéw gtdwnych, a poniewaz plaszczyzn takich jest osiem,
powstaje symetryczny oémiofcian ztozony z tréjkatéow réwnobocznych. Kwadrat calko-
witego naprgZenia dziatajacego na powierzchnig o$miodcianu, czyli napreZenia o$mio-
dciennego®, jest réwny kwadratowi §redniej wartoéci naprezed gtéwnych, kwadrat os-
mioéciennego mnaprgZenia stycznego natomiast réwna si¢ 4/9 sumy kwadratéw gtéwnych
naprezen stycznych. Ponadto naprezenia normalne na plaszczyZnie o§mioécianu sg Sred-
nig wartoscia naprezen gldwnych, a styczie napreZenia o$mioécienne sa dokladnie réwne
intensywnosci dewiatora napreZenia, gdzie pod tyl terminem rozumie sie kwadratowy
pierwiastek $redniej wartosci kwadratéw skiadowych gléwnych dewiatora naprezenia

V3 e
Togm = 3 [/S1+S1+S3.

H. HeNcKy, nie znajac prac M. T. HUBERA [12] i [13], podat inng interpretacje fizyczna

[9], stwierdzajac, ze praca powodujaca zmiang postaci, czyli energia odksztalcenia po-

staciowego, jest proporcjonalna do drugiego niezmiennika dewiatora naprezenia pomno-
Zonego przez odwrotno$¢ podwojonego modutu odksztalcenia postaciowego (inaczej mo-

® Pod wplywem, zapewne, dostownego tlumaczenia z literatury rosyjskiej przeniknela ostatnio do
piémienniciwa polskiego nazwa «oktaedr», zamiast ustalonego terminu o§mio$cian i «naprezenia okta-
edryczne», zamiast naprezenia o$mioécienne.
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dutu KyrCHHOFFA). Interpretacja HENCKY’EGO pochodzi z 1924 r., a praca A. NADAI-
EGO z 1937 r.

R. HiLr, w swojej monografii [10], podaje chyba najprecyzyjniejsze oméwienie historii
kryterium, piszac: «fizyczng interpretacje warunku Misesa podal Hencky (1924), wyka-
zujge, ze plyniecie zaczyna sie wiedy, gdy energia odksztalcenia postaciowego osigga wartosé
krytyczney. | dalej: «kryterium Misesa zostalo w pewnym stopniu poprzedzone przez Hu-
bera (1904 r.) w Polsce, w pracy, ktéra nie wzbudzila zainteresowania przez prawie dwa-
dzieScia lat po jej opublikowaniu. Huber rozréznial dwa przypadki w zaleznoci od tego czy
hydrostatyczna skladowa naprezenia jest rozciqgajqca, czy tez Sciskajgca. W drugim przy-
padku przyjmowal, ze plynigcie okreslone jest sprezystq energiq odksztalcenia postaciowego;
w pierwszym natomiast, ze zalezy od calkowitej energii sprezystej (tak, jak to przyjmowali
E. Beltrami [1] i B. G. Haigh [T]». «Nie jest jasne czy Huber myslal o plastycznym ply-
nigciu, czy o kruchym pekaniun (Koniec cytatu). Powyzszy cytat z monografii R. HILLA
nalezy skomentowaé nastgpujaco: otéz pomyst polegajacy na rozréznieniu dwdch przy-
padkéw w zalezno$ci od znaku hydrostatycznej skladowej napreZenia rzeczywiscie po-
chodzi od M. T. HUBERA, nie byl jednak przez niego opublikowany. W oryginalnych
pracach z lat 1903 i 1904 jest mowa tylko o hipotezie energii odksztalcenia postaciowego
([12, 13]). Modyfikacja kryterium, o ktérej pisze R. HILL, zostala prawdopodobnie za-
czerpnigta z ksiazki A. FoprLa [5], ktéry opublikowat ja, jak wspomina Huper, pod
tytulem ,,Die Annahme von Huber”, na podstawie korespondencji prywatnej z HUBEREM.
Z kolei o tym, czy HUBER myslat o plastycznym plynieciu czy o kruchym pekaniu jasno
wynika z opublikowanych prac.

F. SCHLEICHER W pracy [26], cytowanej przez wielu autordw, rozrdZnia wyraznie
(w 1926 1.), w punkcie 8 pracy, warunek HUBERA (i tak go nazywa) od hipotezy BELTRA-
MIEGO 1 pewnej wersji podanej przez B. P. HAIGHA.

Warunek R. von MISESA niektdrzy autorzy, np. H. GEIRINGER [4], nazywaja warun-
kiem «kwadratowym», w odrdéznieniu od «liniowego» warunku TREscI. Jak wspomnie-
limy powyZej, celem MISESA bylo znalezienie takiego warunku, ktéry aproksymowalby
warunek TRESCI, usuwajac zarazem nieciagtoéci pochodnej. Podobny sposéb mySlenia
Mises zademonstrowal jeszcze raz, wiele lat pozniej w pracy z 1948 r. Okazato si¢ bowiem
w przypadku dwuwymiarowym, ze w zaleznoéci od potozenia punktu na krzywej przed-
stawiajace] «kwadratowy» warunek pldstycznosci zagadnienie sprowadza si¢ do hiper-
bolicznego, parabolicznego badZ tez eliptycznego. Poniewaz powoduje to trudnoéci ma-
tematyczne, R. von MISEs zaproponowal po raz drugi przyblizenie warunku TRESCI,
tym razem dwoma parabolami, z ktérych kazda przechodzi przez dwa wierzchotki szescio-
boku TRESCI lezace na osiach naprezen gléwnych. Zaleta tak ustawionego kryterium pla-
stycznofci dla przypadku dwuwymiarowego jest hiperboliczno$¢ rozwiazania we wszyst-
kich punktach krzywej.

M. T. HUBER zajmuje sie, w swoich podstawowych pracach [12] i [13], wyteZzeniem
materiatu i hipotezami pozwalajacymi- okreli¢ jego osiagniecie. Autor utoZsamia wyte-
Zenie materialu z niebezpieczefistwem pekania i stwierdza: «wytezenie materialu mie-
rzy sie wladciwg pracq odksztalceniay . Rozpatrujac nastegpnie potencjat sprezystosci M. T.
HUBER pisze wyraznie w p. 7 swojej pracy z 1904 r.: ww praktyce technicznej nie dopuszcza-
my z reguly odkszialcer poza granicq sprezystosci, chodzi nam przeto nie tyle o niebezpie-
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czenstwo pekniecia, ile o niebezpieczeAstwo przekroczenia granicy sprezystosci, kitére wedlug
wszelkiego prawdopodobienistwa mierzy réwniez wlasciwa praca odksztalcenian, 1 dalej:
«Uzywajgc wyrazenia granica sprezystosci, mam obecnie | w dalszym ciqgu na mysli granice
stanu napigcia, przy kitérym rozpoczyna sig plyniecie cial ciggliwych (plastycznych), a wige
to, co Niemcy nazywajq «Streckgrenzey.

Przeglad prac Zrédiowych pozwala stwierdzi¢ zatem co nastepuje:

1. Pomyst zastosowania potencjatu sprezystego jako miary wytezenia pochodzi od
E. BELTRAMIEGO [1].

Qkazato sig pdiniej z listdw do W. TrHoMsoNa, 7e J. C. MaxweLL [30] zasugerowal
w nich wykorzystanie wyraZzenia na energi¢ sprezysta przy wyznaczaniu krytycznej war-
toéci naprezen zlozonych. Wykazal on (patrz [29]), ze energie sprezysta mozna rozlozyé na
energie objetosciowa i energie odksztatcenia postaciowego i stwierdzit: wnam powazne
podstawy do przekonania, ze gdy (energia odksztalcenia postaciowego) osiqgnie pewnq gra-
nice to element ulegnie zniszczeniu. Jestem pierwszym, kiory pisze na ten temat, nigdy nie
widzialem zadnych badait dotyczqcych nastepujgcego problemu: znamy odksziaicenia me-
chaniczne elementu w trzech kierunkach, kiedy ulegnie on zniszczeniu?™. Do zagadnienia
tego MAXWELL juz nie powrdcil, a jego idee staly si¢ znane dopiero po opublikowaniu
listow. Fakt ten przypomnial mi p. doc. dr Stanistaw STANISLAWSKI z Politechniki Poz-
nanskiej na zebraniu naukowym PTMTS.

2. H. von HeLmHoLTZ [8] wydzielit pracg odksztalcenia objgtoSciowego ze wzoru na
potencjal sprezysty. _

3. M. T. Hueer pierwszy sformutowal kryterium odksztalcenia postaciowego jako
miarg wytezenia, utozsamiajac je (w zaleznosci od badanego materialu) z osiggnieciem
granicy plastycznodci. Nie odpowiada wiec prawdzie, Ze jest niejasne, czy HUBER my$lat
o plastycznym plynigciu, czy tez nie. Priorytet HUBERA byt znany jeszcze w latach dwu-
dziestych, zwiaszcza w Niemczech, a prawdopodobnie znacznie wezesniej kilku wybitnym
uczonym, z ktdrymi M. T. HUBER utrzymywat kontakt korespondencyjny.

Wedlug $wiadectwa M. T. HUBERA rdwniez praca R. von MIisesa z 1913 r. zostata
zapomniana az do prac H. HENCKY'EGO z 1924 r. i I Kongresu Mechaniki Technicznej
w Delft, réwniez w 1924 r. Zaréwno na I, jak i II Kongresie (w Zurychu, 12 - 17 IX 1926)
odbyla si¢ dyskusja na temat hipotez wytezenia z udzialem M. T. Husera. Na ITT Kongre-
sie w Sztokholmie (24 - 29 VIII 1930) R. von MIises wyglosit referat generalny, w ktorym
stwierdzif, e jego warunek plastycznoséci rézni sie od warunku HUBERA. Nieporozumie-
nje polegato znowu na tym, ze MISES opart si¢ na wspomnianej powyzej ksiazce A. FOPPLA
[5], nie znajac tekstu prac Hubera w jezyku polskim, Wypowiedz Misgsa zostata sprosto-
wana przez M. T. HUBERA, gdyZ liczbowo i w postaci wzoru warunki si¢ nie réznig.

4. R. von MIsgs, wychodzac z przestanek natury matematycznej, nie znal interpretacji
fizycznej, a moze po prostu o nia si¢ nie troszczyl. Zauwazyt ja dopiero H. Hencky [9].
Interesujace jest, ze M. T. HUBER wyszedt wladnie z przestanek natury fizycznej pokry-
wajacych si¢ dokladnie z pdzniejszq o 21 lat interpretacja H. HeNCKY’EGO. Oryginalnym
osiggnigciem MISESA jest wprowadzenie do rozwazafi dotyczacych warunku plastyczno§ci
drugiego niezmiennika dewiatora naprezenia. Zardwno R. von Misgs, jak i H. HENCKY
wywarli duzy wplyw na rozwdj teorii plastycznoéci, podajac rozwiazania szeregu zagad-
niedl szczegélowych, M. T. HUBER reprezentowal powszechny wtedy poglad, ze osiagnigcie
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granicy plastycznosci jest, poza wyjatkowymi przypadkami, tak samo niedopuszczalne,
jak popekanie czesci konstrukeyjnej. Fakt ten zawazyt zapewne na braku prac, jego autor-
stwa, z dziedziny teorii plastycznoéci i czgstym pomijaniu jego priorytetu.

5. Mimo ze wzor matematyczny wyrazajacy warunek plastycznosci jest taki sam, jego
interpretacja fizyczna moze by¢ rézna. JeZeli go nazwaé kryterium energii odksztalcenia
postaciowego, to zaréwno priorytet, jak i interpretacja fizyczna naleza do M. T. HUBERA.
Kryterium drugiego niezmiennika dewiatora naprezenia nalezy do R. von Misesa. Warto
tu wspomnie¢, ze W. BURZYNSKI [2] rozwingt w Polsce podejécie MISESA w swojej hipotezie
niezmiennikow.

Interpretacja A. NADAFEGO upowaznia do nazwania warunku — kryterium inten-
sywnoéci napreZzen stycznych lub kryterium stycznego naprezenia o$miosciennego.

Poniewaz dwa najwazniejsze i rdzne podejécia przy sformulowaniu warunku nalezaty
do M. T. HuperA i R. von MISESA, wybraliSmy nazwe w tytule niniejszej pracy: warunek
HUBERA-MISESA. '

Fakt, ze wszystkie powyZej wymienione interpretacje prowadzg do tego samego wzoru
matematycznego $wiadczy o bogactwie teorii i jej pigknie.
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