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1. Wstep

Problem liny rozpatrywany byt w szeregu prac zwiazanych ze statecznoscia holowa-
nych balonéw i szybowcédw [1, 11, 14], holowanych urzadzed nie posiadajacych sity
no$nej [6] oraz spadochronéw (hamulcéw aerodynamicznych) pracujacych w predkosciach
pnaddzwigkowych [10].

Prace [8, 12] obejmujg stateczno$¢ ukladu obiekt holujacy-lina—obiekt holowany.

W pracach tych w statecznoSci obiekfu uwzgledniano wplyw liny jako pewne dodatko-
- we sity [1] lub sity i momenty [11, 12, 14] w punkcie przymocowania jej do obiektu w po-
staci tzw. pochodnych liniowych. Pochodne liniowe wyprowadzane byly przy zalozeniu,
ze lina znajduje si¢ w poloZzeniu chwilowej réwnowagi w oduiesieniu do jej warunkéw brze-
gowych. Konfiguracje liny i jej naciag przyjeto w pracy [1] jako funkcje polozenia, a w pra~
cach [11, 12, 14] jako funkcje potozZenia i predkosci obiektu.

W pracach [2, 3, 7, 8, 9] rozwaZano gtéwnie dynamike liny holowniczej. Réwnania
ruchu obiektu holujacego i holowanego stuzyly do okreslenia warunkéw brzegowych.
Prace [8, 9] prowadzono przy nastgpujacych zalozeniach upraszczajacych:

— krzywizna liny jest mala,

— staly naciag wzdluz diugosci liny,

— lina nierozciagliwa.

W wyniku prac [8, 9] okre$lono warunki stabilnoéci podtuinej i poprzeczne; ukiadu
holowniczego. W pracach [2, 3, 7] wyprowadzono réwnania gietkiej liny obcigzonej sitami
aerodynamicznymi. Dla badania dynamiki liny rozwinieto dwie metody aproksymacyjne
przyblizonych rozwigzan: metode $rednich wartoéci i metode momentu katowego. Okres-
lono ksztalt przewodu w stanie réwnowagi oraz czestoéci whasne dla ruchéw podiuznych
1 poprzecznych ukiadu. Prezentowane metody przyblizonego rozwiazania sa stuszne dla
lin 0 matych krzywiznach. Pierwszym przyblizeniem rozwiazania jest linia prosta o §rednigj
warto$ci nachylenia.

W niniejszej pracy rozpatrzono dynamikg wiotkiej, nierozciagliwej liny obcigzonej
sitami aerodynamicznymi odwijajacej sie ze. szpuli umieszczonej na latajacym obiekcie.
Szpula jest umieszczona tak, ze jej 0§ podluZna pokrywa si¢ z osig podiuzna latajacego
obiektu. ,

W rozpatrywanym przypadku lma wykonuje ruch oblegowy z duza predkoscia katowa
wokét osi-podtuznej szpuli oraz ulega skrecaniu wokét osi wlasnej. Tak odwijajaca sig lina
ma wzgledem powietrza znaczna predkoéé poprzeczng i réwng zeru predko$§¢ styczng. Ze
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wzgledu na to, Zze wsp6iczynnik oporu normalnego liny jest 30 razy wigkszy od wspélczyn-
nika oporu stycznego obcigZenia aerodynamiczne odwijajacej si¢ liny s wigksze niz w omo-
wionych powyzej pracach,

Rozpatrywany sposéb odwijania liny ma miejsce przy przerzucaniu lin (przewodéw
tacznoéci, lin ratowniczych) przez przeszkody terenowe uniemozliwiajace lub utrudniajace
ciagnigcie.

Wyprowadzone ponizej réwnania ruchu liny sg uogdlnieniem réwnan otrzymanych
w pracach [3, 7]. Ztozone warunki brzegowe odwijajacej si¢ liny, duza predkoéé skreca-
nia oraz wystgpowanie duzych krzywizn liny uniemozliwity zastosowanie metod aproksy-
macyjnych uzytych w pracach [3, 7] do rozwiazania otrzymanego uktadu réwnan.

W omawianym sposobie rozwijania liny najwigkszy naciag spodziewany jest na nie-
wielkiej dhugoéci za obiektem.

Zatozenie to pozwolito na sprowadzenie uktadu réwnan rézniczkowych nieliniowych
typu hiperbolicznego o dwu zmiennych niezaleznych do ukladu réwnan rézniczkowych
nieliniowych zwyczajnych. Otrzymany uklad réwnan badano na dlugosci liny réwnej
dlugo$ci zwoju szpuli dla réznych warunkéw poczatkowych korica liny okre§lonych przez
parametry latajacego obiektu oraz dla réznych wymiarow szpuli.

Oznaczenia

x, ¥,z [m] skladowe potozenia liny w ukiadzie wspoirzednych zwiazanych z lina,

Vs, Vy, Vz[m/s]  skladowe predkosci liny w ukladzie wspélrzednych zwiazanym z lina,

Wy, wy,wz [1/s]  sktadowe predkodci katowej liny w ukfadzie wspélrzednych zwigzanym z lina,
¥ [rad] kat pochylenia liny,

y [rad] kat odchylenia liny,

y [rad] kat przechylenia liny,

Gy, Cn wspdlczynniki aerodynamiczne sity stycznej i normalnej do liny okre§lone w stosunku
do jej $rednicy i dlugosci jednostkowe;j,

R [kG] sila aerodynamiczna,

T [kG] naciag liny,

d [m] §rednica liny,

[ [m] diugo$é liny,

m [kGs?/m] masa liny na jednostke dlugosci,

o [kGs?/m*] gestoéé powietrza,

g [m/s?] przyspieszenie ziemskie,

C[1/m] stala zalezna od promienia szpuli,

r [m] promien szpuli,

Vo [m/s] predkos$¢ obiektu,

w wektor polozenia punktu liny.

2. Kinematyka liny

Predkoéé i przyspieszenie punktu na linie w przestrzeni tréjwymiarowej zmieniaja sig
zaréwno co do wielkos§ci, jak i kierunku,

Lina umownie zostanie podzielona na elementy o dlugoéci dl, a potozenie poszczegol-
nych punktéw liny rozpatrywane bedzie wzdiuz liny.
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Dla uproszczenia zapisu réwnan ruchu liny przyjeto uklad wspétrzednych zwigzany
z ling oznaczony jako O,,.. Jako uklad odniesienia przyjety zostat uktad wspélrzednych
zwigzany z ziemia Oyxyz. PoloZenie uktadu O,,, wzgledem ukladu odniesienia Oyyz okreslaja
trzy katy oznaczone jako &, v, y (rys. 1). \

YA

Rys. 1. PoloZenie ukiadu wspdirzednych zwiazanego z ling

Uktad O,,. zostal przyjety tak, ze' o§ O, jest zawsze styczna do liny i jest dodatnia
w kierunku rozwijania si¢ liny ze szpuli. O§ O, jest prostopadia do stycznej i lezy w plasz-
czyznie, w ktdrej predkosé liny ¥ obraca si¢ w danej chwili. Ten kierunek okreéla si¢ jako
normalny, a wspdlnie ze styczna tworzy tzw. ptaszezyzng styczna. O§ O, jest prostopadia
do plaszczyzny stycznej i okre§la kierunek binormalny.

Przejécie z uktadu O,,, do ukladu odniesienia Oxyz okrelaja cosinusy kierunkowe
wedlug tablicy 1.

Tablica 1
X y z
X | cosdcosy —cosycosysind+ sinycosy +
-+ sinysiny +sindcosysiny
Y | sin® costcosy —costlsiny
Z | —cosdsiny sinysiny + cosycosy +
+sindsinysiny —sindsinysiny

Potozenie punktu P liny w ukladzie O,,, okre§la wektor, ktéry moze zmieniaé sig
co do wielkosci, jak i kierunku. Przemieszczenie punktu P wzdhuz liny okreéla si¢ odleg-
toécig /.

7 Mechanika Teoretyczna
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Rys. 2. Palozenie punktu na linie

Polozenie punktu P liny w ukladzie O,,, mozna zapisaé jako

M W= xi+yj+zk.
Odwijajaca si¢ lina ma wzgledem ukladu odniesienia predkose katowa w:
) @ = wyitw,j+ok.
Raézniczkujac (1) otrzymujemy predkoéé punktu P na linie
aw  dw N TXT
a T 7 ?
Iub
dw dx dy < dz -
) = (dt +w,z— w,y)z+(dt tw,x~w,.z )j-i-(d +wy—w,x )k.
Wprowadzajac do (3) oznaczenia
dx
E+w,,z—w,y =V,,
dy
7t—+w,x——wxz =V,,
aFr +twy—w,x =V,
i rézniczkujge (3), otrzymujemy przyspieszenie punktu P liny
d*w dv, av, <= [ dV, =
@ P ( 7 +w,V,—w, )z +( dty Vx—waz)J + (’dtz V,—w,V,l|k.

W czasie rozwijania lina obraca si¢ wzgledem ukladu odniesienia o katy 4, Y, ¥ . Pred-
kosci zmian tych katéw sa odpowiednio réwne 3, 1,0, y Rzutujac sktadowe 3, P, y pred-
kosci katowej punktu P liny na osie ukladu Oy,, otrzymujemy

Wy = )'1+1}:sin19,
®) w, = pcosdcosy+Jsiny,
w, = ~f9cosy—1,'ucosﬁsiny.
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Podstawiajac (5) do (3) i (4) otrzymujemy ostatecznie predko$¢ i przyspieszenie punktu
na linie

©6) _“%" = [)'c+z(1,bcosq9cosy+1‘}siny)~y(?9cos)’—12’70050Si“ﬁ')];+
+ [y +x(dcosy ~pcosdsing)— z(p+ psind)] j +
+ [Z+y(7+psind) ~x(pcosd cosy + dsiny)k
da*w

€ a7 = [Vi+ Vao(cosdcosy +dsiny) — Vy({?*cosy—z})cosﬂsiny)]h-

+ [V, 4+ V(Dcosy —peosdsiny) — V(7 + psin®)]j +
+ Vo4 Vo (p +psind) — Vi (cos P cosy + Psiny)]k .

3. Réwnania ruchu liny

Przy wyprowadzaniu réwnati ruchu przyjeto nastepujace zaloZenia upraszczajace do-
tyczace liny:

— jednorodna wzdtuz calej dtugosci,

— przekrdj kotowy,

— doskonale gietka,

— nierozciagliwa.

Na element liny o diugoSci d/ dzialaja nastgpujace sity: naciag liny, sita aerodynamiczna,
cigzar liny oraz sita bezwladno$ci. Réwnanie ruchu elementu liny w postaci wektorowej
mozna zapisaé jako

® mw = F,
gdzie m — masa liny na jednostke dtugoéci,
F=R+G+T,
R — sita aerodynamiczna,
G — sita cigzkoscl,
T — naciag liny. »
Ponizej zostana kolejno rozpatrzone sily dziafajace na ling.

Rys. 3. Sily -dzialajace na element liny

7‘
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3.1. Sila aerodynamiczna. Site aerodynamiczng R w ukladzie O,,, mozna zapisa¢ jako
R=R, i+R, j+R, k.

Stosujac wspdtczynniki aerodynamiczne sity normalnej C, i sity stycznej C,, okre$lone

w stosunku do $rednicy liny 1 dfugosci jednostkowej, wprowadzone w pracy [11] skladowe
normalna i styczna sity aerodynamicznej elementu d/ liny maja postaé

R, = —oddI(V}+V2)C,,

)

I’— NI

R, = — oddIV2C,.

)
Rzutujac (9) na osie uktadu O, otrzymamy
R, = —1— oddIV2C,,
10) R, = %gddl(Vf+ V2C,cosd,

R = %gddl(Vf+ V2)C,sind,

gdzie 0 oznacza kat, jaki tworzy wypadkowa predko$é normalna liny z osia O,
5 v, s V.
CRO= yyryyr s SMO= 252

Podstawiajac powyzsze do (10) otrzymujemy zaleznoéci na skladowe sity aerodyna-
micznej

R =7 dlezC',,
(11) R, =%gdle VV2i+vic,,
R, —;-gdle VV2iVE C,.

3.2, Nacigg liny. Naciag liny T w ukladzie O,,, ma postaé
T = T i+Tyj+T,k.
Przyrost naciagu liny o dtugoéci dl jest wynikiem obrotu elementu o katy 4 i dy.
Suma rzutéw naciggu elementu 4/ na osie ukladu wspdirzednych O,,, wynosi
T, = —T4+(T+dT)cosddcosdy,
T, = (T+dT)sinddcosdy,
—(T+dT)sindy cos(ﬁ +d¥)cosy.

w3
I
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Rys. 4. Naciag elementu liny

Zakladajac, Ze
cosdy = cosdd ~ 1,
sindy =~ dy,
sind® ~ df

oraz pomijajac male wyzszego rzedu otrzymujemy
T, = dT,

(12) T, = Td¥,
T,

3.3. Sila ciezkoéei. Sife cigzkoéci elementu liny dl w uk%édzie 0,,; mozna zapisaé

G = G.i+G,j+G,k.

Rzutujac G na osie ukladu O,,, otrzymujemy sktadowe '

— Tdycosdcosy.

G, = —Gsind,
(13) G, = —Gcostcosy,
G, = Gceositsiny.

3.4. Réwnania ruchu. Rozpisujac réwnanie (8) na osie uktadu O,,, i podstawiajac (7),
(11), (12), (13) — po przeksztalceniach otrzymujemy uklad réwnan ruchu elementu liny

1[ov, o9 dy oy a9
(14) | [ 5 -V, (6t osy——a—cosﬁsmy)+V (a—cosﬁcosy+ 3 smy)]._
1T od _,
=~ g dl sin? 2—mgV"C"
1 ad oy . av, oy oy _
(15) E[V (at cosy — Wcosﬂsmy)+ i V, & +—a—t—smﬁ =
! Taay; —cosPcosy — od V,2VVi+V2C,,

2mg
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1 oy o0 oy Oy . v,
(16) —g—[—V (Wcosﬁcosy+7smy)+V ( 5 T A sin? 7=

= i Ta—cosﬁcosy+cosﬁs1ny—2—d— V.VVieVEC,.

Uklad réwnan rézniczkowych czastkowych typu hiperbolicznego opisujacych ruch
liny nie jest zamknigty ; dodatkowe rdwnania stanowi¢ beda zaleznoéci kinematyczne.

3.5. Zwiazki kinematyczne. Obrot konica elementu liny o katy di i dy powoduje przyrosty
predkosci liniowych punktéw na linie w kierunkach normalnym i binormalmym. Zales-
noéci te daja uzupelniajace rownania ukiadu (14)+ (16)

av, o9
amn 3 -V, ¥ +V, 61 cosﬁ‘cosy =0,
o9 OV oy o9
(18) Vi—=7 T V. — 3 sindcosy = “a7 GOV
19) -V —~cos19cos +V, =7 - Hc
*7o] Yy 61 61 = — 5 cosvcosy,
(20) Y _e

ol

Réwnania (14) -+ (20) opisujace dynamike liny sa nieliniowymi réwnaniami rézniczko-
wymi czastkowymi pierwszego rz¢du typu hiperbolicznego o dwu zmiennych niezaleznych.
Wykorzystujac zalezno$¢

dl

@h dt

VO ’

gdzie V, — predko$¢ odwijania liny réwna predkosci lotu obiektu, sprowadzono ukiad
réwnan (14)+(20) do uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych.
Po przeksztalceniach uktad réwnan (14)+ (20) przyjmuje postaé

v, . o dp 1 dT

(22) — +(Vzcosdeosy+Vycosdsiny) - Rl
= ——I% sin— 2511/0 ¢,
(23) B % + (chosy— m—]I;o)—ddﬁl ~ (V,cosPsiny 4V, sind) %qli —V,%?’l_ =
= —T‘Z— cosdcosy— 5 (;'/ v, ]/V2+VZC,,,
24 % —Vysiny %‘; + (VySinﬁ;VxCOSﬂCOS?+ %% cosﬁcosy) ‘Z’; +
&y _ &

+V

d 2 73
Y A cosﬂsmy——z—aV ]/V +VZC,,



25)

(26)

@7

28)

W
dr
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e — HVecostcosy — =0
7 + (Vx— VOCOS)’) "717 ~+ VZSIII’I9‘COS)/ 7 = 0,
. d’l/)
+ (Vysindcosy—V, cosdcosy +V, cosdcosy) - =
dy
v C.

103

0,

i

W czasie odwijania lina ma najwigksza predkosé «obiegania» bezposrednio za obiek-
tem, w zwigzku z tym najwigksze obciazenia liny wystepuja na poczgtkowym odcinku.
Dla zbadania wplywu dynamiki rozwijania na wielkosé naciggu liny wystarczy badaé
przedstawiony uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych na niewielkiej dlugosci liny za
obiektem. Uklad réwnan (22)-- (28) rozwiazano metoda numeryczng Runge-Kutta-Gila
dostosowana do jezyka FORTRAN.

4. Przykiad liczhowy i wnioski

Przyktad liczbowy przeprowadzono dla wiotkiej liny o ciezarze jednostkowym G =

= 0,0005 [%] i érednjcy = 0,0005 [m]. W obliczeniach zmieniano kolejno parametry

poczatkowe katowego poltozenia liny na wyjiciu z obiektu, predkosé obiektu oraz pro-
mien szpuli. Pozwolilo to na okre§lenie wplywu tych parametréw na wielko$¢ naciagn liny.

A7 /kG]
7 | R s = Z /
G- B R 1o
]
//
5 o [ /
e
P / P
| sV L~
i s ST
. :
? 7~z
/ / o IF
7 522;,/’5//// ‘ 10 (16 == =
| wg VOgIE LT
~—-<::fC:ff_;__L____—_ i
0 20 40 60 80 0 Vazfg/s]

Rys. 5. Zmiana naciagu liny w funkcji predkosei obiektu



104 T. KUZMICEWICZ

Tik6]
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3
\\
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1
Vy~40m/s
Zoz a4 006 008 a1 rfm]

Rys. 6. Zmiana naciaggu liny w funkcji promienia szpuli

Zalezno§¢ naciagu liny w funkcji predkoéci obiektu przedstawiono na rys. 5, a na rys. 6
wplyw promienia szpuli na wielko$¢ naciagu.

Obliczenia wykazaly, Ze:

— wielko$§¢ naciggu liny zalezy silnie od predkoéci obiektu (rys. 5) oraz promienia
szpuli (rys. 6),

— poczatkowy naciag liny wynikajacy z odklejania ze szpuli ma nieistotny wplyw na
wielko$é naciggu,

0
y/mj & e ——
u'— o Q.AO
) e
agn| Qg,‘L
i
oS4
o0
008 - b —
0
0"\\/
go4 |- 0% —
ot - )
1 L I —
904 008 qr2 g8 zlmj

Rys. 7. Konfiguracja odwijanej finy z lecacego obiektu z predkoscia ¥, = 80 m/s
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r T[kG]
2 . e
V,=80m/s
r=0056m
1 /I
0 —|
002 004 006 ([m]

Rys. 8. Zmiana paciggu wzdiuz dhigosci liny

— maksymalna wartoé¢ naciagu wystgpuje na dtugosci liny réwnej okolo potowie

zwoju (rys. 8); na dalszej czgéci liny naciag zmienia si¢ nieznacznie,

Przykladowa konfiguracje liny odwijajacej si¢ z obiektu lecacego z predkoscig V, =
80 [m/s] przedstawiono na rys. 7. Charakter konfiguracji jest zgodny z do§wiadczeniem.

Otrzymane wyniki naciagu liny poréwnano z wynikami uzyskanymi przez VOGTA w pracy

1

10.
11.

12.
13.

14.

15.

16.

6] (rys. 5).
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Peswome

IUHAMUKA TPOCA PASMATELBIBAIOIIETIOCA M3 ITOIBMIKHOIO OBBEKTA

B pa6oTe paccmoTpesa JHHAMHMKA TPOCA Pa3MaThIBAOLIETOCS 13 KaTYLLIKH HAXONAUIEHCA HA IO BIK-
nom obwexTte. Och KaTYWIKM NapasuIeibia ocH o0bexTa. IyHamMura Tpoca onycaga ¢ NOMOLIBIO HeluHelt-
HbIX qupdepenunansHLIX ypaBHEHUi THIepBOIIYECKOro THIIA B YACTHLIX IpOU3BOHHbIX. ITonydernas
cvcTeMa YpaBHeHi npHBeZeHa K cHcTeMe 00bIKHOBEHHBIX MM (epeHuanbHbIX ypasHeruil. IIponenanst
UHCNIEHHbIE PACUETLI VI PadyIMUHBIX CKOPOCTeli 00bercra M pajJMyCcoB KATYLIKKA. B peaysbraTe pacyeToB
0Ny YeHa 3aBHCHMOCTh MAKCHMAJIBHOTO HATSOKEHHS TPOCA OT KMHEMATHYECKHX M TEOMETPHUECKHX Napa-
METpPOB ODBEeKTA.

Summary

DYNAMICS OF A CABLE WINDING OFF FROM A MOVING FLYING OBJECT

In the paper is considered the dynamics of a cable winding off from a reel placed on a flying object.
The longitudal axis of the reel is parallel to the longitudal axis of the object. The cable dynamics is describ-
ed by hyperbolic-type non-linear partial differential equations. The set of equations obtained is reduced
to ordinary dilferential equations, and numetrical calculations are done for various velocities of the flying
object and various rcel radii. As a result of the calculations, the maximum tension of the cable is expressed
in terms of the kinematic and geometric parameters of the object.
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