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1. Wstep

Przy rozpatrywaniu dowolnego rekuperatora z przeplywem krzyzowym mozna w od-
niesieniu do kazdego z czynnikoéw przyja¢ dwa krancowe zaloZenia okre§lajace jego za-
chowanie si¢. W klasycznych rekuperatorach krzyzowo-pradowych zaklada si¢ przeplyw
adiabatycznymi, nie mieszajacymi si¢ strugami, pomigdzy ktérymi nie ma wymiany ani
ciepla, ani masy. MozZna tez przyja¢ catkowite wymieszanie w plaszczyznach poprzecznych
do kierunku przeptywu i temperatura danego czynnika jest wowczas funkcia tylko jednej
zmiennej. Przypadki takie wystgpuja réwniez przy rozpatrywaniu rekuperatora petlico-
wego z przeplywem krzyzowym, ktérego schemat wraz z modelem teoretycznym jest
pokazany na rys. 1. Przypadek catkowitego wymieszania obu czynnikéw wydaje sie nie
mieé wigkszego znaczenia praktycznego. ZaloZenie wymieszania czynnika ogrzewanego
ma sens w przypadku rekuperatora sktadajacego si¢ z pojedynczego, wzglednie grupy réw-
nolegle ustawionych elementéw. W przypadku wigkszej iloSci elementéw ustawionych
w kilku rzedach stuszne wydaje si¢ byé zalozenie przeptywu czynnika chtodniejszego
adiabatycznymi strugami. W odniesieniu do medium grzejagcego mozna teraz przyjaé dwa
przeciwstawne zalozenia, w rzeczywistoéci za$§ bedzie panowat pewien stan posredni. Przy-
padek catkowitego wymieszania tego czynnika jest znacznie latwiejszy do rozwiazania [4].
Przypadek «czystego» przeptywu krzyZowego bez wymieszania, dla jednego szczegdlnego
przypadku (k;_, = k,_3), réwnieZ zostal rozwigzany [2]. Wyniki obliczen, choé otrzy-
mane w stosunkowo prosty sposob, poprzez transformacje Laplace’a réwnan bilansu
energii, niezbyt nadaja si¢ do obliczen cyfrowych, zwlaszcza przeprowadzanych na maszy-
nie matematycznej. Wynika to z koniecznoéci rozwiazywania réwnan przestepnych. W ni-
niejszej pracy podany jest inny, przy tym bardziej ogblny, sposéb rozwiazania zagadnie-
nia. Po sprowadzeniu ukladu réwnan bilansowych do réwnania calkowego okregla sig
ksztalt rozwigzania. Po zatoZeniu na tej podstawie szeregéw okreSlajacych przebieg tem-
peratur poszczegolnych strumieni znajduje si¢ wspotczynniki funkcyjne wystepujace w tych
szeregach. Ze wzgledu na rekurencyjny charakter wyprowadzonych zaleZnoéci, nadaja
si¢ one do obliczen przeprowadzanych na matematycznej maszynie cyfrowe;.

2. Sformulowanie problemu

Model teoretyczny rozpatrywanego rekuperatora pokazanyjestnarys. 1. Powierzchnia
wymiany ciepta zostala rozbita na dwa prostokaty o wymiarach xoy,. Gdyby zdarzyt sig
przypadek réznych powierzchni po obu stronach punktu zwrotnego, w réwnaniach bilansu
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Rys. 1. Wymiennik petlicowy z krzyzowym przeplywem czynnikéw: a) schemat wymiennika, b) model
teoretyczny, ¢) rozklad temperatur
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wystepuja zredukowane wspolczynniki przenikania ciepta. Dla stanu ustalonego, po po-

minieciu strat ciepla oraz przeptywu ciepta wzdhuz przegréd, otrzymuje sie z bilansu
energii dla klasycznego przeptywu krzyzowego ukiad réwnan rdézniczkowych:

W, ot
kl—z(tl—t2)+k1_3(t1-t3) = - y—o‘l_ﬁ,
' W, ot,
2.1 kia(ti~1t,) = A
Wi ot
kia(ty—t3) = —x—;a—;,
gdzie:

k;_; — wsp6lczynnik przenikania ciepla od strumienia i-tego do j-tego,
t; — temperatura i-tego strumienia,
W; — pojemno$¢ cieplna i-tego strumienia,
X4, Yo — Wymiary powierzchni wymiany ciepta,
X, Y — wspdlrzedne bezwzgledne.
Zakladajac W, = W, oraz przyjmujac wspélrzedne bezwymiarowe

2.2) =X Y

otrzymuje si¢:

1 08,
(2.3a) (x+1)8,+ —(I(I——Z)W = 0, +x0;,
(2.3b) L

+ o 2 =0y,
N N '

1 06
(2.30 0 - 3 = N
) s (K3-1) 0y !



ANALIZA KONWEKCYJNEGO REKUPERATORA PETLICOWEGO 59

gdzie
. _ k1~3 . _ ki _2%0¥0 . _ k1—2on’o_
= ki (Ki-2) = ~W1—’ (K1) = T’
.4) (Ks_)) = ky_3x0Y0 — ky.3%0Y0

Wi W,
B, jest bezwymiarowo wyrazona temperatura i-tego strumienia

ti—ta

(2.5) 0, =

5t = tlreos g = tfyeo.
tia—1ag

Warunki brzegowe dla ukladu réwnan (2.3) przyjmuja postacé

(2.6) Oilsco =15 Oafy0 =05  Opfyos = Osfyy.

W dalszych rozwazaniach zaklada sig stato$¢ wielkodci k,_; i W, a tym samym stato$c »,
(K1), (Kam1) 1 (K3-0)-

3. Rozwiazanie zagadnienia

Uklad rdwnan rézniczkowych (2.3) mozna sprowadzié do jednego réwnania catko-
wego z jedna niewiadoma. W tym celu nalezy wyznaczy¢ funkcje 6, i 05 z réwnan (2.3b)
i (2.3¢). Z réwnania (2.3b) po zastosowaniu warunku 0,|,_o = 0 otrzymuje si¢

'v -
(3.1) 6, = (Ky)e®a [ 576, (x, 5)dy.
0

Po przeksztalceniu réwnania (2.3c) i uwzglgdnieniu warunku réwnosci temperatur 6,
i 6, w punkcie y = 1 otrzymuje si¢

1 1
(3.2) 6 = eXo-0[(K,_p)e- e Ead [ (Ka-¥ g, (x, F)dy+ (Kamy) [ e 5076, (x, 75|
0 ¥y .

Zastosowanie warunku 6,],_o = 1 po odpowiednich przeksztalceniach réwnania (2.3a)
daje:

B3) 6 = eerEn {1 (K ) [ et DEDTO, R, )+ w05 (R, ] .
J e

Aby dosta¢ jedno réwnanie z jedng niewiadoma nalezy wstawié¢ zaleznosci (3.1) i (3.2)
do (3.3)

x y
B4 6, = e—(~+1><xx-z>x(1+(K1_2)fe(~+1>(xx-z>f{(K2_l)e—<xz-nyfe—(xz-l)ml(;,j,)dj+
0 0

1 1
+,,e(xa-x)y[(Kz_l)e-ml)(xz-,)fe(Kz-x)iel(g, Py + (Ks_1) fe~<K3-tW61(?c,j)djz]}d§].
: 0 y
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Réwnanie catkowe (3.4) rozwiaza¢ mozna metoda kolejnych przyblizen. Przyjmujac
jako zerowe przyblizenie :
(3.5 6 =0
otrzymuje si¢ po wstawieniu (3.5) do prawej strony réwnania (3.4)
(3.6) 6} = g~ O+ (Ki-n)x
Piefwsze przyblizenie podstawione do (3.4) daje drugie przyblizenie
(3.7 037 = e H D1 +xa, ()],
gdzie
(3.8) a,()) = (Ky-p){l —e 20 4 yeKa-03[g~ K1) — o=+ 1) (Ka-1)] 4. g ]| — g~ Ka-0 (=N},
Kolejne przyblizenia maja postaé
(3.9) 0} = e+ ED] +xa, () + x%ax(p)],
(3.10) - 0t = et E-I*[] + xq, (p)+x2a,(p)+ x3a5()].
Ogélnie bedzie zatem
(3.1D) 07 = e+ EK2x[] 4 xaq, (p)+x2a, () + ... +x"'a (W],

przy czym wyrazenia a,(y), a,(»), ..., maja nieregularny ksztalt i poczawszy od a,(y)
doé¢ ztozong postac. Wstepne rozwiazanie réwnania catkowego (3.4) umozliwia na pod-
stawie (3.11) zatozenie funkcji 0, w postaci szeregu

o0
6.1 0, = e[ 14 34, o)),
n=1
lub
o
(3.13) ) 01 — e-(x+1)(Kl_z)xEA”(y)xn_l’
n=1
gdzie
(3.14) A= 1.

Wida¢ przy tym, ze spetniony jest juz tu warunek 0,|.—o = 1. Po wstawieniu (3.13) do
réwnan (2.3b) i (2.3c) otrzymuje si¢ kolejno:

: o0
(3.15) 6, = e+ 1) (Ki-2)* ZBn(J’)X"_l,

n=1

(3.16) 03 — e—(x+1)(K1_2)x 2 C"(y)xn_l ,

=1
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przy czym zachodza zwiazki

1 dB.(y)
(3.17) | B.(y)+ & & An(y),
(3.18) Co9)— i 4O

— 7 = A4,().
(K3—1) dy O
Ze wzgledu na warunki brzegowe (2.6) funkcje B,(y) oraz C,(y) musza spelniaé zalez-
nosci
(3.19) Bn|y=0 = Oa Bnly:l = Cn|y=1-

Nie wykorzystane dotad réwnanie (2.3a) po wstawieniu don zalezno$ci okreslajacych
funkcie 6, 0, i 05 daje warunek

(3.20) A A () = Kz

n=1,2, ... n

[Bu(y)+2C,(»)].

Kolejno$é rozwiazywania bedzie zatem nastgpujaca: korzystajac z (3.14) wyznacza
si¢ na podstawie (3.17)+(3.19) funkcje B;(y) i C,(»), ktérych znajomoéé na podstawie
(3.20) umozliwia znalezienie funkcji 4,(y). Majac 4,(y) oblicza si¢ nastgpnie B,(¥) i C,(y)
z réownaf (3.17)+(3.19) i potem w podobny spos6b mozna wyznaczaé kolejne wyrazy
szeregéw. Postgpowanie wedtug podanej kolejnosci prowadzi do otrzymania nastepuja-
cych wynikéw:

(3.21) Bi(y) = 14+ By etF» B, = —1;
(3.22) CL(y) — 1+C1_16(K3“)y; C1.1 = — ~(K2-1)-(K3-1)
oraz po wprowadzeniu
kisx
(K1) = 35070
otrzymamy

B23)  40) = (Kiop)+ (Kia)+ (Ki-) By, e 0% 4 (K, 5)Cy e,

By(y) = (K1—2)+ (Ki1-3)+ (Ba, 1+ By py)e K207+ B, s eKa-07,

(3.2 (K._2)
Bys = —H%CLU B, = (Ki5) (Khm)) By s By = —(Ki5)— (Ki—3)—Bs 3;
(3.25) Co(y) = (K1) + (Ki-3)+(Ca, 1+ Cp 2y)e®o0? 4+ €y s oKz,
K,
Cz,a = %31,1, Cz,z = —(Kl—s)(K3—1)C1,1,

Cry = (By1+8B2— Cyp)eKe-Ka- 4 B, —C, 55

(326)  A30) = 4 [Kra)+ (Kaodl 4  [(Kao) (Bas 4 Baop) e

+ (K1-2)Bs, 3% 4 (K, _3)e®3-07(Cy 1+ Co29)+ (K13) Ca 3 e~Kz-0yy;
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1
B27) Bi(») = T[(K1~2)+(K1—3)]2+(33,1 +B3,3y+ By syt e Fom0r 4

(K, -3) (K1-2)

mcz.z, B3 4= 2(n +1)(Bz 3+"C2 1)—

+(Bs.4+Bs,5}’)e(K3'1)y, B35 =

B3.5

1 1
- m, By = 27(K1—2) (K2-1)B3,2, B3, = 7(K1—2) (KZ—I) X

1 -
X(Byoy+2Cs3), B, = — 2 [(Ky-2)+(K1-3)> = B3 4;

1
(328 Gy = T[(Khz)'f' (K1=3))2+ (Cs,14 C3 2+ Ca,3 yH) Koy

K _ K,_
+(C3,4+Cssy)e K-y, Cy 5 = 2(( 1+31))Bz 2, Caa= 2(( 1+31))( 2,1+ %C53)+
C 1 1
m Cs3 = —7(K1—3)(K3—1)C2,2, Cs = —7(K3-1) X

X (Ky2)(By3+%Cs,1), Cs1 = (Bs,1+Bs3+B33—C3,—Cs,5) e (Ka-)~(Ka-) 4

+ B34+ B3, 5—C;3,,—Cy5;

(3.29) 4.0 = %![(K1—2)+(K1—3)]3 + —[(K1 e Ky 2 Bs,iy=t+

+ (K _p)etks- ’)'vZ Bi 540yt + (K _s)eKa-0y an Y+

i= i=1

X
+ (Kyg) e~ Koy Z C3,3+1yi—1];

i=1

1
(3.30) By = 3—[(K1_2)+(K1_3)]3+e (Ka-1)y Z B,y +eKay Z By apiy-

=1
_ (Ki-a) _ (Ki-2) 2B
== C, s, B eI S
R O e L R (A B/ AN
(K1-2) B,, 1
Bys = 3(x +1)( 3,4+%C3,1) — m, By = ?Z‘(sz) (K2-1)B3,3,

B3 = ﬁ (K1—2) (K21) (B3, 2+#Cs5), By, = % (Ki—2)(Ka—1) (B3,1 +%C3,4)s

By =— 5 (K1 2)+ (K 3P — B, s;
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(3.31) C.(y) = 3' [(K1—2)+(K1 3)]3_|_e(‘(3 1y 2 Cs, ‘yi—l + e~ (K2-1)y S C,. i}"_

i=1 = l
(Ki-3) (Ky_3) 2C, 4
Cyr = 3(%+1)Bs 3> Cap —3( +1)(B3 2+#C3 5)+ m,
(Ki-3) Cys 1
Cos = e 1+31)(B3 1 +%#C34) + (sz Coa = —3—2‘(1(1—3)(1(3—1)(73.3,

1 1
Cas = —ﬁ(Ks—x)(Kl—z) (B3,s+%C3,5); Cap=— ‘ﬁ(Ka—l)(K1~2)(Ba.4+"C3,1),

4 3 3 4
1 bl
C4‘1 = e"(Kz—l)—(KJ—l) (Z B4,i —_ 2 C4.4+i) + 2 B4-.4-+i - Z C4,i‘
i =1 i=1 f=2

i=1

Ogolniedlan = 2, 3 ...

n—1
K _ + K _ n—1
(32 4,= & Zzn—(nl' o) [(K1 2)e e Z By +
n—2 ' n—1
+ (Ky-p) e MZB—[ nmta1 Y (K g) eRa-0Y VC Y+
P i= 1
n—2
2
+ (K1—3)e—(K2'1)yZ C-1.n—1+iyLl],
i=1
n—1
K, _ K, )"
B, = [(K, 22};"_(1)1! D ing + (Ko ‘)yZB (1 4 oK ’”2{3""+1y
B — (K1-3)Chet n—t B _ (Ky—2) (Bn-i, n-1+1+#Cpy,1) _
n,2n—1 (7’1—1) (717+1) ) ten2/n2%, n,n41d (7’1—1) (H-l—])
. iBn,n+1+l B — (Kl-—Z)(KZ—l)Bn—l,n—l
(Kaey)+ (Kay) " (n—1) ’
B = _ (Ky2) (K1) (B, 11+ %C g, n—2+l)
i=n—1,n=2,....3,2 mt (n-1D (-1 ’
- [(Kip)+ (K1) ‘
Bn,l = - (n_l)! '—Bn.n+1:
1 n—1
C, = [(K1~23n+_(ﬁ1'—3)] + elKa- uyZ C, 1}"_[-}-6 (Ka- 1)y2 C,, th
: i=1 =1
Cony = (K1-3)Bn_g,n-1 Crnes = (K1~3)(Bn—1.i+HCn—-l.n—«1+i) n

(=D x+1)° impe2fns2r (n—1)(x+1)

iConp1i C = __(K1—3)(K3 —1)_Cn—1,n—1
(Kp—y)+(K3-1) ’ " (n—1)? ’

+
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(3.32) C.. = (Ks D (K122) Baoy, n2+1F %Coy, i~1) 1)
[c.d.] jmnetn232 (n—‘l)(l—l)

Cpy = e—(Kz-l)-—(K:a—x)( B,, ZC" n+,) ZB,, il — ZC,, ;.
= i=

i

Aby okre§li¢ iloé¢ przekazanego ciepla wystarczy znajomos¢ temperatury czynnika
ogrzewanego przy wyplywie z wymiennika 0,, = 05|,_o. Cieplo pobrane przez czynnik
ogrzewany wyraza sie bowiem wzorem

(3.33) 0= Witia—ta)03g, »

gdzie
1 © i

(3.34) O3, = f03|y=o(X)dx = 2C”(O)fe—(x+l)(K1—2)xxn_1dx,
0 n=1 0

CI(O) = 1+C1.17
Cz(o) = (K1—2)+(K1—3)+C2,1+C2.3,

(3.35) 1
C5(0) = a7 [(Ky—2)+ (Ki-3))* + C3,_1 +Cs,4,
1
C,(0) = 37 [(Ky—2) + (K1) +Co i +Co s 5
ogdlnie
1
(3.36) Co0) = ——— (K, )+ (K )+ Co i +Co i1 -
n=2,3,... (n—1)!

4. Rozwigzanie r6wnan bilansu energii przy calkowitym wymieszaniu jednego z czynnikow

Zaleznosci podane uprzednio odnosza si¢ do przypadku, gdy czynniki robocze ptyna
adiabatycznymi, nie mieszajacymi sie strugami. Jesli w czasie przeptywu czynnik grzejacy
ulega catkowitemu wymieszanin [0, = 0,(x)], wowczas [4] temperatury poszczegblnych
strumieni sg okre§lone wzorami:

(41) 01 = g, 02 = 01 [1 _..e—(Kz—l)J’], 03 = 01[1___e—(Kz—x)—(KJ—l)(l—}') ,
]
gdzie
W, (Ki-2)
4.2 = 2] — g K2-)~(K3-1) 1=27 1] _ g~(K2-1)~(K3-0].
“2 W NN ]

Srednia temperature czynnika ogrzewanego przy wyplywie z wymiennika okre§la tu
zalezno$c

“3) Oumg = =0 1 =,
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W przypadku calkowitego wymieszania strumieni czynnika ogrzewanego 8, = 6,(y);
65 = 83(y) uklad réwnan bilansu energii przyjmuje posta¢

1 a6,

(4.4a) (e+1)6, + &) 0x = 0, +x0;,
(4.4b) 0+ o (Kz 5 dy of 0, dx,
(449 b= s of 0,dx.

Uklad (4.4) mozna otrzymaé badz bezpoSrednio z bilanséw energii, badZ tez przez
scatkowanie w granicach 0+1 wzgledem zmiennej x réwnan (2.3b) i (2.3c). Warunki
brzegowe sa tu opisane, podobnie jak uprzednio, réwnaniami (2.6). Z réwnania (4.4a)
po zastosowaniu warunku 8,|,_o, = 1 otrzymuje si¢

_ 0,4+ x84 e 1) (Kiog) % 0,+ 0,

Po podstawieniu (4.5) do réwnani (4.4b) i (4.4c) otrzymuje si¢ uklad dwoch réwnan z dwie-
ma niewiadomymi:

1 db, 1-C 1-C

1 do, 1 do,
4.7 b —— 2=y ———— 2
) TR H TR b
gdzie
1 — e~ (*+1)(K1-2)
4.8)

D (Ky-)

Po wyznaczeniu 65 z (4.6) i podstawieniu otrzymanej zaleznosci do (4.7) otrzymuje sig
réwnanie

d?y,

4.9) e

C(x—1)(K2_1)"76;——Cx(1<2_1)262 — O

Rozwiazanie tego réwnania ma postaé

4.10) 0, = M"Y+ My +1,
gdzie

1 —
@11) p1,2 = 5 CKy) =1 F Y (e = 1)* +4x/C].

Podobny wyglad posiada funkcja okres§lajaca temperaturg 05
(4.12) 5 = N,e"? +Nyet2y +1,

5 Mechanika Teoretyczna
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Po wyznaczeniu na podstawie (4.6) statych Ny i N, jako funkeji statych M, i M, oraz
po uwzglednieniu dwéch nie wykorzystanych dotad warunkéw brzegowych otrzymuje’
sie ostatecznie

y,ee’Y —y e’
(413) 62 g [ S D —" ( 2-1)-‘”

v,e1e'? —y, e’V

- 1 —C(K2-1)y
(4.14) 0, =1 I e ,
gdzie
(4.15) Via = 2+ C(Kpoy).

Temperatura czynnika ogrzewanego przy wyplywie z wymiennika jest taka sama
w kazdym punkcie i wynosi

2

cmh{%CQQ_JVﬁw—D2+4WC]

4.16 05, = I
(4.16) } V(=12 +4x|C
1+

%+1

5. Uwagi koncowe

Podane powyzej rozwigzania réwnan bilansu energii, zaréwno dla przypadku, gdy nie
wystgpuje wymieszanie, jak réwniez dla catkowitego wymieszania jednego z czynnikdw,
posiadaja charakter bezwymiarowy. Wystgpuja w nich bezwymiarowe temperatury oraz
kryteria podobiefistwa i sympleksy. Do jednozndcznego okreélenia zagadnienia konieczna
jest znajomo$é trzech sposrdéd szeSciu charakterystycznych wielkosci (cztery kryteria po-
dobiefistwa, stosunek pojemnosci cieplnych oraz stosunek wspdfczynnikéw przenikania
ciepta). _

Rozwigzanie podane dla klasycznego, czystego przeplywu krzyzowego mimo pozornie
do$é skomplikowanej postaci dobrze nadaje si¢ do obliczen dokonywanych na cyfrowej
maszynie matematycznej. Przyktadowe obliczenia wykazaly przy tym, ze ciag C,(0) jest
szybko zbiezny do zera.
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Peswome

AHAJIM3 KOHBEKIIHOIIHOI'O IIETJEBOI'O PEKYIIEPATOPA
C TIEPEKPECTHBIMU ITOTOKAMUW TEIUIOHOCHUTEJIEN

B paore paccmMaTpHBAETCA TEILIOBOH MOTOK B KOHBEKLIMOHHOM IIETNIEBOM PEKYIIEPATOPE C EPEKPECT~
HBEIM TedenneM Ge3 cMernBasuA. Kl crnonpayioTes OBMIeIPHHSTEIE IPY aHANIN3e KOHBEKIIHOHHBIX peKyIepa-
TOPOB NPEANONOKEHHA. BBITEKAIOAA H3 YHEPTETHUESCKIX BalaHCOB CHCTEMa ypaBHEHHH peluanacs 10
HacToALlero Bpemenu [2] ¢ momoiupio npeoBpasoBanus Jlammaca. B wacrosimieii paGoTe mocTyaupyercs
pelerue B BHAE PAAA, & BIOCIENCTEMH MOAGHPAIOTCA (ByHKUMOHABHEIE KOI(DQHIHEHTI 9TOF0 PAMa.
TlonyuerHoe perieHye yIOOHO AJIA PacueTOB Ha LI(PPOBOH BEIYHCIMTESPHON MAILKHE.,

Summary

ANALYSIS OF THE CONVECTIVE CROSSFLOW LOOP RECUPERATOR

Heat exchange in the convective loop recuperator with unmixed crossflow is considered. The usual
assumptions of the analysis of convective recuperators are accepted. In the paper [2] the energy balance
equations were solved by means of the Laplace transformation. In this paper the approximate solution
is obtained with the help of integral equations. This solution suggests a particular form of the solution,
and a system of simple differential equations is derived. The solution obtained is suitable for computer-
aided calculations.
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