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KONSTRUKCJA  FUNKCJI   GREENA DLA  RÓWNANIA  BIHARMONICZNEGO
W  OBSZARZE  KOŁA  LUB  WYCINKA  KOŁOWEGO

EUGENIUSZ  W AC H N I C K I   (KRAKÓW)

Celem pracy jest  efektywna  konstrukcja  funkcji  Greena dla koła i pewnych obszarów
ką towych  dla  równania A2u  = 0  z warunkami brzegowymi  u\c  = 0, Au\c  = 0,  gdzie  C
jest  brzegiem  obszaru.  Zagadnienie to  znane jest  pod  nazwą   zagadnienie  Riquiera  [1],

1.  Konstrukcja  funkcji  Greena  dla  koła

Znane jest  rozwią zanie  problemu  Riquiera  dla  koła  [1]. Rozwią zanie  to  uzyskane
zostało  bez znajomoś ci  funkcji  Greena. Podamy jednak  konstrukcję   funkcji  Greena dla
koła ze wzglę du  na jej  znaczenie przy konstrukcji  funkcji  Greena dla pewnych obszarów
ką towych.

Niech K  oznacza obszar  kołowy x2  +y2  < R2.  Niech P  i Q bę dą   dwoma dowolnymi
punktami  tego  obszaru  oraz  niech r  =   \PQ\.  Oznaczmy przez  G{P, Q) szukaną   funkcję
Greena z biegunem w punkcie P, tzn. funkcję   taką, że

(1)  G(P, Q) =   - 2r2lnr+H(P,   Q),

gdzie H(P, Q) jest  funkcją   biharmoniczną  punktu Q w obszarze K  dla P e K,  oraz

(2)  (?(?,g)  = 0  dla  QeC  i  PeK,

(3)  AQG(P,Q)=0  dla  Q e C  i  PeK,

gdzie  C jest  brzegiem  K.
W  dalszym  cią gu  rozważ ymy  dwa  przypadki:
a)  punkt P jest  dowolnym  punktem K, róż nym od począ tku układu  współrzę dnych,
b)  punkt P  jest  ś rodkiem  K.
Rozważ my  najpierw  przypadek  a)  i  załóż my, że punkty  P, Q  mają   w  biegunowym

układzie  odpowiednio  współrzę dne P  = (ro,t0),  Q  =   (Q,S).  Wtedy  funkcja  G(P,Q) =
=   G(r0,  t0,  Q,S)  spełnia warunki:

(2')  G(ro,tQ,e,s)  = 0  dla  Q =  R,  rQe(0,R),  to,s  e[0,27t),

(3')  | ^  +  ± 4 S . +  l i r  - °  d l a  <? = *>  'oe(0,*),  to,se[O,2n).acr  QX  os2  Q OQ

Prawdziwe  jest  nastę pują ce:

Twierdzenie 1  [2].  Jeż eli  funkcje  uo(Q),u,_(Q)  są   funkcjami  harmonicznymi  w  kole  K,

to funkcja  u(Q)  = uQ{Q)Ą - g2u1(Q)  jest  funkcją  biharmoniczną  w  K.
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Przyjmijmy  p  =  QJR.  Szeregi

00

pk(akcosks+bksinks),  Jj  pk(ckcosks+Ą sinks)
0  fc=O

przy  odpowiednich  współ czynnikach  ak,bk,  ck, dk  są  funkcjami  harmonicznymi  w  K,
zatem  w  oparciu  o  twierdzenie  1 widzimy,  że  funkcja

(4)  G(P, 0  = 2r2ln ^  + ^  pk(akcosks+bksinks)+p2  ^  pk(ckcosks+dksinks),

gdzie 7 =   \PQ\, P oznacza obraz punktu P w inwersji wzglę dem  okrę gu  C:  x2+y2  = i?a,
ma postać  (1). Dobierzemy z kolei współ czynniki ak,bk,ck,dk,  k  = 0, 1, 2, ... we wzorze
(4) tak, by speł nione były warunki  (2'),  (3')-

D la  Q = R  z  wł asnoś ci  inwersji  mamy

f5)  = 1

zatem  warunek  (2') równoważ ny  jest  równoś ci

0 0  •

2J  (akcosks+bksinks)  + £  (ckcosks+dksinks)  =  0.

Stąd  otrzymujemy  ukł ad  równań

(6)  ak+ck  = 0,  i k + Ą  = O,  fc  = 0, 1,2, . . ..

Przejdziemy  z kolei  do warunku  (3'). Mianowicie,  przez  proste  przeliczenie  otrzymu-
jemy

gdzie  r0  oznacza  odległ ość  punktu  j°  od począ tku  ukł adu.
Z  (5) wynika,  że  przy  Q  = R

i?2

gdzie Pl  =  - £.

Biorąc  pod uwagę  wzór  (por. [3])

otrzymujemy
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Ponadto

= 0

oraz
CO  W

AQ(p
2  2J  Pk(,ckcosks+dksinks)j  =  -  ̂ ^

Ostatecznie  dla Q e C,  tzn. dla Q — R, mamy
CO

r2  — R2  \~1  4
AQG(P, Q) =  S- 9- ^2— 2j  P^^- to)  +  "nr

fc= 0  k=Q

Z  (3') mamy
co  co

2{rl- R2)^  p\cosk(s~to)+   ^  (k+l)(ckcosks+dksmks)  = 0,
k = 0  k=0

więc

^ ^  ^( / - g- ^^sin too +  ̂ + O^it = 0.

Z  równoś ci  (6) i  (7) otrzymujemy

rl- R2

  k  rl- R2

  fc  .
Q.k =  2 —;  ;—ViCOS k tn,  bj,  —  2—z  —

k+l  k+l

ck =  —2~-——p\coskto,  dk = —2

dla  Ar = 0, 1, 2, ....

Stąd  ostatecznie

R2  Z J \ R 2 }  Ar+1

fc=0

Przejdź my  obecnie do przypadku  b), gdy punkt P jest ś rodkiem koła K. Wtedy  funkcję
G(P, Q)  przewidujemy  w postaci

c o  CO

(8)  G(P, 0  =  2Q2lnp+  £pk{akcosks+bksmks)+  £pk+2(ckcosks+dksinks).
fc=0 fc=0

Przeprowadzając  rozumowanie  podobnie  jak w przypadku  a) otrzymujemy

(9)  G{P,Q) =   2 Q 2 \ ^ -

9  Mechanika  Teoretyczna
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2. Funkcja  Greena  dla  obszaru  ką towego

Podamy konstrukcję   funkcji  Greena  dla  zagadnienia  Riquiera  dla  obszaru  ką towego

D  =  {(x,y):x  >  0,  0<y<ax,  x2+y2<R2};a  =  tg—,  »  =  l , 2,  .. ..

Niech  k  =  {{x,y):Q^x  <  R,y  =  0},  l2  =   \ (x,y)  :0  <  x  <  ,  y  =  ax\
{   l/ l  - ha2  I

oraz  7a  =  i(x,  y):  x2  +y2  =  R2,  .  <  x  <
[  yl+a2

Zbiór lx  u  l2  u  / 3 jest brzegiem obszaru i) . N iech punkty P o  e D,Q  e D  u  lt  u  / 2  u  / 3.
Współ rzę dne  biegunowe  tych  punktów  oznaczmy  odpowiednio  Po  =  (R0,t0),Q  =

=  (g, j).  N iech  /-o -   |Pofil-

Odbijając  punkt  Po  kolejno  wzglę dem  prostych  y  =   akx,  gdzie  aŁ  =  tg——,  k —
n

—  1,2,  ..., 2 «- l,  otrzymujemy  2n— 1  punktów,  które  oznaczmy  odpowiednio  przez
Pfc.  Niech rs  =   \PkQ\.  Przyjmijmy,  że punkt Pk  ma współ rzę dne biegunowe  Pk  =   (Ro>  tk).
Obrazy  punktów  Pfe  w  inwersji  wzglę dem  okrę gu  x2+y2  =  Pv2  oznaczmy  przez  PŁ  dla
k  =   0,  1,  . . . , 2 M - 1.  N iech  rfc  =   \PkQ\.

Lemat 1.  D la  A: =  1,2,  ...,2n- l

(10)

gdzie  .El  '"  '  x  1 oznacza  czę ść  całkowitą   liczby

Dowód. Gdy k jest  liczbą   parzystą,  to punkt PŁ powstaje  z punktu Po jako  obraz w zło-
ż eniu k  symetrii  o osiach y  =   Umx,  m  — 1,2, .. ., k.  Zł oż enie k  symetrii  moż emy  zastą pić

złoż eniem  —  obrotów o  ką cie  obrotu  — .  Stąd  tk  =  to  + - —- r- .  Jeż eli  k jest  liczbą   pa-
2  n  n  2

rzystą,  to  E\—- —I  = —,  zatem  w  tym  przypadku  zachodzi  zwią zek  (10).

Jeż eli A: jest  liczbą   nieparzystą,  to punkt PŁ powstaje  ż punktu Pk_1  przez  obrót o  ką t

21 —-  — 4_ 11,  wię c  tk  m •   t- ic_!. Korzystając  z pierwszej  czę ś ci dowodu oraz z  faktu,
\   n  1  n

( k+1  \   ifc+1
—^ —I  =  —- z—,  gdy  k jest  liczbą   nieparzystą,  mamy  zwią zek  (10).

Lemat 2.  Zachodzą   równoś ci :

tk  =   2n- t2n„ 1_- k  dla  k  =  0,  1,  . . . , « - 1,

2%
—  ~t2n+1_k  d la  k  =  2 , 3,  . . . , «.

Dowód. Zauważ my,  że  E\n- - ^\  =  n—Ey—^—I,  zatem
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Podobnie

2n  _/  2n + 2- k

Niech  dla & = 0, 1,2,  . . . , 2ra-l

( 3 3 ( a a  Vn\  IS  in. 0  -   2rfc ta ̂   ^
i=0

Przyjmijmy

OD

Twierdzenie 2. Funkcja G(P0, Q) okreś lona wzorem (II)  jest  funkcją  Greena z biegunem
w punkcie Po  dla zagadnienia  Riquiera  w obszarze D.

Dowód. Należy  wykazać , że

(12)  G(P0, 0  =   - 2,ilnro+H(Po,Q),

gdzie  funkcja  H(P0, Q) jest  funkcją  biharmoniczną punktu Q w obszarze D,  gdy Po e D,

(13)  G(Po,Q)  = 0  dla  Q e C = lx  u l2  u / 3,

(14)  <d<?(Po,0 = O  dla  g eC = / i u / 2  u / 3 )

Skoro każ da z funkcji  Gk(Pk,  Q) jest  funkcją  Greena dla kola x2 + j 2  < R2 z biegunem
odpowiednio  w punkcie Pk,  więc  funkcja  G(P0,Q)  jest  postaci  (12). Dla  dowodu (13)
rozpatrzymy  trzy  przypadki:

a) Q e h,  wtedy s = 0. Z pierwszej  czę ś ci  lematu 2 wynika, że

G»(Ą, 0  -   GKta- i- fcCPaa- i- *! 0 ;  fc  = 0 , 1, 2,  ....

więc

n - l  2n- l

G(P0, 0 = 2"  (- 1)Ł G*( P'-  0+  S  i- ^Gk(Pk, 0 =
n - l  n - l

- x - *( P *i ^ ł.  0  =  0-
k=0  k=0

b) g  e/ 2,  wtedy  f =  — . Z  drugiej  czę ś ci  lematu 2 wynika,  że cos I  £2,1+1- *) =

/w  \   .  -   _  In  \  In  j.  \
=  cos I  ^  ;  /c = 2, 3,  ..., n oraz cosl— —/,  =  cosl  to\ ,  zatem

Stą d, podobnie jak w przypadku  a), otrzymujemy  G ( P0 , 0  = 0.
c ) ge  / 3,  wtedy  Q = R,  zatem  G ft(Ą, 0  = 0 dla fc = 1, 2,  ..., 2n-1.  Zatem  rów-

nież  G(P0,Q)  =  0, co koń czy  dowód  równoś ci (13).

9*
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D la  dowodu  równoś ci  (14)  zauważ my,  że

Postę pując  podobnie  jak  przy  dowodzie  równoś ci  (13),  otrzymujemy  równość  (14).

N iech  funkcje/ j, /2  bę dą   funkcjami  okreś lonymi  na  brzegu  C  obszaru  D.  Wtedy,

przy  pewnych  założ eniach o  fun kc jach /t , / 2,  moż na  udowodnić,  że  funkcja

jest  funkcją   biharmoniczną  w  obszarze  D  oraz  M (P0) |C  = / I ( J P O ).  M ( ^O) |C  = fziPo),  gdzie

«  jest  normalną   do  brzegu  C  skierowaną   do  wnę trza  obszaru  D.
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P e 3  IO M e

riOCTPOEHHE  OYH KIIH H TPHHA  BH TAPMOH H ^ECKOrO  YPABH EH H^
flJIH   OBJIACTH  KP yrA  H KPYrOBOrO  CEKTOPA

B  pa6oTe  noi<a3aHO nocTpoeHHe cJ)yHKHHH  FpHHa  flJia  flByjwepHoro  6HrapMOHH^ecKoro
B  cxny^ae  Kpyra  H KpyroBoro  ceiwopa  c nempanbubiiw  yrnoM  njn  yflOBJieTBopniomeft  na
wmeM   KOHType  C  cjieayiomHM   KpaeBbiM   ycnoBHHM   u(x,y)\c  — 0,  Au(x, y)\c  =  0.

S u m m a ry

THE  CONSTRUCTION OF THE GREEN FUNCTION  FOR BIHARMONI C
EQUATION  FOR  THE  CIRCULAR  DOMAI N  OR CIRCULAR  SECTOR

In  the paper  the Green function  for equation  A2u(x,y)  = 0 and circular  domain and circular  sector
with boundary  data of Riquier  type, i.e. u(x,y)\c  — 0, Au(x,y)\c = 0, is effectively  constructed.  C denotes
the  boundary  of  the convenient  domain.
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