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Celem pracy jest efektywna konstrukcja funkcji Greena dla kola i pewnych obszaréw
katowych dla réwnania 4% = 0 z warunkami brzegowymi #|; = 0, dulc = 0, gdzie C
jest brzegiem obszaru. Zagadnienie to znane jest pod nazwa zagadnienie Riquiera [1].

1. Konstrukcja funkcji Greena dla kota

Znane jest rozwigzanie problemu Riquiera dla kola [l]. Rozwigzanie to uzyskane
zostalo bez znajomoé$ci funkcji Greena. Podamy jednak konstrukcje funkcji Greena dla
kola ze wzgledu na jej znaczenie przy konstrukcji funkeji Greena dla pewnych obszaréw
katowych.

Niech K oznacza obszar kolowy x? +3»? < R2. Niech P i Q beda dwoma dowolnymi
punktami tego obszaru oraz niech r = |PQ|. Oznaczmy przez G(P, Q) szukana funkcje
Greena z biegunem w punkcie P, tzn. funkcje taka, Ze

0)) GP,Q) = —2r%inr+ H(P, Q),

gdzie H(P, Q) jest funkcja biharmoniczng punktu Q w obszarze K dla P € K, oraz
) GP,)=0 dla QeC i Pek,

3) 4,GP, Q) =0 dla QeC i Pek,

gdzie C jest brzegiem K.

W dalszym ciagu rozwazymy dwa przypadki:

a) punkt 2 jest dowolnym punktem K, réznym od poczatku ukladu wspétrzednych,

b) punkt P jest $rodkiem K.

Rozwazmy najpierw przypadek a) i zalézmy, Ze punkty P, O maja w biegunowym
uktadzie odpowiednio wspélrzedne P = (ro, fo), Q@ = (p,s). Wtedy funkcja G(P, Q) =
= G(rg, to, 0, 5) Spelnia warunki: '

(2) G(ro, to,0,8) =0 da o=R, roe(,R), to,s€l0,2n),

82G+i62G li(i__o dl
0p? o* 0s* -l-—g~ do a e

Prawdziwe jest nastepujace:

(3) R, r,e(0,R), ty,s5¢l0,2n).

Twierdzenie 1 [2]. Jezeli funkcje uo(Q), u,(Q) sa funkcjami harmonicznymi w kole K,
to funkcja u(Q) = uo(Q)+0*u,(Q) jest funkcja biharmoniczng w K.
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Przyjmijmy p = g/R. Szeregi

w0 0
M pt(acosks+bysinks), ) pHepcosks+dysinks)
k=0 k=0

przy odpowiednich wspdtczynnikach ay, by, ¢, di sa funkcjami harmonicznymi w K,
zatem w oparciu o twierdzenie 1 widzimy, ze funkcja

@ 6,0 =2 2111 + Zp (arcosks+ by sinks)+ p? Zp"(ckcosks+dksmks),

k=0

gdzie ¥ = [PQ|, P oznacza obraz punktu P w inwersji wzgledem okregu C: x2 + y* = R,
ma postaé (1). Dobierzemy z kolei wspdlczynniki ay, by, ¢, di, kK = 0,1,2, ... we wzorze
(4) tak, by spetnione byty warunki (2, (3').

Dla ¢ = R z wlasnoéci inwersji mamy

11'0
©) R L
zatem warunek (2') réwnowazny jest réwnosci
o0 o0
D (@cosks+bysinks)+ D) (ccosks+dysinks) = 0.
k=0 k=0

Stad otrzymujemy uklad réwnan
(6) ' gt =0, b+d, =0, k=0,1,2,..

Przejdziemy z kolei do warunku (3°). Mianowicie, przez proste przeliczenie otrzymu-
Jemy

210 /70) = g 70 g p RIS Comre)
AQ(r lnrR) = 4ln R +2 = 4,

gdzie 7, oznacza odlegloéé punktu P od poczatku ukiadu.
Z (5) wynika, ze przy ¢ = R

$—R?  1—p,cos(s—to)
A 221 rr0)=8r0 P1 0.
( TR R?  pi4-1-2p,cos(s—1ty)

¥,
dzie p, = -2,
gdzie p) =

Biorac pod uwage wzoér (por. [3])

o]
1—p,cos(s—1tg)
kcosk(s—1,) = ! © __, <1,
épl Gt = ey 7l

otrzymujemy
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Ponadto
dg [2 P(agcosks + bysin ks)] =
=0

oraz

( Zp"(ckcosks+dksmks)) ya 2 (k +D)p*(crcosks +dsinks).

k=0

Ostatecznie dla Q € C, tzn. dla ¢ = R, mamy

o0
2 O
AG(P, Q) = glo—=t R E plcosk(s——to)+-i2 (k + D(ercosks+dysinks).
k=0
Z (3') mamy

[s0] 00
23— R?) Y phcosk(s~to)+ ), (k+1)(ccosks+dsinks) = 0,
k=0 k=0
wigc

@ {2(r3—Rz)_p’{coskto+(k+l)ck =0,

2(r3— R?») pisinkty+ (k+1)d, = 0.
Z réwnosci (6) i (7) otrzymujemy

2 __ p2 2 2

r6—R .
a, =2 T picoskty, b =2 (I)c+1 pisinkt,,
- R rB-R
o = —2 ‘;c+1 pheoskty,  di = —2 ‘;c+1 pksinkt,

dlak=0,1,2,...
Stad ostatecznie

2 rro (R —ro)(Rz“QZ) oro | cosk(s—1o) to)
0wy 2 St

Przejdzmy obecnie do przypadku b), gdy punkt P jest srodkiem kola K. Wtedy funkcj¢
G(P, Q) przewidujemy w postaci

B GP,Q =2*Inp+ Zp (a,cosks -+ by sinks) + 2p"+2(c,,cosks+dksmks)
ie=o

Przeprowadzajac rozumowanie podobnie jak w przypadku a) otrzymujemy

© G(P, Q) = 20*In % —2(R*~p?)

9 Mechanika Teoretyczna
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2. Funkcja Greena dla obszarn katowego
Podamy konstrukcje funkcji Greena dla zagadnienia Riquiera dla obszaru katowego

D= {(x,yp:x>0, 0<y<ax, x2+y2<R2};a=tg%, n=1,2,...

Niech 11 = {(x,y):()é X <.R,y = 0},]2 = {(x y) 0 < X <—i/Tl_—_, y = ax}
R
oraz 13 = (x, y):x2+y2 = RZ, s < x < R}.
Yi+a®

Zbidrl, v I, U I; jest brzegiem obszaru D. Niech punkty Poe D,QeD Ul U1, U ;.
Wspéirzedne biegunowe tych punktéw oznaczmy odpowiednio Py = (Rg, t,), Q =
= (¢, ). Niech ro = |P,Q|. '

Odbijajac punkt P, kolejno wzgledem prostych y = oy x, gdzie og = tgif—, k =

=1,2,..,2n—1, otrzymujemy 2r—1 punktéw, ktdre oznaczmy odpowiednio przez
Py. Niech 1, = |PcQ|. Przyjmijmy, Ze punkt P, ma wspoétrzedne biegunowe Py = (R, t,).
Obrazy punktéw P, w inwersji wzgledem okregu x?+»? = R? oznaczmy przez P, dla
k=0,1,..,2n—1. Niech 7, = |P,0|.

Lemat 1, Dla k =1,2,...,2n—1

(10) = (k“)+<~1)"ro,

gdzie E (%) oznacza cze$¢ catkowity liczby 52—1
Dowéd. Gdy k jest liczba parzysta, to punkt P, powstaje z punktu P, jako obraz w zlo-
zeniu k symetrii 0 osiach y = o,x, m = 1, 2, ..., k. Zlozenie k symetrii moZemy zastapic

ZoZeniem —]25 obrotdw o kacie obrotu 2—: Stad ¢, = to+-27n§. Jezeli k jest liczba pa-

2
Jezeli k jest liczba nieparzysta, to punkt P, powstaje z punktu P,_; przez obrét o kat

rzysta, to E( ktl ) = lc—, zatem w tym przypadku zachodzi zwigzek (10).

k 2k
2(7” —t_ 1), wige 1, = Tﬂ — 1., . Korzystajac z pierwszej czgéci dowodu oraz z faktu,

k 1
ze E ( ;1 ) = k; » gdy / jest liczba nieparzysta, mamy zwiazek (10).

Lemat 2. Zachodza réwnoéci:
h =2n—ty,_x dla k=0,1,....,n-1,

2
tk=2ﬂ+'7n‘—t2"+1_k dla ](::2,3,...,”.

k+1

Dowdd. Zauwazmy, 2e¢ E (n— ;) = ——E( 2

) , zatem

)+(—1)""1t0 = 2m—1t.

t2n— -k = 2—nE( 2”;]6
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Podobnie
27 E( 2n+2—k

Tong1_p = — 5

. 27
_1\-k+1 — Enidd
P )+( 1) ty = 2+ " te.

Niech dla k = 0,1,2, ..., 2n—1

Gu(Py, ) = 272 1n B0 _ g (B )(Rz—e") Z(QRO)" cosifs—t)

Ty R i+ 1
Przyjmijmy
2n—1
(1) G(Po, Q) = D) (= 1)Gul(Ps, O).
k=0

Twierdzenie 2. Funkcja G(Py, Q) okreflona wzorem (11) jest funkcjq Greena z biegunem
w punkcie Py dla zagadnieria Riquiera w obszarze D.
Dowéd. Nalezy wykazaé, Ze

(12) G(Po, Q) = —2rdlnro+ H(Po, Q),

gdzie funkcja H(P,, Q) jest funkcja biharmoniczng punktu Q w obszarze D, gdy P, € D,
(13) G(Py,0) =0 dla QeC=1l vl ul;, Py,eD,

(14) AG(Py, Q) =0 dla QeC=1I1 ul,uly, PyeD.

Skoro kazda z funkcji G, (Py, Q) jest funkcja Greena dla kola x2+y* < R? z biegunem
odpowiednio w punkcie P, wigec funkcja G(P,, Q) jest postaci (12). Dla dowodu (13)
rozpatrzymy trzy przypadki:

a) 0 el,y, wtedy s = 0. Z pierwszej czeci lematu 2 wynika, Ze

Gk(Pk, Q) = GZn—l—k(PZH—-l—k’ Q), k = 0, 1) 2, seey

wiec
n—1 2n—1
Gy, Q) = D) (= 1FGi(Ps, Q)+ D (~DGi(Py, Q) =
k=0 k=n

n—1 ' n—1
= Y (—1DGuPi, @)= O, (= DGansil(Pan-so, @) = 0.
k=0 k=0

.. , . 7
b) Qel,, wtedy s = % Z drugiej czeéei lematu 2 wynika, Ze cos (7—42”1_,‘) =
= COS§ (E —t,,); k=2,3,..,no0raz cos (E —t,) = cos(—yz —to), zatem
n n n

GO(PO, Q) = Gl(PlyQ) 1 Glc(Pk: Q) GZn+1 k(P2n+1 k>Q) k =2)3,-“)n'

Stad, podobnie jak w przypadku a), otrzymu_]emy G(P,, 0) = 0.
c) Qel;, wtedy o = R, zatem G (P,,Q) =0 dla k =1,2,...,2n—1. Zatem réw-
niez G(P,, Q) = 0, co konczy dowdd réwnosci (13).

9%
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Dla dowodu réwnoéci (14) zauwazmy, Ze

47£+r£—;(§o—Ro)2 _sa

k
R—R} \[oRo)
+8 e 2( 2 ) cosi(s—1t;).

=0

nRo

4 Gk(Pks Q) = 8In
r R

Postepujac podobnie jak przy dowodzie réwnoéci (13), otrzymujemy réwnoéé (14).
Niech funkcje f;,f, bgda funkcjami okre§lonymi na brzegu C obszaru D. Wtedy,
przy pewnych zalozeniach o funkcjach f, f,, mozna udowodnié, ze funkcja

u(x, ) = u(Po) = i( e R R PN

jest funkcja biharmoniczng w obszarze D oraz u(Py)lc = f1(Po), u(Po)lc = f2(Po), gdzie
n jest normalna do brzegu C skierowang do wnetrza obszaru D.
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Pesmome

ITOCTPOEHHE ®VHKUMH I'PHHA BUTAPMOHHYECKOI'O YPABHEHUA
JIJIT OBJIACTH KPYI'A B KPYI'OBOI'O CEKTOPA

B pabore moxasapo nocrpoenue ¢yHkuuu ['pHHA MIsE ABYMEPHOro GUTapMOHMUECKOrO YpaBHEHHA
B CIIyuyae KPYra M KpyroBOT'O CEKTOPA C UEHTPANBLHBLIM YIJIOM 7tfn YHEOBIETBODPSIOINEH HA OTPaHUIMBA-
omem Kourype C CHEAYIOI{UM KpaeBeIM YCHOBHAM u(xX, y)|c = 0, du(x, y)|c = 0.

Summary

THE CONSTRUCTION OF THE GREEN FUNCTION FOR BIHARMONIC
EQUATION FOR THE CIRCULAR DOMAIN OR CIRCULAR SECTOR

In the paper the Green function for equation 4%u(x,y) = 0 and circular domain and circular sector

with boundary data of Riquier type, i.e. u(x,»)lc = 0, du(x,»)lc = 0, is effectively constructed. C denotes
the boundary of the convenient domain.
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