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1. Wprowadzenie

W metodzie elementéw skonczonych, jak wiadomo, zasadniczymi czynnikami kazdego
programu sa nastgpujace podprogramy: podprogram do budowania macierzy sztywnosci
poszczegSlnych elementéw, podprogram do budowania ukladu algebraicznych réwnan
liniowych oraz podprogram do rozwigzywania uktadu réwnan. Zbiezno§é wynikéw obli-
czen numerycznych do rozwiazan doktadnych zalezy gtéwnie od wyboru ksztattu elementu,
postaci funkcji przemieszczen oraz gestosci podziatu ustroju ciaglego na elementy. Zwiegk-
'szenie liczby punktow wezlowych co prawda lepiej aproksymuje ustréj ciagly, jednak pro-
wadzi do duzego ukladu réwnan i zasadniczo limituje mozliwo§¢ stosowania maszyn cyfro-
wych do obliczen, Pojawia si¢ zatem problem opracowywania programéw wykorzystuja-
cych jak najoptymalniej pojemnoé¢ pamieci maszyny cyfrowej. Duzg efektywnodd daje
zastosowanie iteracji Seidla do rozwiazywania ukladu réwnan. Pozwala ona na wielo-
stopniowe budowanie ukladu réwnan, bez pamietania calej macierzy sztywnosei uktadu,
oraz na etapowy charakter obliczen, a ponadto pozwala na pele wykorzystanie wszyst-
kich wtasno$ci macierzy sztywnoéci, takich jak: pasmowo$¢, symetria oraz regularny
rozkdad wyrazéw zerowych wystepujacych w paémie. A zatem, kazde réwnanie zapamig-
tywane jest w postaci zwartej, z pominigciem wyrazow zerowych.

Zasadnicze procedury programu wykorzystujacego wyzej wymienione mozliwoéci
przedstawione zostana na przykladzie ptyt izotropowych, przyjmujac prostokatny element
skoniczony o 12 parametrach weztowych [I]. W przypadku przyjmowania wigkszej liczby
stopni swobody dla elementu prostokatnego, np. 16, czy tez jak dla plyty z zebrami jedno-
stronnymi i plyty tréjwarstwowej minimum 20, podstawowa-istota budowania odpowied-
nich podprograméw nie ulegnie zmianie. Jedynie wymiary podmacierzy sztywnofci ele-
mentu, zamiast wymiaréw (3 x 3), przyjma odpowiednio wielkodci (4x4) i (5x5) oraz
wicksza bedzie liczba warunkéw brzegowych, [2], [3].

Przedstawiony algorytm obliczed numerycznych swa ogélnoScia obejmuje analize
statyczna plyt dowolnie obcigzonych, ptyt o ksztaltach ztozonych z prostokatow, plyt o do-
wolnych warunkach brzegowych i podpartych w swoim obszarze oraz plyt ostabionych
otworami prostokatnymi. Sztywno$§é gietna plyt moze by¢ zmienna, lecz stata w obrebie
elementu.

Niektére elementy przedstawionego algorytmu moga by¢ rozszerzone na inne zagadnie-
nia metody elementéw skoficzonych.

%
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2, Algorytm programu

2.1. Dyskretyzacja ukladu. Rysunek 1 przedstawia prostokainy obszar plyty, ktéry po-
dzielono na z = (r—1) (m—1) elementéw skonczonych o dowolnych wymiarach oraz
ilustruje przyjeta numeracje¢ punktéw weztowych i poszczegdlnych elementéw. Przyjety
na rysunku ksztatt nie ogranicza zastosowan programu do ptyt prostokatnych. W przy-
padku piyt o innych ksztattach (ale dajacych si¢ podzieli¢ na elementy prostokatne) od-
powiednim elementom nalezy nada¢ bardzo mala grubo$¢ w poréwnaniu do grubosci
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plyty rzeczywistej. Dopelnienie obszaru plyty do prostokata pozwala zachowaé ciaglo§é
numeracji, a tym samym mozliwe jest calkowite zautomatyzowanie obliczefi, przy prostym
sposobie przygotowywania danych. Jedynymi wielko$ciami okre§lajacymi podzial ptyty na
elementy sa: liczby n, m (liczby punktéw wezlowych znajdujacych sig odpowiednio na
poziomej i pionowej krawedzi), wymiary a;, b; (i = 1,2, ...,n;j = 1, 2, ..., m), szeroko§¢
i wysoko$¢ i-tego pionowego i j-tego poziomego pasa podzialu olyty, grubo§é f(k =
= 1,2, ..., Z) poszczegdlnych elementéw, -

2.2. Sposéb tworzenia macierzy sztywnoéci ukladu, Warunki réwnowagi dla poszczegdlnych
punktéw weztowych podziatu konstrukeji prowadza do uktadu réwnan

(2.2.1) - [KI{o} = {F},

gdzie [K] macierz sztywnoéci ukladuy,
{6} wektor uogdlnionych przemieszczen,
{F} wektor obciazen.
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Macierz sztywnofci uktadu [K] buduje si¢ z odpowiednio sktadanych i sumowanych

podmacierzy k,,, bedacych

elementami macierzy sztywnoéci poszczegdlnych elementdw.

Dla plyty izotropowej macierz sztywnoSci elementu prostokatnego (rys. 2) przyjmuje

postaé

(2.2.2j
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gdzie elementy k,, s3 podmacierzami kwadratowymi o wymiarach (3 x 3). Podmacierze
te wyznaczono w postaci jawnej i przykladowo wynosza:

7-2 b a  (+4) a 1+4 +_b_ -
10ab " a® T B3 10a 2 106 a?
P (1+4) a 4b(1-9) 4a Y
P 10a b2 15a 3b ’
1+4y - b _ 4a(l—»)  4b
106 a? 156 3a_
_ (1-29) b a (I-» a  (1+4) + b
10ab 228 B 10a b2 106 24>
(1-9) a b(1—v) 2a
= 5 - AL 0 ?
oz 0z T 32 152 T3
_ (1+4) b 0 4a(l—-») , 2b
| 10 207 156 3a
(2.2.3) - -
7;211 i a (1+4) a_ 1+4y i
10ab ~ &® T B3 10a ' b? 106 a?
ko = 1+4v  a 4b(1—v) 4o y
%~ | " 10a b? 15q 3b ’
144 b 4a(1—v) 4.
| 106 T &% 150 3a _

gdzie 2a, 2b, t 0znaczaja odpowiednio: dtugosdc, szerokosé i grubos¢ elementu prostokatne-

go plyty.
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W dalszym ciggu, gdziekolwiek bedzie mowa o wierszu badZ kolumnie macierzy [K],
to bedziemy rozumieli pod tym odpowiednia tréjke wierszy lub kolumn, jak to pokazano
na rys. 3. Przez i oznaczono numer punktu weztowego podziatu plyty, i =1, 2, ..., nx m.
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Objasnienie zapisu. Zapis
2.2.4) d—Ipg — (u, 0) : (h)
bedzie oznaczal: nalezy wzia¢ wymiary a, b, ¢ elementu skoficzonego o numerze d, utwo-
1zy¢ macierz k,,, dodaé ja do wyrazéw macierzy [K7]lezacych w wierszu » i w kolumnie o,
Z uwagi na symelrig macierzy [K], bedziemy budowali tylko jej wyrazy lezace na i nad
przekatng, dlatego u < v. Symbol (/) bedzie wyjadniony w dalszej czeéei pracy.
W zaleznoSci od potoZenia punktéw wezltowych podziatu ptyty rozréznia si¢ naste-
pujace przypadki:
Przypadek I
I =1 (wezet lezacy w lewym dolnym narozu)
l—kyp— (1,1) (D),
1 —kpy— (1, n+1) : (4,
Ll o (1, 242) : (5),
1 —fkps— (1,2) (D).
Przypadek 11
i=2,3,..,n—1 (wezly lezace na dolnej poziomej krawedzi plyty, nie liczac wezldw
naroznych) '
i—1—ky— ({,n+i-1):(3),
i—1—key— @,n+i) (4,

i—1 —kg— (i, i) 2 (1),
i ko (i, 1) (D,
i —ky— Gn+l) (9,
i —kp— (it (5),

. i~k G, i+]) 1 (2).
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Przypadek 111
i = n (wezet lezacy w prawym dolnym narozu)
n—1—ky— (n,2n—1):
n—1—ls — (n,2n)
n—1—kg— (1, n)
Przypadek 1V

3,

:(4),
(D).

345

i=n+l,2n+1,.., (m—2)n+1 (wezly Jezace na lewej krawedzi nie liczac wezléw na-

: roznych),
- Ogdlnie: [ = jn+1, gdziej =1,2,3,...,m—2

(= Dit—j+2 — kg = (7, 1)
(G=Dn—=j+2 —ky - (i, i+1)
Jn—j+1 —lepp = (7, 1)
Ji—j+1 —kpg— (, i+n)

(),
: (D),
HOF
OB

jn—j+1 —kp = (7, i+n+1): (5),

Jii—j+1 —kps = (I, i+1)
Przypadek V

1 (2).

[ = jn+k, gdzie k = 2,3, ...,n=1;j=1,2,...,m—2 (wezly lezace wewnatrz obszaru

plyty)
(G—-Dwr—D+k—=1—k.,— (i,i) (D),
(G—-D—D+k  —ky - (,1) (D),
(G-D=D+k  —kye— G, i+1) (2,
Jor—=1)+Jk—) — g = (G, i+n—=1) 1 (3),
=D +k—1  —ky o Gitn) (4,
Jjr—=D+k—1 — ks = (4, 1) (D),
Jn—=)+k —kpy— (. 0) (D,
jn—=D+k —kpy = (040 1 (4),
Jjin—=1D+k —kpr = (,i+n+1) 1 (5),
jr—=D+k —kyy = (@, 71 +1) 1 (2).

Przypadek VI

I=(j+n, gdziej = 1,2, ..., m—2 (wezly lezace na prawej krawedzi nie liczac weztéw

naroznych)
jn—1) — k. — (G, 1)

JOR

(GH+Dn—1) — kg — ¢, i+n—1) : (3),

(G+Dm=1)—ky — (G, i+n)
(G+Dr—=1) — ke — (@, 1)
Przypadek VII
i = (m—1)n+1 (wezet lezacy w lewym gérnym narozu)
(m=2)(n—D+1 — kg~ (1)

@,
2 (D).

=,

(m=2)(n—1)+1 — kg — (i, i+1) : (2).
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Przypadek VIII
i= (m~1)n+k, gdzie k = 2,3, ..., n—1 (wezly lezace na gdrnej krawedzi, nie liczac
wezlow naroznych)
m=2(m—1)+k—1—k, — (i,i) (),
m=2n—1)+k —ky— G0 Q),
m=2n=1+k  —ky - (,i+]):(2).
Przypadek IX
i = mxn (wezel lezacy w prawym gdérnym narozu)
(m—Dn—1)—rk..— (G, : Q).
Macierz [K] jest macierzq pasmowa o duzej liczbie wyrazéw zerowych. Przykiadowo:
i-ty wiersz macierzy [K] ma posta¢ przedstawiona na rys. 4, gdzie pola zakreskowane
oznaczajg wyrazy niezerowe. Przy duzych n liczba wyrazéw zerowych wzrasta bardzo szyb-

prrekqing o_ldwna

i+n+l | N
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ko. Latwo zauwazy¢, ze maksymalna liczba wyrazéw niezerowych w kazdym wierszu [K]
(po uwzglednieniu symetrii) wynosi 15. Dlatego tez, kazdy. wiersz zapamietywany jest
w tablicach W1, W2, W3 o wymiarach [1:15], [1:14] [1:13] (rys. 5), daje to oszczednos6
pamigci maszyny cyfrowej, a ponadto skraca czas obliczeri, poniewaZ na elementach ze-
rowych nie wykonuje sie zadnych operacji arytmetycznych.

Zapamigtanie kazdego wiersza [K] w postaci zwartej powoduje -zmiane indekséw
poszczegdlnych wyrazéw. Ujmuje to liczba h (zob. 2.2.4), oznaczajaca numer pozycii, do
ktdrej Sciagnigto (przesunigto) odpowiedni wyraz i-tego wiersza. Wyrazem tym moze byé
jedna, badz suma dwdch i wiecej podmacierzy (2.2.2).

2.3. Algorytm rozwiazywania ukladu réwnad liniowych 2z uwzglednieniem warunkéw brzegowych.
Rozwigzanie ukiadu réwnan (2.2.1), gdzie

K. Ky, ... Ky 8t F,
K1 Ko ... Ko 62 F,

[K] =

——
i

(S-r 4 {F}: l';'r >
Ky Ky .. K 5 F,

= 3mx n jest liczba stopni swobody ukladu, otrzymuje si¢ metoda iteracyjna Seidla z
- czynnikiem nadrelaksacji w. Odpowiedni wiersz macierzy [K] umieszczony jest w tabli-
cach Wi, w2, w3.
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Proces iteracyjny w metodzie Seidla odbywa sig cyklicznie. Wpierw obiera si¢ dowolne
przyblizenie 6o = [06 ,03, ..., 6617, a nastepnie w (j+1) kroku iteracyjnym oblicza sig
wektor ;41 wedlug wzoru

r—1 !
w Q) \ |
23.1) 1= g (| D) Kuadr + D Kud9-F).

gdzie K;; sa wyrazami [K].
Czynnik nadrelaksacji przy$pieszajacy zbiezno$§é rozwigzania powinien spetniaé nieréw-
nofé 1 € w < 2, [4].

Ze wzoru (2.3.1) wynika, ze w przeciwienstwie do metod doktadnych rozwiazywania
ukladu réwnar, elementy macierzy sztywnoéci uktadu [K] nie zmieniaja sie. Pozwala to,
wykorzysta¢ wszystkie wlasnosci tej macierzy, jak: symetrig, pasmowo$¢ oraz regularny
rozktad duzej ilosci elementéw zerowych wystgpujacych w pasmie. Do obliczenia przybli-
zef r-tej niewiadomej potrzebny jest tylko r-ty wiersz macierzy [K].

Tok postgpowania poszczegdlnych etapéw przedstawionej metody w programie na
maszyne cyfrowa jest nastgpujacy (zob. schemat blokowy, rys. 6):

a) dla dowolnego punktu wezlowego 1 tworzy sie tablice W1, W2, W3 wedlug sposobu
podanego w punkcie 2.2,

b) wyznacza si¢ odpowiednig tréjke prawych stron réwnania (2.2.1),

c) sprawdza sie, czy dany wezel jest wezltem brzegowym, jeéli tak, to jakiego rodzaju
warunek brzegowy wystgpuje tam. W przypadku np. cienkich plyt izotropowych rozrdznia
sie nastepujace warunki brzegowe:

I (=0, &*1=0, 6*2=0),
I (0"=0, o =0, &*2x0),
I (0" =0, &0, 62=0),
IV (6" =0, &40, §t2x0),

gdzie: 0" oznacza ugiecie, za§ "1 1 0"*2 oznaczaja katy obrotéw kolejno wzgledem osi
réownolegtych do osi x i y.

Warunki brzegowe do pamieci maszyny cyfrowej wprowadza si¢ podajac na ta$mie
kolejno: rodzaj warunku brzegowego, odpowiednia ich liczbe oraz numery wezidw,
w ktérym dany warunek wystepuje. Wowczas w kazdym kroku iteracyjnym za odpowiednia
niewiadoma podstawia si¢ warto§¢ zerowa;

d) oblicza sig &7 wedtug wzoru (2.3.1) biorac za k., odpowiedni wyraz tablic W1, W2,
W3. Przy czym pamigtaé nalezy réwnocze$nie o tym, ze w tablicach W wyrazy nie ozna-
czaja kolejnych wyrazdw r-tego wiersza macierzy [K], lecz sa to tylko niezerowe elementy
tego wiersza. W zwiazku z tym niewiadome 8}, oraz ¢% we wzorze (2.3.1) musza wyste-
powaé w odpowiedniej kolejnosci.

Po wykonaniu iteracji dla wszystkich niewiadomych ukiadu bada si¢ warto§¢ wyrazenia
(2.3.3) : u = max |6}, —dj|.

1<r<t

(2.3.2)

Wielko§¢ powyzszego wyrazenia charakteryzuje szybko$¢ zbieznoSci do rozwiazania
dokladnego oraz okrefla w pewnym sensie wielkos¢ bledu bezwzglednego, Jedli u < s,
gdzie ¢ jest zadana mala wielko$cia, wéwczas obliczanie przemieszczen korczy sig, przy
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czym przemieszczenia przyjmuja takie wielkosci, jakie otrzymano w ostatnim kroku
iteracji. Jesli natomiast # > &, to zaczyna sig tok postgpowania od punktu a) do d), czyli

wykonuje sie nastepny krok iteracji az do otrzymania v < &.

Po rozwiazaniu uktadu réwnan (2.2.1), czyli po wyliczeniu przemieszczel d, oblicza
sie wielkosci sit wewnetrznych, co nie przedstawia juz wigkszych trudnoéci i nie bedzie

omdwione w niniejszej pracy.

Lzyfanie
warunkoew brzegowych
1
Tworzenie uporzgdkowanego zbioru Z,
kiorego elementy 59 numerami niewia
-domych rownych 0 warvnki brzegowe)

[]

Czytanie: nm,VE,Q
a;’b; t, (wymiary ¢ prubo3t elementu)
£,d.; w(dokt. praybl.poczgtkone cymit

65mn-! B d'

1TRATT

§128:5

(nadanie warfosci pocagtomych proemieszcaen

[T

7

R

Ulworzenie i-fego wiersza macierzy

uktady KO=F dia odpow. wezta i
podstawienie pod Tablice wi w2 w3
]

tak nie

Nadanie warlasci zerowych S
ogpowiednim piewiadomiym /!

$ 1 K\

gruk na m
J oraz mox

T

key(9)t
fak nie

Druk O r=12.. 3:ma

Obliczanie i wydruk

Czytanie

a0 ” £?

Sit wewnglrznych

nie | fok

Rys. 6. Ogdlny schemat blokowy programu zrealizowanego na maszynie cyfrowej «ODRA. 1204» Zapis
key (/) oznacza pytanie, czy zostal wcisnigty klawisz o numerze i dla maszyny cyfrowej «ODRA 1204»

= ma
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3. Uwagi koncowe

Autorzy sadzg, Ze przedstawiona metoda iteracji moze by¢ wykorzystana wszedzie tam,
gdzie otrzymuje si¢ duzg liczbe réwnar, ktérych rozwiazanie metoda doktadng np. metoda
eliminacji Gaussa przekracza mozliwoéci pojemnodei pamieci maszyny cyfrowej.
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Wada metody jest to, ze oblicza sig wielokrotnie te same wielkoSci tzn. powtarza sig
zawsze tok postepowania od punktu a) az do d). Jest to jednak konieczne ze wzgledu na
ograniczone pojemnoéci maszyn cyfrowych. Czas obliczen zalezy od gestosci podziatu
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obszaru ptyty na elementy i od odpowiedniego doboru czynnika nadrelaksacji w. Przykta-
dowo dla okoto 1000 stopni swobody i @ = 1,8 czas obliczen wynosit 2,5 godziny.

Mozna ponadto wysunaé nast¢pujace wnioski:

1. Metody iteracyjne posiadaja waZna wlasno$c tzw. autokorekcji.

2. Przedstawiony program mozna rozszerzy¢ na zagadnienia statyki plyt tréjwarstwo-
wych, plyt z zebrami jednostronnymi itp.

3. Modyfikacja wektora obcigzen w kazdym kroku iteracyjnym, przez wprowadzenie
czynnika nadrelaksacji znacznie skraca czas obliczen na maszynie cyfrowej.

4, Przyklad liczhowy

Opracowany program sprawdzono na szeregu przykladéw liczbowych. Dla plyty tréj-
polowej, (rys. 7), przy podziale na 108 elementéw skodczonych otrzymane wyniki mo-
mentow zginajacych w poréwnaniu z wynikami znanymi z literatury [5] r6znig si¢ o okolo
0,5%+1,5% (rys. 8). ”

el

Rys. 8. Wykres momentéw zginajacych M w przekroju A — A; (O — wyniki znane z literatury, ... A ... —
wyniki otrzymane
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Pesmome

TIPUMEHEHWUE UTEPALIUU 3ENUIUISI K METOLY KOHEUHLIX SJEMEHTOB HA
IIPMMEPE CTATHYECKMX PACUETOB IIJIMT

B pafore paccmMoTpeHa nporpaMma CTAaTHUECKOTO PaCUeTa, METOOM KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB, NPAMO-
YTOJIBHBIX IINUT CO CKAUuKOOGDa3HO MEHSIOIEHCH YKECTKOCTLIO, NPK NPOUM3BOIEYBIX HATPY3KAX K MIPOU3-
BOJIBHEIX KPaeBhbIX YCIOBHAX. PeInenHne BRITEKAIOUEH M3 IpoNeyphl JUCKPETHIALNH, CHCTEMB] ypaBHe-
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Huil MOJIYUEHO C MPHMCHEHHEM HTEPAaLMOHHOro MeTofa 3elana co cBepxpenaxcauyueii. IIpumenenue
MeTopa 3eimIIT Aalo BO3MOYHOCTb MHOTOCTYIIEHUATOTO TIOCTPOCHUA CHCTEMBI yPABHEHHI IPH ONHOBpE-
MCHHOM ee pelileHHH. IIporpamMma NpOBepeHa Ha PANE UMCIEHHBIX HPHMEPOB. PaccMaTpuBaemblil MeTox
MOKET HCITOJIL30BATECA IS APYLHX 3aJaYu PELIAEMBIX METOMIOM KOHCUHLIX 3JIEMEHTOB.

Summary

APPLICATION OF SEIDEL’S ITERATION TO THE FINITE ELEMENT METHOD, ON THE
SAMPLE OF STATIC PLATE ANALYSIS

The paper presents a program of the finite element method applied to the static analysis of rectangular
plates with jumptype variable rigidity, under arbitrary boundary conditions and loads. The set of equations
resulting from the discretization process is solved by the iterational Seidel method with super-relaxation.
Application of the Seidel method enables the multi-step construction of the set of equations and its si-
multaneous solution. The program is verified on several numerical examples. The procedure discussed may
be applied to other finite elcment problems,
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