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1. Wstep

Podawane w literaturze technicznej réwnania rozwiazujace powloki dotycza jedynie
powltok walcowych i stozkowych, ktérych powierzchnie §rodkowe sa utworzone przez
proste przecinajace okregi pod katem prostym, na przyktad [2, 3]. Réwnania rézniczkowe
czastkowe, rozwiazujace te powloki, posiadaja rézna budowe, zaréwno w odniesieniu do
ich rzedu, jak i ksztattu niektérych cztonéw. Wystepujace réznice w rozpatrywanych
réwnaniach rozwiazujacych tego samego rzedu uwidaczniaja sie w ksztalcie cziondéw
wewnetrznych tych réwnai, to znaczy cztonéw zawierajacych nizsze pochodne czastkowe
od stopnia okre§lajacego rzad réwnania rézniczkowego z jednej strony i wyzsze pochodne
czastkowe od wyrazu skrajnego prawego o najnizszej pochodnej, z drugiej strony.

Przeprowadzona analiza wykazata, ze o ile rdznica dotyczaca rzedu réwnania ma
swoje uzasadnienie we wprowadzonych przez poszczegdlnych badaczy zaloZeniach uprasz-
czajacych, to ksztalt cztonéw wewnetrznych réwnania rozwigzujacego zalezy od sposobu
przeprowadzania rachunku i odrzucania w trakcie rugowania zmiennych wielko§ci matych
wyzszego rzedu. Mala stabilno§¢ ksztaltu czlonéw wewnegtrznych réwnania rozwiazuja-
cego nasuneta wniosek, ze cztony te nie majg istotnego wplywu na rozwigzania w ramach
teorii uproszczone;j. '

Treécia pracy bedzie miedzy innymi wykazanie stuszno$ci wysunigtego wniosku daja-
cego istotne uproszczenie réwnania rdézniczkowego czastkowego rozwiazujacego klase
powlok prostokreéinych rozwijalnych. Problem ten nabiera szczegdlnego znaczenia w nu-
merycznym sposobie rozwiazania, prowadzonym przy uzyciu maszyn cyfrowych, a tylko
taki mozemy braé¢ pod uwage, bo jak sie okazuje, Zle pojeta dokladno§é prowadzaca do
réwnan rozwiazujacych niestabilnych daje w niektorych przypadkach macierz rozwiazuja-
cg réwnanie rézniczkowe, ktéra jest macierza osobliwa z uwagi na wystepujace «zera
maszynowe», Rozwiazanie numeryczne rownania rozniczkowego niestabilnego, przy
.uzyciu okre§lonej maszyny cyfrowej, staje si¢ wiec czasem niemozliwe.

Odrzucenie w réwnanin rézniczkowym rozwiazujacym cziondw mato stabilnych, nie
majacych istotnego wplywu na wyniki, prowadzi do réwnania rézniczkowego stabilnego,
dajacego rozwigzanie numerycznie poprawne rowniez w tych przypadkach, gdzie uprzed-
nio byto to niemozliwe.

2. Ogélny uklad réwnan

Ogdlny uktad réwnan powlok prostokre§inych rozwijalnych, podany w tym rozdziale,
Jest napisany dla parametryzacji naturalnej w oparciu o prace [1].
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2.1. Opis geometryczny powierzchni Srodkowej powloki. Rdwnanie wektorowe powierzchni
prostokre§lnej

@1 r = p(u?) +u'l(u?),
ut, u® — wsp6lrzedne krzywoliniowe na powierzchni; u* okreéla poloZenie punktu na two-

rzacej, u* wskazuje tworzaca, na ktorej lezy punkt. _
Wspétezynniki pierwszej i drugiej formy rézniczkowej oraz ich wyrézniki

gll = ]’
812 = 821 =]/¢S;t1,

822 = P2 +u'ly|?

| g
2.2) g = gnll-,
bll = 09
bi2 = b, =0,

by = g22 "’-{’;",
b =0.
2.2. Zwigzki geometryczne powloki. Wspélczynniki pierwszej i drugiej formy rézniczkowej
powierzchni odksztalcone;j
gij = &ij+29i,
by = bij+20.

Zwiazek skladowych przemieszczenia z tensorem odksztalcenia blonowego

2.3)

1
(2.49) Yy = T(Wfljglk'i‘wgligjk)—wsbu.

2.3. Zwiazki fizyczne. Zwiazki fizyczne wiaZace naprezenia z odksztalceniami, dla
wersji uproszczonej moga byé zadane w postaci

NY = N+ 6HM,

2.5) \ o
MY = K1Y+ ERHNY,
gdzie
= 2Eh
. NY = =5 1=y + 984,
2.6)

» 4ER?
MY = — iy [0 =9)e" +9g"B]

oraz & — parametr staly.
Niezmienniki 4 1 B wystgpujace w (2.6) s sumami

= ol
@.7) 4 =87y,
B = nglj~
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2.4. Réwnania réwnowagi. Uklad rownan réwnowagi dla powlok w zapisie temsoro-
wym:

N[~ Qbl + P = 0,
2.9) NVby+Q';+P% =0,
MU‘,—Qé = 0.

Przejécie do wspdlrzednych fizycznych, to znaczy odniesionych do bazy jednostkowej,
wyglada nastgpujaco: :

7 g 1 1.
Ny -1/ Lo
j g” = Q gg

7 ? | 22

(29) Mil = - ]/ gu M,‘?; Mi2 = ]/% Muz
1 S 1
Pi=]/gllP‘: Py = P2,

Uwaga: po i, j nie sumowac.
Symbol ,, 7| oznacza wspoirzedna fizyczna.

2.5. Réwnania nierozdzielnosci. ROwnania nierozdzielno$ci dla wersji uproszczonej, przy
zalozeniu 2hH < 1 — (2hH male w pordwnaniu z jednoécia) — przyjmuja postaé:

O11lz—012hy =0,
(2100 0221 =021l = 0,

2b1—7—” = 2‘}’12|12‘;‘}’11|22—‘}’22|11-

3. Rozwiazanie ogélnego ukladu réwnarn

Je§li do pierwszych dwdch réwnan ukladu (2.8) podstawimy NY z (2.5), to wéwczas
otrzymamy
N[, 4+ P =
(D) NP =0,
.N‘jbu-l-P3 = 0.
Wystepujace w (3.1) wielkosci P/, P3? sa funkcjami obciazen, wymuszajacymi stan blo-
nowy, jeSli uklad réwnan réwnowagi (3.1) potraktujemy jako ukiad réwnan stanu blo-
nowego. Wyjadnienie takiego postgpowania zostalo podane w pracy [1].
Funkcje P/, P? opisuja wzory:
(32) P = 6(HM")~Q'bi +F,
P3 = 6HMUbu+Qj,j+P.3.
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Rozpisany ukiad réwnaf (3.1) dla powlok prostokre§inych — rozwijalnych, przyjmuje
postaé '
NY|,+ N3, +P* =0,
(3.3) N'?|,+N?2|,+P? =0,
N?2b,,+P? = 0.

Z trzeciego réwnania ukiadu (3.3) obliczymy N?2;

_ “p3
(3.4) N2 =

22

a nastgpnie podstawimy (3.4) do drugiego réwnania (3.3) i wyznaczymy

— P2,

2

3.5) w2, = (—Z'L)

22

Rugujqc z pierwszych dwoch rownan (3.3) wielko$é N'2 otrzymamy
N11|11—ﬁ22|22+1—)111_ ﬁzlz =0,
skad po wykorzystaniy (3.4) uzyskamy

(3-6) Nll‘u = "(2—)_3>

22

—PY, + P?|,.

22

Zrézniczkujmy kowariantnie wyrazenia (3.4) i (3.5) wzgledem zmiennej u', pierwsze
dwukrotnie, a drugie jednokrotnie, a nastepnie utwdrzmy sume

— p3 - —
(3.7 (gUNiI{)lu = —ggij(b—z)’u —~281.P¥|y +Ply;.
2

Sume g;; N mozemy obliczyé z pierwszego wyrazenia 2.6)

2Eh

3 LN o e
3.9 sl = 4=,

4,

a wéwczas wyrazenie (3.7) przyjmie postac

, 2Eh P
(3.7 T:Alll = —£84 (E)

Zrézniczkujmy kowariantnie pierwsze réwnanie (3:1) wzgledem u/
(3.9) NP, = 0.

Obliczone odpowiednie pochodne kowariantne tensora kontrawariantnego 9"/, uzyskane-
go z (2.4), przy wykorzystaniu zaleznosci [1];

”—2811:7):&)/1 +P;.

£y

(3.10) A = wglg—2Hw?,
podstawione do pierwszego zwiazku (2.5), dadza
_, 2Eh . '
NV = {(1=2)[(2Hg" = b ) w]|;; +g" Al1;}

1—',’112
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Podstawiajac powyzsze wyrazenie do (3.9), otrzymamy;
2Eh ; . ; _
(3.9) T (1= IHE )Wl + g Alig} +P; = 0.
Je$li teraz zrézniczkujemy kowariantnie powyzsze réwnanie wzgledem zmiennej u!,
a nastepnie w miejsce Af,, podstawimy (3.7), to wéwczas bedzie:

D3
(3.11) —gY [g"'g (—f )
22

+281, P¥|, — Fklk] +{2Eh[(2Hg" — by w3]|;; +
ki ij

+(1+"’)ﬁj|j}|u =0."

Wystepujace w (3.11) funkcje P4, P3, jak to zostanie wykazane, sa funkcjami zaleznymi
od zadanych obciazen P/, P? i tylko przemieszczenia w?. Tak wigc réwnanie (3.11) jest
réwnaniem rézniczkowym zawierajacym jedynie niewiadoma funkcje w3, czyli jest réw-
naniem rozwiazujgcym klase powlok prostokresinych — rozwijalnych.

Pierwsze dwa réwnania nierozdzielnosci beda spelnione, jesli przyjmiemy

oy = Ply,
gdzie @ = D(u', u?) jest funkcja zmiennych 2!, 2.

Wychodzac ze zwiazku tensora g;; z przemieszczeniami w', w® — patrz praca [1],

mozemy powyzsza rowno$¢, w ramach uproszczonej teorii, zastapi¢ zwiazkiem
1

(3.12) gij = 'TWBIU-

Wtedy momenty MY opisane wyraZzeniem (2.6) beda réwne

i 2E/12 i
(3.13) MY = — 30— [(1=2)g"g" W] +7’gij’V],
gdzie ,
(3.14) W =28 = g'w,.

Podstawiajac do trzeciego réwnania (2.8) drugi zwiazek (2.5) z obliczonymi pochod-
nymi kowariantnymi w oparciu o wyraZenia (3.13) i (3.14) uzyskamy

2ER . '
3.15 e 20 ol h2(HN, .
( ) Q 3(1—1’2)g W|l+§1 ( )'i .
Majac MY Q’ okre§lone wyrazeniem (3.13) i (3.15), mozemy po odrzuceniu wielkosci
malej rzgdu wyzszego wystepujacej w (3.15) opisaé funkcje obciaZen wymuszajacych
(3.2) za pomoca funkcji w?

_— A 2.Eh3 U U _]
Pl = 6H| MY - __1_2_(6I—Ig —~bNW|;+ P,
(3.2) 3179
—~ AL 2ER*
3 iy, e L] 3
P 6HM b,j 3(1—1’2)g W'U+P

Korzystajac z (3.9) wprowadzimy dalsze uproszczenia w réwnaniach (3.7') i (3.11),
bo dla celéw poréwnawczych, okre§lajacych rzad wielko$ci, mozna przyja¢ w oparciu

o rownanie (3.9"), Ze: /iz W jest poréwnywalne z g W|;;, natomiast W odniesione do
1
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g Wi jest wielkoscig mala rzedu wyzszego dla powlok cienkich spetniajacych warunek
2hH < 1.
Dowdd wysunigtego stwierdzenia o pomijalnoéci pewnych wyrazéw jako wielkodci

matych wyzszego rzedu mozna przeprowadzi¢ nastgpujaco: wielko§¢ 5 W jest poréwny-

walna z wielkoécig g"/W/|;; z zalozenia, gdyz obie wielkodci sa tego samego rzedu, czyli
mozemy napisac
3

giWliy = 2z W.
Powyisza réwnoéé jest stuszna jedynie dla okreflenia rzedu wielkosci W i dlatego nie
mozna sie nia postuzyé do wyznaczenia samej w1e1ko§c1 w.

Utwoérzmy wyraZzenie
F=giWl+ W,

. . .3 . .
w ktérym nastepnie czlon g'W/|,; zastapimy wielkoScia h_zW na podstawie pierwszej

réwnoéceli, czyli otrzymamy
3
ER

Dla powlok cienkich wielko§¢ —- jest wielkoécig duza rzedu wyZszego w stosunku do 1,

h2

bo na przykiad dla powloki zelbetowej o grubodci 24 = 0,2 m, bedzie —}137 = 300, a dla

. . . .3
powloki stalowej o gruboéci 22 = 0,02 m, bedzie ol 30 000.
W ramach liniowej teorii, pomijajqc wielkoSci male wyzszego rzedu, napiszemy

F = /2 W g Wl,j,
czyli wielko§¢ W odniesiona do g W|;; jest wielkoScia mata wyZszego rzedu, czego nale-
zato dowiesc.

Procentowy blad odrzucenia wyrazu malego, dla powloki stosunkowo grubej, dla

.3

ktérejﬁ

Powyzsze analityczne obliczenie bledu wynikajacego z odrzucenia cztondw mato-
stabilnych zostalo potwierdzone numerycznie przeliczonymi przyktadami. Przeliczona
powloka walcowa Zelbetowa, dla ktérej h = 0,1 m, wzorami §cistymi i uproszczonymi,
(patrz zalaczone tablice) wykazuje réwniez réznice nie przekraczajace 0,5%.

Wersja uproszczona réwnan (3.7°) i (3.11) moze wiec przyjaé postaé

2Eh pP3
(3.16) —A|11 = —gg" (—)
1- baally

—ggigh! ( P? )
b2z

= 300, nie przekracza wiec 0,5%.

—2guPll +Pl);,

+2ER[(2HgY bYWl iy = &g Py = PH)liy— (1 +9) Py

klij
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Jesli do drugiego rownania (3.16) wprowadzimy funkcjg P* z uktadu (3.2') z odrzuconym
czlonem 6HM”b,J jako wielkofcia mata w poréwnaniu z g¥W|;;, to wowezas otrzymamy
nastepujace réwnanie rézniczkowe czastkowe rzedu ésmego, rozwiazujace powloki prosto-
kre§lne rozwijalne

. 1
g4 M '”"Wnln)\ +
317 g (bng l ”

gdzie

3(1 —vz)»P

3(1=2%)
2Hg _ pliyys —
oh? [ b yw Wewig = 2EIg

i) +gu(281kPk|1 ‘Pk’k)lij—(l +"’)Pk/k11 .

i P3
P = ggtlgh (b—“)

Dla przyktadu napiszemy réwnanie (3.17) dla powtoki walcowej, sparametryzowanej
w ukladzie ortogonalnym naturalnym.
Jeéli a bedzie promieniem walca, powierzchni §rodkowej powloki, to jej wielkosci
geometryczne przyjete z pracy [1] bgda réwne
g1 =1, 312—821—0 22 = g = a?,
by, =by,=0b,,=0, byy=a, b=0,

1
2H=7, Iy =0.

(3.18)

Pochodne kowariantne dla powloki walcowej w parametryzacji naturalnej, przejda
w pochodne zwykle, poniewaz symbole Christoffela drugiego rodzaju sa rowne zeru.

Réwnanie rézniczkowe (3.17), rozwiazujace powloki walcowe dowolnie obciaZzone
i podparte, przyjmie postaé .
3(1—-9%) _3(1—=Y)

(ah)? Wt = SppEg
przecinek «,» oznacza pochodna zwykla.

Osiowa symetria odksztatcen, wystepujaca przy obciaZeniu i podparciu powtoki osio-
wo-symetrycznym, obniZa rzad réwnania (3.19) i powoduje jego przejécie w réwnanie
zwyczajne rzedu czwartego '

(3.19) g“'g-”gkkW,kmu+

3(1—+%) 31—-9%) —
(3.20) Wit —gpa W= Zpp b
gdzie

W= W?ll; F=aP?11_VP,11'

Dla poréwnania wplywu wprowadzonych do réwnan (3.7°) i (3.11) uproszezen, daja-
cych uproszczony uklad rédwnan (3.16) rozwiazujacy powloki prostokreflne rozwijalne,
zostanie przeliczony przykiad liczbowy wzorami uproszczonymi i uci§lonymi. W przy-
kladzie rozpatrzona zostanie powloka walcowa odksztalcajaca sig¢ osiowo-symetrycznie.
Odpowiednikiem réwnania rozwigzujacego uproszczonego (3.20), dla tego przykiadu,
bedzie réwnanie rézniczkowe usci§lone otrzymane z (3.11), po wykorzystaniu odpowiednich
wielko§ci geometrycznych (3.18). Réwnanie udci§lone rozwiazujace powloki walcowe,
odksztatcalne osiowo- symetryczme przyjmie ksztalt

1 3(1-%)

3(1—9?) -
(321) W,1111+FW,11+ W= ( v)P~

(ah)? 2FEh%a
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Inna droga postgpowania podana w pracy [1] doprowadzi do réwnania rozwiazujace-
go (3.21) réznigcego si¢ jedynie parametrem przy pochodnej wewngtrznej W,;,. Wpro-
wadzajac w réwnaniu (3.21) parametr A jako wielko§¢ zalezna od sposobu upraszczania,
to znaczy odrzucania wielkoSci matych wyzszego rzedu w trakcie rugowania zmiennych,
mozemy ogoblnie napisac -

3(1—2) —

A 3(1—»?) P

2t e W g

(3.22) Wi+

Niestabilno§¢ cztonu wewngtrznego, lewej strony réwnania (3.22), nasuneta przypusz-
czenie, ze czion ten nie ma istotnego wplywu na rozwiazanie. Blizsze badanie tego za-
gadnienia pozwolito wprowadzi¢ uproszczenia, w ramach przedstawionej teorii, dajace
uktad réwnan (3.16), z ktérego uzyskano réwnanie stabilne (3.17), rozwiazujace powloki
prostokre§lne rozwijaine.

4. Przyklady

Dana jest powtoka walcowa zamknigta o promieniu a i wysokoSci / (rys. 1), zamoco-
wana u swej podstawy i obcigzona parciem cieczy znajdujacej sie wewnatrz p. Wielkosci
sit wewnetrznych i przemieszczen wystgpujacych w powloce, dla réznych rodzajéw ma-

4

teriatéw, z ktérych sa utworzone powloki, i réznych sposobéw obcigzenia, wyznaczono

wzorami podanymi w pracy [1]. Obliczenie przykladéw liczbowych przeprowadzono

W oparciu o program realizujacy réwnanie rézniczkowe (3.22) przy zalozeniu A = 0,

lub 4 # 0. Podane w tablicach wyniki uwzgledniaja A = 0i A = 1 dla Zelbetu.
Wydrukowane w nagtéwkach tablic symbole oznaczaja:

A = a promien walca,

H = h polowa gruboéci powloki,

NI =y wspdlczynnik Poissona,



2

Pl
P3
M12
M21
ol
Nil
N22
Wi
W3
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stata sprezystoici,

obciazenie stale brzegu gornego,

sktadowa obciazenia wzdiuz prostej tworzacej,
sktadowa obciazenig wzdiuz prostej normalnej,
mojment zginajacy w kierunku tworzacej,

moment zginajacy w kierunku tuku,

sifa tngca dzialajaca w kierunku normalnym do powtoki,
sita osiowa dzialajaca w kierunku prostej tworzacej,
sita osiowa dzialajaca w kierunku tuku,
przemieszczenie w kierunku tworzacej powloki,
przemieszczenie w kierunku normalnym do powloki.

273

Tablice 1 i 2 podaja wartosci sit, momentéw i przemieszczeni obliczone przy zalozeniu
A = 1, dla zbiornikéw napetnionych woda o wymiarach: pierwszy o promieniu 4 = 2, 0 m

i wysoko$ci L = 50,0 m i drugi o promieniu 4 = 10,0 m i wysokosci L = 20,0 m.

Tablice 3 i 4 podaja warto$ci poszczegdlnych wielkoéci fizycznych dla tych samych
zbiornikéw przy zatozeniu 1 = 0. Poréwnanie wynikéw obliczonych wzorami uéci§lony-
mi i uproszczonymi, potwierdza stuszno$¢ wprowadzonych uproszczen, poniewaz odchytki
sa bardzo male i nie przekraczaja 0,5% wartoci uzyskanych wzorami uproszczonymi.
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278 S. BIELAK

Peswome

BULO OUDGPEPEHITMAJIIBHOI'O YPABHEHWA B YUACTHBIX ITPOM3BOIHBIX
PEMIAIOIIEIO KJIACC JIMHEMUATBIX PA3BEPTBHIBAIOIIUXCSE OBOJIOYEK

B paGoTte nmpenrpHHATA NOMBITKA CHOPMYIHMpOBaTh €IWHOE peIrneHne obuiel CHCTeMbI ypaBHEHMt
JIMHEHUATHIX pasBEPTLIBAIOIUMXECS 0D0JIOUEK, pabOTAXOLIMX IPH H3rHOAIOLIHX HANIPSYKEHHUAX , BHIIOJHEH-
HBIX M3 OQHOPOJHOIO H30TPONHOIrO MarepHasa. IIpuHaATa MaTeMaTHUeCKas MOJENb, ONHCHIBAIOINAS pa-
60Ty 00G0JIOUKM NpH H3rHbe, OCHOBaHA Ha JMHeHHOI Teopuu 00osoYeK oTHeCeHHOH K cpene yka.

IIpuBOaHMbIEe B TEXHWUUYECKOH JIHTEpaType pelreHus, OTHOCATCS JHLUb K LMJIHHAPHYECKHM U KOHH-
YECKHM 060JI0UKaM, CepeTHHbBIE IOBEPXHOCTH KOTOPLIX 00pa30BaHb] NPAMBIMA NEPECEKAIOLIIHMI OKPYIK-
HOCTH TION IIPSMBIM YIJIOM, TpH uem AuddepennmanbHble ypaBHEHHs, PEILIAIOIUHE 3TH 0BONOUKM, pas-
JMUHb] 110 CTPOSHMIO, KAK B OTHOLIEHMM WX NOPSANKA, TAK ¥ BHOA OTHENBHBIX UJIEHOB.

IIpoBonumoe B HacToALleil pafoTe pellenue 9TOro Kiacca 06009YeK CBEAEHO K oqHOMY IHbdepen-
LMAJIBHHOMY YPABHEHHIO BOCBMOTO NOPSAKA B UACTHBIX NPOH3BOJHBIX HA HEM3BECTHYIO (DYHKLMIO nepe-
mereruit w3, [lonyuennbiM ypaBHEH e 0XBATbIBAIOTCA IIPOUIBOJILHOTO BHIA HATPY3KK ¥ BHIBI OIIMPAHA
ofosouex.

Summary \

THE PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION SOLVING A CLASS OF RULED DEVELOPABLE
' SHELLS

. An attempt is made to determine a uniform solution of the general system of equations governing
the theory of bending of ruled developable shells made of isotropic material. The mathematical model
assumed which describes the state of bending of shells is based on the linear shell theory referred to Hooke’s
medium.

The corresponding solutions quoted in the literature concern the cylindrical and conical shells in
which the middle surfaces are generated by straight lines intersecting the circles at right angles; the cor-
responding differential equations have various forms, differing by their order and the form of individual
terms.

The solution given in this paper is reduced to a single eighth order differential equation in the unknown
displacement function w3. The differential equation applies to arbitrary loading and support conditions
of the shell.

POLITECHNIKA SLASKA, GLIWICE

Praca zostala zioiona w Redakcji dnia ’16 sierpnia 1973 r.



