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1.  Wstęp 

Teoretyczne  i  doś wiadczalne  badania  róż nych  złoż onych  przepływów  cieczy  lepko

sprę ż ystych,  opisują cych  zachowanie  się  roztworów  i  polimerów  stopionych,  znajdują  się  

w  centrum  uwagi  badaczy  w  wielu  oś rodkach  naukowych  zajmują cych  się  reologia. 

Potrzeba  takich  badań  wypływa,  z  jednej  strony,  z  moż liwoś ci  uzyskania  pełniejszych 

informacji  o  własnoś ciach  badanego  materiału,  oraz,  z  drugiej  strony,  ze  znaczenia  prak

tycznego  przepływów  złoż onych  wystę pują cych  w  realnych  sytuacjach  technologicznych. 

W  niniejszej  pracy  rozważ ono  teorię  złoż onych  przepływów  ś cinają cych  oraz  dokonano 

krótkiego  przeglą du  najważ niejszych  wyników  i  stwierdzeń  eksperymentalnych.  Szczególną  N 
uwagę  zwrócono  na  zagadnienie  istnienia  zwią zków  mię dzy  własnoś ciami  dynamicznymi 

i  stacjonarnymi,  zagadnienie wpływu  ustalonego  przepływu  ś cinają cego  na  charakterystyki 

dynamiczne  przepływu  złoż onego  oraz  zagadnienie  zwią zków  mię dzy  charakterystykami 

przepływu  złoż onego  z  ustalonego  ś cinania  i  małych  dodatkowych  oscylacji  ś cinają cych. 

Analizę  teoretyczną  przeprowadzono  dla  modelu  nieś ciś liwej  cieczy  prostej   N O L L A  (por. 

[1])  w oparciu  o zaproponowaną  wcześ niej  przez autora  [2,  3]  teorię  złoż onych  przepływów 

z  proporcjonalną  historią  deformacji. 

2.  Zwią zki  mię dzy  własnoś ciami  dynamicznymi  i  stacjonarnymi 

Należy  właś ciwie  zacząć  od  stwierdzenia,  że do  chwili  obecnej  nie  istnieją  wystarczają co 

ogólne  i  uniwersalne  teorie  fenomenologiczne  lub  strukturalne,  z  których  wynikałyby 

zgodne  z  doś wiadczeniem  zwią zki  mię dzy  lepkoś cią  przy  ustalonym  ś cinaniu  rj(x)  (lep

koś cią  pozorną)  i  rzeczywistą  lepkoś cią  dynamiczną  r]'((o)   oraz  mię dzy  naprę ż eniami  nor

malnymi  lub  ich  róż nicami  i  odpowiednimi  charakterystykami  dynamicznymi:  r)'((o), 

rf'ico),  G'(to)  itp.  Znane  ogólne  teorie  nieliniowe,  jak  na  przykład  teoria  ColemanaNolla 

(por.  [1]),  wykazują,  że zwią zki  tego typu  nie  mogą  istnieć w  szerokim zakresie  parametrów 

kinematycznych  z  uwagi  na  istotnie  nieliniowy  charakter  teorii  ogólnych  oraz  fakt,  że 

lepkoś ci  i  moduły  dynamiczne  są  poprawnie  zdefiniowane  tylko  dla  liniowych  teorii 

lepkosprę ż ystoś ci. 

D l a  porzą dku  należy  wspomnieć  o  moż liwoś ciach  formułowania  nieliniowych  teorii 

całkowych  typu  GreenaRivl ina  (por.  [1])  w terminach zespolonych modułów  lub  lepkoś ci— 

zaproponowanych  przez  N A K A D Ę  [4]  oraz  L O C K E T T A  i  G U R T I N A  [5].  Jednak podejś cie  takie 
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zachowuje  nieliniowy  charakter  zwią zków  konstytutywnych  i nie prowadzi  do  prostych 

relacji.  Ilość  modułów  dynamicznych  jest  zbyt  wielka,  ż eby  przeprowadzić  stosunkowo 

nieskomplikowane  doś wiadczenia  i  uzyskać  odpowiednie  zwią zki  z  funkcjami  relaksacji 

lub  pełzania — charakterystycznymi  dla  teorii  typu  całkowego  (por.  [6]). 

Wś ród  dotychczasowych  teorii,  porównują cych  przepływy  ustalone  z duż ymi  szybkoś

ciami  ś cinania z przepływami  oscylacyjnymi,  moż na  wyróż nić  dwie zasadnicze  grupy. 

Pierwsza  grupa  teorii  zakłada  niezmienność  struktury  materiału  zarówno  w  zakresie 

liniowym,  jak  i  nieliniowym  procesu  ś cinania.  Dla ilustracji  moż na  tu  wymienić  teorie 

zaproponowane  przez  B U C H E ' G O  [7],  Z I M M A  [8],  PAO [9], ROSCOE  [10]  oraz  L O D G E ' A  [11]. 

Druga  grupa  teorii  przyjmuje  zmienność  struktury  materiału  w  trakcie  ustalonego 

płynię cia  (np.  zniszczenie sieci  splą tań ),  w zależ noś ci od róż nych  kryteriów  deformacyjnych, 

czasowych  lub energetycznych.  Dla ilustracji  moż na  przytoczyć  teorie  Y A M A M O T O  [12] 

i  G R A E S L Y ' A  [13],  teorię  tiksotropii  L E O N O W A  i W I N O G R A D O W A  [14],  zmodyfikowaną  teorię  

zniszczenia  sieciowego  T A N N E R A  i  SIMMONS A  [15]  oraz  uogólnioną  molekularną  teorię  

opartą  na modelu  ROUSE 'A  — zaproponowaną  przez  BOOIJ A  [16]. 

Właś ciwie  ż adna  z  wymienionych  teorii  nie okreś la  wszystkich  charakterystyk  dyna

micznych  i stacjonarnych w sposób  całkowicie  porównywalny  z wynikami  eksperymentów. 

Stosunkowo  dobrą  zgodność  wyników  teoretycznych  i  doś wiadczalnych  uzyskuje  się  dla 

niektórych  z wymienionych  teorii,  tylko  w ograniczonym  zakresie  gradientów  x i  czę stoś ci 

co,  lub tylko  dla naprę ż eń  ś cinają cych1* . 

Teoria  PAO  [9], na  przykład,  prowadzi  do  zwią zków: 

(2.1,  * 0  ^   Л — •  

(2.2)  \v»T°42AI?W°*  d h »  x , 

gdzie  rj*  =  У ]'—ii]"   oznacza  zespoloną  lepkość  dynamiczną,  zaś G'—czę ś ć  rzeczywistą  

modułu  dynamicznego.  Porównanie  z  wynikami  doś wiadczeń  prowadzi  do  wniosku,  że 

teoria  Pao  przewiduje  lepkość  rj(x)  nie  tylko  wię kszą  od  lepkoś ci  dynamicznej  rj'(co), 

lecz  także  wię kszą  od  wartoś ci  eksperymentalnych  (por.  [17]). 
Wynikiem  rozważ ań  ROSCOE'A  [10]  są  zależ noś ci: 

(2.3)  rj(x)  =  f]'(co)  dla  co  =  mx, 

(2.4)   W 1 1    T12)  =  2  ^  dla w =  mx, 

(2.5)  \ ( Г П  Г 3 3 )  =  (l+r )^fi   dla co =  mx, 
X  co 

gdzie  m  i  r  oznaczają  stałe  materiałowe,  przy  czym  m  moż na  interpretować  jako  stałe 

przesunię cie  odpowiednich  wykresów  wzdłuż  osi szybkoś ci  ś cinania  x.  Eksperyment nie 

potwierdza  w  ogólnym  przypadku  istnienia  takiego  przesunię cia  pozwalają cego  bezpo

ś rednio  porównywać  charakterystyki  dynamiczne  i  stacjonarne  (por.  [17, 18]). 

"   Należy  podkreś lić,  że czę ść z wymienionych teorii nie interesuje się w ogóle zagadnieniem naprę ż eń  
normalnych w przepływach  ś cinają cych. 
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Z  licznych  teorii  kontynualnych  opierają cych  się  na  róż nych założ eniach  (por.  C O L E M A N 

i  M A R K O V I T Z  [19]),  wynikają  nastę pują ce  zależ noś ci  graniczne: 

(2.6)  l i m  =  l i m ?/(ш ), 

l i m r l l  r 2 2 ^ 2 1 i m ^ > . (2.7) 

Pomimo  ich  ograniczonego  charakteru,  mianowicie  słusznoś ci  dla  małych  wartoś ci  к i co, 

zwią zki  (2.6)  i  (2.7)  dość  dobrze  sprawdzają  się  eksperymentalnie  dla  roztworów  i  sto

pionych  polimerów  (por.  np.  [20,  21,  22,  23]). 

Wś ród  zależ noś ci  czysto  empirycznych,  moż na  przytoczyć  zwią zek  zaproponowany 

przez  С О ХА  i  M E R Z A  [24],  mianowicie 

(2.8)  ф )  =  \г )*(ш )\  dla  со  =  к , 

w  którym  \rf\   oznacza  bezwzglę dną  wartość  zespolonej  lepkoś ci  dynamicznej.  Badania 

doś wiadczalne  W A L E S A  i  D E N  O T T E R A  [17] potwierdzają  w duż ym  stopniu  słuszność  pro

pozycji  (2.8)  dla  polietylenów,  lecz  nie  dla  wszystkich  badanych  rodzajów.  D l a  Marlexu 

Mar/ex 6002 
190°С  

Rys.  1.  Porównanie  lepkoś ci  pozornej   z  lepkoś ciami 
dynamicznymi  \n*\ (  )  i  fj'   (  )  dla  Mar 

lexu  6002. 2G'm~2  (  ).  Według  [17]  Ю3  10*  ю 1  10°  10'  102  10r 

u  lub x  (s'1) 

6002  dane  doś wiadczalne  dla  lepkoś ci  pozornej  układają  się  mię dzy  krzywymi  \n*\  i  rj' 

(rys.  1). Ci sami  autorzy  (por.  także  [22,  23])  proponują  dla stopionych  polistyrenów 

nastę pują ce  zależ noś ci: 

(2.9) 

(2.10) 

T](x)    |»?*(ш )| =  г }'\—  ,  m =  т ( ш)  ^ 1, 

ти _тэ з  =  2m*G'(^  к  j ' 1 1 — Г 2 2 , 

gdzie  parametr m jest  zmienny  i zależy  od  czę stoś ci  ką towej  co.  Zwią zek  (2  9)  jest w za

sadzie  równoważ ny  (2.8).  Dane  doś wiadczalne  dowodzą,  że proste  przesunię cie  wzdłuż  
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osi  к — ш  nie  wystarczy  dla  pokrywania  się  wykresów  rj'(co)  i  г ](и ).  Z  drugiej  strony  prze

sunię cia  m,  obliczone  z  (2.9)  dla  każ dej  wybranej  wartoś ci  co,  są  prawie  takie  same,  jak 

odpowiednie  przesunię cia  wią ż ą ce  współczynniki  naprę ż eń  normalnych  z  krzywymi 

2G'jco2. 

Wś ród  bardzo  obszernej  literatury,  poś wię conej  interesują cemu  nas  zagadnieniu, 

starsze  prace  przemawiają  na  korzyść  zwią zków  typu  (2.3)  lub  (2.7).  W  niektórych  pra

cach  współczynnik  przesunię cia  zmienia  się  w  granicach  1,41,5  (por.  [25,26]),  podczas 

gdy  w  innych  jest  wyraź nie  wyż szy,  tj.  2,22,3  (por.  [27,  28]).  O N O G I ,  FUJII ,  K A T O  i  O G I 

H A R A  [18]  stwierdzają  zmienność  współczynników  przesunię cia,  które  przybierają,  w  za

leż noś ci  od  rodzaju  badanego polietylenu,  wartoś ci  od  1 do  2,7  lub  nawet  3,1.  Potwierdza 

to  fakt,  że  krzywe  rj(x)   i r)'(oj)   nie  mogą  być  nasunię te  na  siebie  za  pomocą  stałego  prze

sunię cia  wzdłuż  osi  odcię tych. 

Od  czasu  do  czasu  w  literaturze zagadnienia  notuje  się  próby  strukturalnego  uzasadnie

nia  obserwowanych  doś wiadczalnie  zależ noś ci  dla  rj(x)   i tj'(co)  poprzez  róż ne  mechanizmy 

hamują ce  lub  niszczą ce  w  układach  sieciowych.  Wię kszość  rozważ ań  na  ten  temat  nosi 

charakter  sugestii  lub  hipotez  i  nie  prowadzi  w  efekcie  do  teorii,  które  nawet  w  przypadku 

liniowym  tłumaczyłyby  zadowalają co  przebieg  rzeczywistych  zjawisk. 

Reasumując  rozważ ania  niniejszego  punktu,  należy  jeszcze  raz  powtórzyć  stwierdzenie 

o  braku  wystarczają co  ogólnych  teorii  opisują cych  poprawnie  obserwowane  zwią zki 

mię dzy  charakterystykami  dynamicznymi  i  stacjonarnymi.  Jest  sprawą  oczywistą,  że 

teoria  taka,  gdyby  istniała,  musiałaby  równie  poprawnie  opisywać  inne  własnoś ci  poli

merów,  zarówno  w  przepływach  wiskozymetrycznych  (ś cinają cych)  jak  i  niewiskozyme

trycznych. 

3.  Wpływ  ustalonej   szybkoś ci  ś cinania  na  własnoś ci  dynamiczne  w  przepływach  zaburzonych 

W  ostatnim  czasie,  uwagę  badaczy  przycią gają  zagadnienia  zwią zane  z  okreś laniem 

własnoś ci  dynamicznych  polimerów  w  przepływach  złoż onych,  w  których  dodatkowe, 

zwykle  harmoniczne,  oscylacje  nałoż one  są  na  przepływ  podstawowy,  zwykle  ustalony 

wiskozymetryczny.  Przepływy  takie  czę sto  odpowiadają  sytuacjom  laboratoryjnym  lub 

technologicznym,  w  których  zamierzony  charakter  przepływu  podstawowego  jest  zabu

rzony  okresowo  zmienną  pracą  samego  urzą dzenia.  Istotny  staje  się  wówczas  problem 

znajomoś ci  zwią zków  charakteryzują cych  własnoś ci  przepływu  złoż onego. 

Pierwszym  zagadnieniem  jest  wpływ  parametrów  opisują cych  ustalony  przepływ 

podstawowy  na  dynamiczne  własnoś ci  przepływu  zaburzonego,  który  róż ni  się  «nieznacz

nie»  od  przepływu  podstawowego. 

Obszerna  analiza  teoretyczna  przepływów  złoż onych  stanowiła  przedmiot  rozważ ań  

PIPKIN A  i  O W E N A  [29]  dla  przypadku  «przepływów  bliskich  do  wiskozymetrycznych» 

w  cieczy  prostej,  T A N N E R A  i  SIMMONS A  [15]  dla  zmodyfikowanego  modelu  układów  siecio

wych,  W A L T E R S A  i  JONESA  [30,  31]  dla  przepływów  ś cinają cych  cieczy  GreenaRivl ina 

typu  całkowego  (por.  [1]),  BOOIJ A  [16]  dla  przepływów  ś cinają cych  cieczy  opisywanej 

uogólnionym  modelem  Rouse'a  oraz  autora  [3]  dla  cieczy  prostych  w  przepływach  z  pro

porcjonalną  historią  deformacji.  Liczne  inne  prace  (por.  [32,  33,  34,  35])  poruszały  po
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dobne zagadnienia  dla  innych  modeli  oś rodków,  a zwłaszcza  dla  cieczy  typu  B K Z ,  których 

równania  konstytutywne  zaproponowali  BERNSTEIN ,  K E A R S L E Y  i  Z A P A S  [36]. 

Wś ród  badań  doś wiadczalnych  należy  wymienić  przede  wszystkim  prace  OSAKI , 

T A M U R Y ,  K U R A T Y  i  K O T A K I  [37,  38],  poś wię cone  skoncentrowanym  roztworom  poli

styrenów,  polimetakrylanu  metylu  i  polimetakrylanu  nbutylu,  prac e  BOOIJ A  [30,40] 

nad  roztworami  dwulaurynianu  glinu  oraz  kopolimerów  etylenupropylenu,  badania 

SIMMONS A  [41,  42, 43]  nad  roztworami  poliizobutylenu  i  karboksymetylocelulozy,  prace 

K U R O I W Y  i  N A K A M U R Y  [44] nad  roztworami  elektrolitów,  takich  jak  karboksymetylo

celuloza  i poliakrylan  sodu,  badania  K A T A O K I  i  U E D Y  [45] nad stopionymi  polietylenami 

oraz  W A L T E R S A  i  JONESA  [30,  31]  nad  róż nymi  roztworami  poliakryloamidów. 

W  kolejnym  punkcie  przedstawimy  skrócone  rozważ ania  teoretyczne  na  temat  zło

ż onych  przepływów  z  proporcjonalną  historią  deformacji,  w oparciu  o poprzednie  prace 

autora  [2,  3]. 

4.  Złoż one  przepływy  z  proporcjonalną  historią  deformacji 

W  poprzedniej  pracy  [2], poś wię conej  teorii  przepływów  z  proporcjonalnymi  histo

riami  deformacji,  rozważ yliś my  przypadek  ruchów  utworzonych z  «naloż enia»  prostszych 

ruchów,  z  których  każ dy  charakteryzował  się proporcjonalną  historią  deformacji. D l a 

naszych obecnych  celów  wystarczy podać  definicję  ruchów  złoż onych  z dwóch  proporcjo

nalnych  deformacji. 

Definicja.  Ruch nazywa się  ruchem złoż onym  z dwóch  proporcjonalnych  historii  deformacji, 

wtedy i  tylko  wtedy,  jeś li  gradient  deformacji  w chwili  r,  wzglę dem  ustalonej  konfiguracji 

odniesienia  w  chwili  0, przybiera  postać  nastę pują cą : 

(4.1)  F 0 ( T )  =  Q ( T ) e4>| M i * i ( T ) + M A A : A ( T ) ] ,  Q(0) =  h 

gdzie  Q ( T ) jest  tensorem ortogonalnym,  M j  i M 2  są wzajemnie komutują cymi  stałymi  tenso

rami, zaś  &"I(T )  U k2(r)  są dowolnymi gładkimi  funkcjami  czasu, takimi  ż e  к у(0)  =  k2(0)  =  0. 

Dl a  takich  ruchów historia wzglę dnego  tensora deformacji  Cauchy'egoGreena  (por.  [1]) 

przyjmuje  postać: 

(4.2)  C(j)  =  exp(N 1̂ ( iO)C 2 ( i )exp(N1 j j 1 ( j ) ) ,  j e[ 0 , oo ), 

gdzie 

(4.3)  C2(s)  =  exp (N 2̂ ( j ) )exp (N2 g 2 ( s ) ), 

(4.4)  N , =  N,(0  =  Q ( f )M ,Q T ( r ) ,  gi(s)  = k,(ts)W,  i = l , 2 , 

przy  czym  t  oznacza  aktualną  chwilę  czasu. 

Jeś li  ruch  okreś lony  przez  (4.2)  oraz jego  ruchy  składowe  są ruchami  izochorycznymi, 

wówczas 

(4.5)  óetC(s)  =  detC,(s)  =  detC2(s)  = 1. 

Dl a  nieś ciś liwej  cieczy  prostej  (por. [1]) o  nastę pują cym  równaniu  konstytutywnym: 

(4.6)  T*(0  =  SF ( О Д 1 ) ,  t r T Ł  = 0, 
j=0 
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gdzie  TŁ(0  oznacza  ekstranaprę ż enie  w  chwili  /, a &  jest  izotropowym  funkcjonałem 
konstytutywnym,  otrzymamy  (por.  [2)] 

(4.7)  T Ł(0=  I   G{s);  N X ) ,  G(J)  =  C 3 ( j )  1 , 

gdzie  0  jest  funkcjonałem  skalarnej  funkcji  gi(s)i  tensorowej  funkcji  G(s)  oraz  funkcją  

tensora  N , . 
Jeś li  przyjmiemy,  że  ruch  oznaczony  wskaź nikiem  2 jest  ruchem  małym,  w  sensie 

historii  deformacji  okreś lonej  odpowiednią  normą  ||G(.v)||,  zastosowanie  zasady  zanikają

cej  pamię ci  (por.  [1,3]),  przy  jednoczesnych  założ eniach  odnoś nie  róż niczkowalnoś ci 

funkcjonału  'S, prowadzi do zależ noś ci: 
CO 

(4.8)  f Ł ( r ) =  frfotoOjNO, 

co 
(49)  ATE(t)  = do  9  (gl(s)\G(s);  N , ) , 

gdzie T Ł oznacza  ekstranaprę ż enie  odpowiadają ce  przepływowi  podstawowemu  oznaczo

nemu  wskaź nikiem  1,  Z l T Ł —  przyrost  ekstranaprę ż enia  wskutek  nałoż enia  przepływu 

dodatkowego  oznaczonego  wskaź nikiem  2, przy  czym  dG9  jest  funkcjonałem  liniowym 

wzglę dem  argumentu  G(s).  D l a  małych  dodatkowych  przepływów  człony  wyż szych  rzę dów 

mogą  być  pominię te. 

Dotychczasowe  rozważ ania  nosiły  charakter  dość  ogólny  i  nie  ograniczały  istotnie 

klasy  przepływów  podstawowych  i  dodatkowych.  Są one  również  słuszne  dla  róż nych 

typów  przepływów  niewiskozymetrycznych z proporcjonalną  historią  deformacji  (por.  [2]). 

Załóż my  w dalszym  cią gu,  że  przepływ  podstawowy jest ustalonym  przepływem  wisko

zymetry cznym,  dla  którego  (por.  [1,46]) 

(4.10)  t r N i  =  t rNf  =  0,  t r N , N [  =  x2, 

gdzie  x  oznacza  odpowiedni  parametr  ś cinania  (szybkość  ś cinania  dla przepływu  ś ci
nają cego).  Wówczas  dla ustalonego  przepływu  podstawowego 

(4.11)  f Ł(0  =  ł ? ( « ) ( N 1 + N f ) + ^ 4 i N 1 N T +  ^ N r N 1 , 
x  x 

gdzie  r](x)  oznacza  funkcję  lepkoś ci  (lepkość  pozorną ),  zaś  ax(x)  i a2(x) —  odpowiednie 
funkcje  róż nic  naprę ż eń  normalnych  (por.  [46]). 

Ponieważ  funkcjonał  wystę pują cy  w  (4.9)  może  być  zawsze  przedstawiony  w postaci 
całkowej,  przyrost  ekstranaprę ż enia  wywołany  ruchem  dodatkowym  przyjmie  osta
tecznie  postać  

00 

Л ТŁ(0=  /  { v 0 G+Vi (G (N 1 +ND+(N 1 +Nr)G)+ 
o 

+ V 2 ( G J 4 i ' N1 + N r N 1 G ) + V 3 ( G N 1 N f + N 1 N f  G)+ 
(4  12J 

+vu(Ni G + G N [ ) + г р 5  ( G N t + N [ G ) + V 6 N ,  G N f + 

+ V 7 ( N 1 G N 1 + N r G N D + Ve(Ni+NDtr (N 1G) + v ' 9 N r N 1 t r ( N 1 G)  + 

+ V i o ( N 1  r  N D t r ( N 1 G N D + V i i N l N 1 t r ( N 1 G N l ) } * , 
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gdzie  y>i(i   =  0,  1  11) należy  rozumieć  jako  funkcje  materiałowe  zależ ne  od  g^s)  i  x2, 

tj .  ipt  =  ipiigi(s),x2),  zaś  G s  G(s).  Rozważ ania  prowadzą ce  do  reprezentacji  (3.12) 

oraz  wszystkie  redukcje,  których  należ ało  dokonać  w  celu  otrzymania  12  funkcji  ma

teriałowych  ipb  zostały  szczegółowo  przedstawione  w  pracy  [3]. 

Równania  (4.12)  są  w  pewnym  sensie  równoważ ne  zależ noś ciom  uzyskanym  przez 

PIPKIN A  [47] oraz  zależ noś ciom  wynikają cym  z przedstawionej  przez  P IPKIN A i  O W E N A  [29] 

teorii  «przepływów  bliskich  do  wiskozymetrycznych».  Mniejsza  o  jeden  (12  zamiast  13) 

liczba  niezależ nych  funkcji  materiałowych  ipt  wynika  z  dodatkowo  przyję tego  przez  nas 

warunku  komutacji  dla M x  i  M 2 , lub  dla N ,  i N 2 . 

Jeś li  ruch  dodatkowy  jest  przepływem  wiskozymetrycznym typu  oscylacyjnego  (oscy

lacje  harmoniczne),  to 

(4.13)  G(.s) =  g 2 W ( N 2  + N T ; ) +g I W N l N 2 ,  N |  =  0, 

gdzie 

(4.14)  g2(s)  =   « г ' "1 ) ,  g2(s)g2(s)=  е21<°'(1е ш)(1е 1в"), 

przy  czym 

(4.15)  к2(т )  =  ieiOT,  k2(0)  =  0,  k2(r)  = coeiB>T. 

W  wyraż eniach  powyż szych  tylko  rzeczywiste  czę ś ci  funkcji  są  istotne,  zaś  co oznacza 

czę stość  ką tową  oscylacji. 

5.  Przepływy  złoż one  z  ustalonego  przepływu  ś cinają cego  i  małych  oscylacji  ś cinają cych 

Rozważ ania  punktu  poprzedniego  mogą  stanowić  podstawę  dla  badania  własnoś ci 

dynamicznych  przepływu  złoż onego  z  ustalonego  ś cinania  oraz  małych  dodatkowych  za

burzeń  ś cinają cych  — zmiennych  harmonicznie  w  czasie.  Z  zależ noś ci  (4.11)  i  (4.12) 

widać,  że  przyrosty  ekstranaprę ż enia  z l T E  zależ ą,  poprzez  funkcje  materiałowe  ipi,  od 

parametru  x  charakteryzują cego  ustalony  ruch  podstawowy. 

»2 

/«(23) 

Rys.  2.  Porównanie  przepływu  równoległego  z  ortogo
nalnym 

Jeś li  ruchy  składowe  są  typu  ś cinają cego,  istnieją  dwie  moż liwoś ci:  albo  dodatkowe 

ś cinanie  zachodzi  w  płaszczyź nie  równoległej  do  kierunku  przepływu  podstawowego, 

albo  też w  płaszczyź nie  prostopadłej  (ortogonalnej)  do  płaszczyzny  przepływu  podstawo

wego  (por.  [16,48]).  Moż liwoś ci  takie  przedstawiono  graficznie  na  rys.  2.  W  dalszym 

cią gu  przedyskutujemy  je  po  kolei. 
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0  x 0  0  1  0 

(5.1.1)  [Ni ]  =  0  0  0  ,  [N 2]  =  0  0  0 

0  0 0_  0  0  0 

5.1.  Przepływy  równoległe.  Dla  przepływów  równoległych  (por. rys. 2), mamy  we  współ

rzę dnych  kartezjań skich: 

N j N 2  =  N 2 N l f 

gdzie x i a  oznaczają  gradienty  ś cinania  odpowiednio  dla  przepływu  podstawowego  i  do

datkowego.  Zakładamy,  jak  poprzednio,  że  przepływ  podstawowy  jest  ustalony,  zaś  

przepływ  dodatkowy — oscylacyjny. 

Ograniczając  się do  wyrazów  liniowych  wzglę dem  amplitudy  zaburzeń  a,  na  pod

stawie  (4 12),  (4.7)2,  (4.3) i (5.1.1),  otrzymamy dla przyrostów  ekstranaprę ż enia  (por. [3]): 

ATP 

ATP 

ATP  = 0, 

00 

J  (щ +x2y>2 +xzy>3+x2ip7  + x2ip8)g2(s)<xds, 
ó 

(5.1.2)  ATP  =  /  2x(y,1+y>4)g2(s)ads, 

CO 

ATI 2  =  f  2x(y1+y>s+x2

v>9)g2(s)<xds, 
o 

ATP  =  0, 

przy  czym  funkcje  y>i mają  postać  =  y)i(—s,x2).  Ponieważ  funkcje  щ  są  parzyste 

wzglę dem  x,  zmiana  kierunku  przepływu  podstawowego  nie zmienia  znaku  ATP,  na

tomiast  zmienia  znak  przyrostów  naprę ż eń  normalnych. 

Zależ noś ci  (5.1.2)  mogą  stanowić  formalną  podstawę  do  okreś lania  własnoś ci ma

teriałowych  cieczy,  tj.  okreś lania  odpowiednich  funkcji  y>t. Z  doś wiadczalnego  punktu 

widzenia,  problem  nie  wydaje  się  łatwy;  pewne  uproszczenia  teoretyczne  wprowadza 

założ enie  małych  gradientów  x, co z kolei  powoduje  dodatkowe  trudnoś ci  przy  realizacji 

doś wiadczeń. 

W  celu  zbadania  wpływu  x na  własnoś ci  dynamiczne,  przynajmniej  dla małych  war

toś ci  czę stoś ci  ką towej  co, wprowadzimy  poję cia  zespolonej  lepkoś ci  dynamicznej,  zespo

lonego  modułu  dynamicznego  i zespolonego  modułu  dynamicznego  dla róż nicy  naprę ż eń  

normalnych,  w  sposób  nastę pują cy  (porównaj  np.  [49]): 

(5.1.3) 

(5.1.4) 

(5.1.5) 

Lif 2(x,co)    fi' 12ifi'i 2 

1 

G\2(x,co)  =  G'12 + iG'; 2 ш  

acoexpicot 

1 

ictexpicot 

A T 1 2 

A T 1 2 

Н *(х ,  с о ) =  Н '  +  Ш " 
1 

iaexpicot 
(А Т Р А Т Р ), 
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gdzie uwzglę dniliś my  (4.15).  Podstawiając  (4.14)j do (4.1.2),  korzystając  z definicji  (5.1.3)

(5.1.5)  oraz  przechodząc  do  granicy  dla co » 0,  otrzymamy: 
00 

(5.1.6)  lim fi'12(x,  co) =    j  (f0+x2tp2+x2y>3\x
2y)1+x2y)8)sds, 

(5.1.7)  lim G'12(x,  co) = 0, 
е т >0 

(5.1.8)  l i m  H  =    Г  2х (у>4.у >5^}cw9)sds, 
ш О̂  co  o  \  2  / 

gdzie  / 4 2 jest  rzeczywistą  lepkoś cią  dynamiczną,  G'12  jest  rzeczywistym  modułem  dyna

micznym,  a #"  — urojoną  czę ś cią  dynamicznego  modułu  róż nicy  naprę ż eń  normalnych. 

Biorąc  ponadto  pod uwagę  relacje  zgodnoś ci  wyprowadzone  przez  P IPKIN A  [29,  48]2>, 

otrzymamy  również, że 

,,,.,)   ^  « 4 + ś & ) . 

(5.1.10)  l i m ""("• "I   .  f  [» , (» ) < , , (» ) ], 

gdzie  т (*) =  p«i(x)  oznacza  funkcję  naprę ż enia  ś cinają cego,  zaś о ,(и)  i  cr2(x)—funkcje 

róż nic  naprę ż eń  normalnych  w  przepływie  podstawowym  [por.  (4.11)].  Pierwszy  z po

wyż szych  zwią zków  jest  formalnie  zgodny  z  wynikami  innych  prac  (por.  [48,  16,  31]), 

podczas  gdy  drugi  jest  analogiczny  do relacji  R3 na liś cie  BERNSTEIN A  [34],  obejmują cej 

tzw.  zależ noś ci  reologiczne  (porównaj  p. 7). 

Jeszcze  jeden  zwią zek  może  być wyprowadzony  dla  nieś ciś liwych  cieczy  prostych 

w  przypadku,  gdy  co » 0  i x  » 0. Na podstawie  teorii  cieczy  rzę du  drugiego,  C O L E M A N 

i  M A R K O V I T Z  [19]  pokazali,  że  [por.  wzór  (2.7)] 

(5.1.11)  I t o ^ U l i m . ^  f ' ^ , 

„>><)   co2

  x _ 0  2x2 

gdzie  G'(co) oznacza  moduł  zachowawczy  dla przepływu  wyłą cznie  oscylacyjnego. 

W  naszym  przypadku  mamy 

oo 
(5.1.12)  l i m  G i ^ c ° )  _  _ 1  l  c V o + x 2 y ) 2 + x 2 i p 3 + x 2 y ) i + x 2 y ) ^ s 2 d s _ 

ю *0  tO  2.  J 

W  założ eniu,  że funkcje  щ  nie są  osobliwe  wzglę dem  argumentu  x2  oraz  ponieważ  

(5.1.13)  l i m _ ^  =  l i m ^ K z ^ 

dochodzimy  ostatecznie do  zwią zku 

(5.1.14)  J i m  f   fo(s,x2)s2ds  =  l i m M  ), 

2 )  Relacje  zgodnoś ci  mogą  być wyprowadzone w sposób  podobny do [48], z rozważ enia  przypadku 
ruchu  dodatkowego jako  infinitezymalnego  przyrostu  ustalonego  ruchu podstawowego. 
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którego  lewa  strona  jest  niczym  innym,  jak  graniczną  wartoś cią  drugiego  momentu 

funkcji  relaksacji  y0. 

5.2.  Przepływy  ortogonalne.  D la  przepływów  ortogonalnych  (porównaj  rys.  2),  mamy 

w kartezjań skim  układzie  współrzę dnych: 

(5.2.1)  [N, 

0  У . 0  0 0 0 

0  0 0  ,  [N2] =  0 0  0 

0  0 0  0 y. 0 
N l N 2  =  N 2 N , , 

gdzie я i a  oznaczają  gradienty  ś cinania  odpowiednio  dla  przepływu  podstawowego  i do

datkowego. 

Postę pując  podobnie,  jak  w  punkcie  poprzednim,  otrzymamy  dla  przyrostów 

ekstranaprę ż enia  (por. [3]): 

=  /  (y0+x2rp2+x2'4>3)g2(s)a.ds, 

(5.2.2) 

J  x(y>l+y)4.)g2(s)ccds, 
o 

0, 

ATP  = ATP  = 0, 

a  zatem  tylko  przyrosty  naprę ż eń  ś cinają cych.  Zmiana  zwrotu  przepływu  podstawowego 

nie  zmienia  znaku  ATP,  tj.  naprę ż enia  w  płaszczyź nie  przepływu  dodatkowego,  nato

miast zmienia znak  Л т р ,  tj. przyrostu  naprę ż enia  w płaszczyź nie,  która  nie  jest  płaszczy

zną  przepływu  podstawowego,  ani też przepływu  dodatkowego.  Wyraż enia  (5.2.2) są  

całkowicie  odmienne  od wyraż eń  (5.1.2),  chociaż  niektóre  funkcje  podcałkowe  wystę pują  

w  bardzo  zbliż onej  postaci.  Liczba  róż nych  funkcji  typu  y>j  wynosi  obecnie  5,  zamiast 

9  dla przepływu  równoległego. 

W  celu  zbadania  wpływu  x na  własnoś ci  dynamiczne  przy  małych  wartoś ciach  co, 

postę pujemy  podobnie,  jak w  р. 5.1.  Wprowadzając  dwie  zespolone  lepkoś ci  dyna

miczne,  w  myśl  definicji  podobnych  do  (5.1.3)  (por. [3])  oraz  przechodząc  do  granicy 

w  * 0, otrzymamy  ostatecznie: 

(5.2.3) 

(5.2.4) 

l\mrj' 23(x,w) = -  j  (f0+x2y>2+xzy)3)sds, 

l imG 2 3( x  a>)  =  limG13(p<:, co)   0, 
w>0  *  eo~»0 

(5.2.5)  lim^' 13(x: ,  OJ)  =    Г x(yv  +rpĄ)sds, 
...  . n  J 

gdzie  r]' 23  jest  rzeczywistą  lepkoś cią  dynamiczną  w  płaszczyź nie  przepływu  dodatkowego 

(23),  T]' 13—taką  samą  lepkoś cią  w płaszczyź nie  (13), a  G'23  i  G[3—rzeczywistymi  mo

dułami  dynamicznymi w tych  płaszczyznach. 



WŁASNOŚ CI  CIECZ Y  W  ZŁOŻ ONYCH  PRZEPŁYWAC H  287 

Biorąc  pod  uwagę  relacje  zgodnoś ci  wyprowadzone  przez  P IPKIN A  [48], mamy  również  

r(x) 
(5.2.6)  \\т г )'23(х ,ы )  =  ——  =rj(x), 

ax(x) 
(5.2.7)  \\mr\\3(x,  co) =  ~  , 

gdzie  т (я)  oznacza  funkcję  naprę ż enia  ś cinają cego,  zaś  at(x)  —funkcję  pierwszej  róż nicy 

naprę ż eń  normalnych  w  przepływie  podstawowym  [por.  (4.11)]. 

Zależ ność  (5.2.6)  dobrze  opisuje  znaną  własność  funkcji  lepkoś ci  dynamicznej  (por. 

[10, 48]).  Natomiast  zależ ność  (5.2.7)  nie  wystę puje  na  liś cie  zwią zków  Teologicznych  po

danych  przez  T A N N E R A  i  WILL IAMS A  [33]  (porównaj  p.  7).  Zależ noś ci  (5.2.6)  i  (5.2.7) 

są  jedynymi zależ noś ciami  wynikają cymi,  dla  rozważ anego  przepływu,  z  relacji  zgodnoś ci 

Pipkina. 

Zwią zek  podobny  do  (5.1.14)  wyprowadza  się  na  podstawie  zależ noś ci 

GO 

G23(x,u>)  1  r 
(5.2.8)  hm  —i  ~~~2I  (fo+x2f2  + x2V>3)s2ds. 

co  >0  J 
0 

Stosują c,  jak  poprzednio,  odpowiednie  przejś cia  graniczne  otrzymamy 

00 

(5.2.9)  Hm    Г rp0(s,x2)s2ds  =  l i m G l  2  . 
'  x>0  J  И +0  ft 

0 

Przedstawione  w  niniejszym  punkcie  zwią zki  mogą  być  w  zasadzie  poddane  weryfi

kacji  doś wiadczalnej.  Ponieważ  dotyczą  one  z  reguły  granicznych  wartoś ci  dla  co »• 0, 

przeprowadzenie  odpowiednich  eksperymentów  przy  małych  czę stoś ciach  ką towych  jest 

trudne  i  czę sto  nie  zapewnia  wystarczają cej  dokładnoś ci  pomiarów.  Istnieją ce  jednak 

dane  doś wiadczalne,  zawarte  w  pracach  wymienionych  na  wstę pie  p.  3,  pozwalają  

na  ogólną  analizę  wpływu  ustalonej  szybkoś ci  ś cinania  na  własnoś ci  dynamiczne  prze

pływu  złoż onego  przy  duż ych  i małych  czę stoś ciach  ką towych.  Należy  przy  tym  pamię tać, 

że  dane  doś wiadczalne  otrzymano  w  róż nych  eksperymentach  i  dla  róż nych  rodzajów 

materiałów.  Tylko  nieliczne badania  miały  na  celu  wykazanie słusznoś ci  takich  lub  innych 

zwią zków. 

Wię kszość  wymienionych  poprzednio  prac  dotyczyła  przepływów  równoległych 

(por.  [37, 38, 39, 40, 44, 45]),  badanych  za  pomocą  urzą dzeń  typu  reogoniometru  Weis

senberga.  Tylko  nieliczne prace  zajmowały  się przepływami  ortogonalnymi  (por.  [4143]) 

realizowanymi  w  przyrzą dach  typu  współosiowych  cylindrów,  z  których  jeden  wykonywał 

dodatkowy  ruch  drgają cy  w kierunku swojej  osi. Szczegółowe  omówienie  wyników  badań  

doś wiadczalnych  zawarte  jest  w  pracy  BOOIJ A  [16],  gdzie  również  dokonano  porównania 

eksperymentów  z  teorią  molekularną  zaproponowaną  przez  autora. 

D l a  przepływów  równoległych  odpowiednie  krzywe  lepkoś ci  dynamicznej  / J,'12(X,CO), 

lub  wielkoś ci  G'{2(x, w)/w, zależą  istotnie  od zmieniają cej  się szybkoś ci  ś cinania  x.  Lepkość  

dynamiczna jest  tym niniejsza, im wię ksza jest  szybkość  ś cinania  (porównaj  rys. 3). Prawie 

wszystkie  doś wiadczenia  wykazują,  że  lepkość  dynamiczna  dla  co *  0  jest  mniejsza  od 
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odpowiednich  wartoś ci  lepkoś ci  pozornej  r](x);  jest  to  zgodne  jakoś ciowo  z  charakterem 

zwią zku  (5.1.9).  Porównanie  wyników,  przeprowadzone  przez  BOOIJ A  [16],  wykazało 

również  iloś ciową  zgodność  15.1.9)  z  przebiegiem  krzywych  doś wiadczalnych.  Fakt  ten 

Rys.  3.  Lepkość  dynamiczna  / / 1 2( к , co)  =  Rys.  4.  Lepkość  dynamiczna  r]' 23(>c, co)  = 
=  C7'12  с о >о_1  w  funkcj i  czę stoś ci  ką towej   co  =  G'ź3(y., m)a>1  w  funkcj i  czę stoś ci  ką towej   co 
przy  podanych wartoś ciach  log x.  Roztwór  dwu  przy  podanych  wartoś ciach  log  x.  Roztwór  poli

laurynianu  glinu.  Według  [16]  izobutylenu. Według  [16,  42] 

potwierdzają  także  badania  JONESA  i  W A L T E R S A  [31]  przeprowadzone  dla  stosunkowo 

niskich,  mniejszych od odpowiednich x,  wartoś ci  czę stoś ci  ką towych  OJ  (porównaj  rys. 5 i 6). 

Badania  doś wiadczalne  lepkoś ci  dynamicznych  dla  róż nicy  naprę ż eń  normalnych 

(por.  [16,40])  wykazują,  że  czę ść  rzeczywista  N'(x,co)  =  H"(x,  OJ )OJ _ 1  zmniejsza  się  

istotnie  ze  wzrostem  szybkoś ci  ś cinania  x,  posiadając  maksima  przy  okreś lonych  war

л1  1  U 
u  №   32 

o  (s>) 

Rys.  5  Lepkość  dynamiczna  Pii(?t,  co)  w  funkcj i  czę stoś ci  ką towej  co  przy  podanych  wartoś ciach  и . 
Roztwór  poliakryloamidu.  Według  [31] 

toś ciach  (o  (po/ównaj  rys.  7).  Czę ść  urojona  N"(x,io)  =  H'  (x,w)u)~i  w  zasadzie  roś nie 

ze  wzrostem  x,  chociaż  dla  małych  x  przyjmuje  wartoś ci  ujemne  oraz  posiada  wyraź ne 

minima  (porównaj  rys.  8).  Dane  te  mają  istotne  znaczenie  dla  ewentualnej  weryfikacji 

(5.1.10). 
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u  (s' 1) 

Rys.  6.  Moduł  dynamiczny  Cizfc  <*>)  w  funkcj i  czę stoś ci  ką towej   co  przy  podanych  wartoś ciach  x. 
Roztwór poliakryloamidu.  Według  [31] 

05  W 

Log   OJ  (s' 1) 

Rys.  7.  Rzeczywista  czę ść  dynamicznej 
lepkoś ci  dla  naprę ż eń  normalnych 
N'(K,  OJ)  =  H"(x,  ы )ш ~1  w  funkcj i  czę
stoś ci  ką towej   u> przy  podanych  wartoś
ciach  log  x.  Roztwór  kopolimeru etylenu

propylenu.  Według  [16] 

6 

^5 
a 

^ 4 

3 

2 

1 

0 

1 

2 

3 

• 4  Logx 

0,0  05  W 
Logu  (s' 1) 

Rys. 8. Urojona czę ść dynamicznej   lepkoś ci 
dla  naprę ż eń  normalnych  N"(x,  co)  = 
=  H'(x,   CO)CO _ 1  w  funkcj i  czę stoś ci  ką to
wej   co przy  podanych  wartoś ciach  log  x. 
Roztwór  kopolimeru  etylenupropylenu. 

Według  [16] 

D l a  przepływów  ortogonalnych  ogólny  charakter  krzywych  lepkoś ci  dynamicznej  jest 

podobny  do  przypadku  przepływów  równoległych,  chociaż  wpływ  wzrastają cych  x  jest 

wyraź nie  mniejszy  (porównaj  rys.  4).  Doś wiadczenia  wykazują  również,  że  graniczna 

lepkość  r)'23(x,co)  (dla  co  •  0)  jest  znacznie  wię ksza  niż  graniczne  ц '12(х ,с о )  okreś lone 

7  Mechanika Teoretyczna  3/73 
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w  przepływach  równoległych,  a  nawet  wię ksza  niż  lepkość  pozorna  n(x)  wynikają ca  ze 

zwią zku  (5.2.6).  W  obecnym  stanie  eksperymentów  trudno  jest  stwierdzić  obiektywnie, 

czy  «anomalia»  powyż szego  typu  zależy  od  struktury  materiału,  czy  też  wią że  się  z  nie

dokładnoś cią  pomiarów. 

6.  Wpływ  małych  oscylują cych  zaburzeń  ś cinają cych  na  własnoś ci  ustalonego  przepływu  ś cinają cego 

W  poprzednich  rozważ aniach  interesowaliś my  się  bezpoś rednio  lub  poś rednio  wpły

wem  ustalonej  szybkoś ci  ś cinania  na  dynamiczne  charakterystyki  przepływu  złoż onego. 

Jak  wykazali  JONES  i  W A L T E R S  [31], zagadnienie  odwrotne  nie jest  trywialne i prowadzi  do 

interesują cych  wyników. 

W  celu  rozważ enia  wpływu  małych  oscylują cych  zaburzeń  należy  rozważ yć,  zamiast 

liniowych  a  przyrostów  ekstranaprę ż eń  okreś lonych  przez  (5.1.2)  i  (5.2.2),  pełne  przy

rosty  tych  wielkoś ci  zachowując  w  (4.12)  człony  rzę du  O(oc2). 

D l a  przepływu  równoległego  łatwo  zauważ yć,  że  ewentualna  zmiana  ś redniego  przy

rostu  ekstranaprę ż enia  AT\2  jest  okreś lona  całką  nastę pują cą: 

00 

(6.1)  j  x(y)l+ V4  +  x2f10)cc2g2(s)g2(s)ds, 
o 

gdzie  funkcje  g2(s)  mają  postać  (4.14).  Biorąc  pod  uwagę,  że 

(6.2)  Re(g2)Re(g2)  =  у  [Re(g|)+Re(g2f 2)] , 

gdzie  Re  oznacza  czę ść  rzeczywistą,  kreska  zaś  u  góry  oznacza  funkcję  sprzę ż oną,  otrzy

mamy 

00 

(6.3)  <А П2У  =  у  <x2f  x(f1+ w  ̂ +  x2y>10)(lein(le,(as)ds, 
o 

przy  czym  <  >  oznacza  ś redni  przyrost. 

Oznaczając  przez  e  =  ctcojx mały  bezwymiarowy  parametr  charakteryzują cy  ampli

tudę  oscylacji3* ,  na  podstawie  (6.3)  okreś lamy  nastę pują ce  wartoś ci  graniczne  (por.  [3]): 

(6.4)  l imCdr i 2 )  =  0  dla  к  =  const, 
ш >0 

00 

e2x3  Г  
(6.5)  l im<Zlr^ 2> =  — — I  (y>l+y4.+x2y)10)s

2ds  dla  e  =  const. 
£O>0  2  J 

0 

3 )  Jeś li  a jest amplitudą  ką tową w ruchu obrotowym (р о т . [31]),  e oznacza stosunek amplitudy prę d
koś ci  ruchu dodatkowego aco do szybkoś ci  ś cinania  к w przepływie podstawowym. 
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Podstawiając  w  (4.12)  człony  proporcjonalne  do a2 ,  moż na  również  okreś lić  zmiany 

ś rednich  przyrostów  naprę ż eń  normalnych  AT^1  i  AT2?.  Postę pują c,  podobnie  jak po

przednio,  otrzymamy: 

(6.6)  l im<z l r | 1 >  =  Н т < / ] Г |2 >  =  0  dla  x =  const, 
ш >0  oj~*0 

00 

2  4  л  
(6.7)  l i m ^ r ^ 1 )  =  ^ 6 s 2 A  dla  e =  const, 

00 

l im</J7:2 2>  =  1^  Г  (Vo  + 2 « 2 V 2 + « 4 V i i ) 5 2 * 
ш »0  Z  J 

Zależ noś ci  (6.4)(6.7)  moż na  interpretować  w  sposób  nastę pują cy.  Jeś li  podstawowy 

przepływ  ś cinają cy  jest  realizowany  ze  ś ciś le  stalą  szybkoś cią  x,  a  przepływ  dodatkowy 

nałoż ony  jest  równolegle  z  małą  czę stoś cią  ką tową  co, to  zarówno  ś rednie  przyrosty na

prę ż eń  ś cinają cych,  jak  i  normalnych  są  zerowe.  Jeś li  natomiast  przepływ  podstawowy 

zachodzi z dużą  szybkoś cią  ś cinania x, taką  że stosunek  amplitud acojx jest  mały  i w przy

bliż eniu  stały,  to  ś rednie  przyrosty  naprę ż eń  ś cinają cych  i  normalnych  zmieniają  się  

w  myśl  (6.5) i  (6.7).  Zmiany  te istotnie  zależą  od szybkoś ci  ś cinania  i przy duż ych  к  mogą  

być  znaczne. 

Powyż sze  zjawiska zostały  eksperymentalnie  stwierdzone przez JONESA  i  W A L T E R S A  [31], 

którzy w konkluzji  zauważ ają,  że małe  zaburzenia  ustalonego  przepływu  ś cinają cego  mogą  

w  sposób  mierzalny wpływać na ś rednie  naprę ż enia,  momenty  obrotowe  itp. D l a  ilustracji 

podajemy  wyniki  z  pracy  [31] opisują ce  procentowe  zmniejszenie  ś redniego  momentu 

obrotowego  w reometrze  Weissenberga  dla zmiennych  wartoś ci  x i  co  (rys.  9, 10). 

Rys.  9.  Ś redni  przyrost  momentu  obrotowego  Rys. 10.  Ś redni  przyrost  momentu  obrotowego 
(naprę ż enie  A Tj2)  w funkcj i  czę stoś ci  ką towej   co  (naprę ż enie  A Tj?2) w funkcj i  szybkoś ci  ś cinania x 
przy  podanych  wartoś ciach  x; e = 0,0283.  Roz  przy  podanych  wartoś ciach  co; e =  0,0283.  Roz

twór  poliakryloamidu.  Według  [31]  twór   poliakryloamidu.  Według  [31] 

Dl a  przepływu  ortogonalnego  zasadnicze  wyniki  są  bardzo  podobne.  Nie stwierdza 

się  ż adnych  zmian przyrostów  naprę ż eń А Т )?  i Л Г |3 , podczas  gdy zmiany AT^2  okreś lone 

są  zależ noś ciami  identycznymi do  (6.4),  (6.5).  Ś rednie  przyrosty  naprę ż eń  normalnych 

wyraż ają  się w tym  przypadku  również  wzorami  (6.6),  (6.7). 

7» 
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7.  Zależ noś ci  reologiczne  dla  cieczy  typu  BK Z 

Niedawno  BERNSTEI N  i  FOSDICK  [34], dla przepływów  równoległych,  oraz  T A N N E R 

i  WILL IAM S  [33],  dla przepływów  ortogonalnych,  wyprowadzili  pewne  zależ noś ci  obo

wią zują ce  dla nieś ciś liwej  cieczy  B K Z , tj .  cieczy  opisanej  równaniami  konstytutywnymi 

podanymi  przez  BERNSTEINA ,  K E A R S L E Y A  i  Z A P A SA  [36].  Należy  podkreś lić,  że  równania 

takiej  cieczy  stanowią  szczególny  przypadek  równań  funkcjonalnych  nieś ciś liwej  cieczy 

prostej  (por. [1]). Równania  cieczy  B K Z , dzię ki  swej  stosunkowej  prostocie,  są  szeroko 

stosowane  do opisu  własnoś ci  licznych  cieczy  lepkoskrę ż ystych. 

W  niniejszym  punkcie  ograniczymy  się do  zbadania  dodatkowych  zwią zków,  które 

zależ noś ci  reologiczne  implikują  dla cieczy  prostej.  Innymi  słowy,  zbadamy  jakie  ogra

niczenia  dla  funkcji  materiałowych  xpt (porównaj  p. 4) wynikają  z zależ noś ci  Teologicznych. 

Dl a  równoległych  przepływów  cieczy  B K Z , autorzy  pracy  [34]  udowodnili  na drodze 

teoretycznej  zależ noś ci  nastę pują ce: 

(7.1)  Н т ^ '1 2 ( « , с о)  = Ą t(x), 
ш *0  а х  

(7  2)  l i m  2 G l 2 ^ ' C °  )  =   la№ ~a*№ \ 
OJ2  dx \  x  )' 

fi  1 4 i -  H"(x,   OJ) a f 

(7.3)  hm  L =  —  [а ,(х )а2(х )], 
юь о   OJ  dx 

(7.4)  l i m H'(x, co) =   г  [*r(*)i, 
a>>oo  (*X 

gdzie  H* = H' + iH"   oznacza,  jak poprzednio,  moduł  dynamiczny  dla róż nicy  naprę ż eń  

normalnych А 1    AT22. 

Zależ noś ci  (7.1) i  (7.3) obowią zują  również  dla nieś ciś liwej  cieczy  prostej;  zostały 

one  podane  w p. 5. Zależ noś ci  (7.2)  i  (7.4)  obowią zują  dla cieczy  B K Z . Jeś li  mają być  

spełnione  dla  cieczy  prostej,  to 

°°  d  I  \ 
(7.5)    Г  (щ+х2у>2+х2у)3+х2у>1+х2щ)з2с з  =  ^l^^V 

о  

00 

« л  Г  „   ,  9 ч ,  dr(x)  ,  .  ,  Й П П Т\ 

(7.6)   J  2 * ( y 4  Y » 5 x 2 y 9 ) « f c = x— ̂+r(x)   =  T ( * ) l 1 + j j J ^ b 
0  ' 

gdzie  w  (7.6)  wykorzystaliś my  twierdzenie  RiemannaLesbegue'a. 

D l a  ortogonalnych  przepływów  cieczy  B K Z , autorzy  pracy  [33]  udowodnili  na drodze 

teoretycznej  zależ noś ci  nastę pują ce: 

r(x) 
(7.7)  \imr)' 23(x, OJ) =  = r)(x), 

ш »0  X 

с у  j  i m  G'23(X,OJ)  _  ax (x)   а г (x) 
2x2 
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Zależ ność  (7.7)  obowią zuje  również  dla nieś ciś liwej  cieczy  prostej;  wyprowadzono ją  

w  p. 5.  Zależ ność  (7.8) przypomina  relację  podaną  przez  C O L E M A N A  i  M A R K O V I T Z A  [19] 

[por.  także  wzór  (2.7)],  z tym,  że po prawej  stronie  nie  wystę puje  granica  dla x » 0. Jeś li 

(7.8)  ma być  spełnione  dla  dowolnej  nieś ciś liwej  cieczy  prostej, to 

CO 

(7.9)    Г (Vo+x2y2+x2ip3)s
2ds  =   a i ~ a \ 

o 

W  niedawnym  czasie  BERNSTEI N  [35] pokazał,  że dla  cieczy  B K Z zespolone  moduły 

lub  lepkoś ci  dynamiczne w  przepływach  równoległych  i ortogonalnych  zwią zane  są  relacją: 

(7.10)  fl* 2  =  » ? * 3 + *  ^ » ? 2 3

Przepisując  (7.10)  dla  czę ś ci  rzeczywistych,  przechodząc  do granicy  co » 0 oraz  pod

stawiając  (5.1.8)  i  (5.2.6),  uzyskujemy  toż samoś ć. 

Z  porównania zależ noś ci  (5.1.6)  i  (5.2.3)  otrzymamy  zwią zek 

00 

(7.11)  —  —  =  X  L \ ± =    J  x2(Wl+ n)sds, 

o 

który  obowią zuje  dla  cieczy  prostych.  Łatwo  zauważ yć,  że (7.10)  bę dzie  spełnione,  jeś li 

tylko 

(7.12)  ^(Wo+^fi+^yi)   =  x(Wi + V>a) 

dla  dowolnego x i s. Jest to bardzo  szczególny  zwią zek  mię dzy  funkcjami  materiałowymi. 

Weryfikacja  doś wiadczalna  wszystkich  dyskutowanych  zależ noś ci  jest  bardzo  trudna 

z  uwagi  na moż liwość  przeprowadzenia  odpowiednich  eksperymentów  przy  co > 0, szcze

gólnie  w przypadku  naprę ż eń  normalnych. 

O  ile  zależ noś ci  (7.1)  i  (7.3)  (Rl i R3 według  [34]),  obowią zują ce  dla  cieczy  prostej, 

zgadzają  się  stosunkowo  dobrze z dostę pnymi  danymi  doś wiadczalnymi,  o tyle  zależ noś ci 

(7.2)  i  (7.4)  (R2 i R3 według  [34])  nie  zgadzają  się  zbyt  dobrze z doś wiadczeniami dla 

róż nych  dotychczas  badanych  materiałów. 

Prawe  strony  zależ noś ci  (7.1),  (7.3)  i  (7.4)  są dodatnie  dla wszystkich  wartoś ci  x, 

podczas  gdy  prawa  strona  (7.2) jest ujemna,  jeś li  nachylenie krzywej  log(cr, — a2) w  funkcji 

log x  jest  mniejsze  od jednoś ci.  Wówczas  moduł  G'12(x,a>)  przybiera  również  wartoś ci 

ujemne  przy  okreś lonych  parametrach  x  i co  (porównaj  rys. 6). Autorzy  pracy [34] 
analizując  wcześ niejsze  dane  eksperymentalne,  wysuwają  zasadniczą  zgodność  zwią zku 

(7.2)  z doś wiadczeniem.  Jednakże  dokładniejsze  zbadanie  wyników  doś wiadczalnych  dla 

naprę ż eń  normalnych  skłoniło  BOOIJ A  [16]  do  stwierdzenia,  że  zwią zek  (7.2)  nie  zgadza  się  

z  eksperymentem przeprowadzonym  dla  roztworów  dwulaurynianu  glinu  oraz  kopolimeru 

etylenupropylenu  o wię kszym  wagowo  ś rednim  cię ż arze  molekularnym. 
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8.  Wnioski 

Rozważ ania  niniejszej  pracy  pozwalają  na  sformułowanie  całego  szeregu  stwierdzeń  

i  uogólnień.  Przytoczymy  obecnie  najważ niejsze  z  nich  w  formie  nastę pują cych  wniosków: 

1.  Nie  istnieje  wystarczają co  ogólna  teoria  opisują ca  poprawnie  obserwowane  zależ

noś ci  mię dzy  charakterystykami  dynamicznymi  i  stacjonarnymi  cieczy  lepkosprę ż ystych 

w  przepływach  ś cinają cych.  Znane  z  literatury  zwią zki,  głównie  empiryczne,  noszą  szcze

gólny  charakter  i  obowią zują  w  ograniczonych  obszarach  zmiennoś ci  parametrów  kine

matycznych. 

2.  Waż nym  zagadnieniem,  zarówno  z punktu  widzenia  teorii,  jak  i  zastosowań  w  tech

nologii,  jest  okreś lenie  wpływu  parametrów  opisują cych  ustalony  przepływ  podstawowy 

na  dynamiczne  własnoś ci  przepływu  zaburzonego,  który  powstał  przez  nałoż enie  małych 

dodatkowych  oscylacji.  Dla  przepływów  ś cinają cych  dysponujemy  obecnie  niezbyt  licz

nymi  lecz  wiarygodnymi  danymi  doś wiadczalnymi. 

3.  Zachowanie  się  nieś ciś liwej  cieczy  prostej  w  przepływach  ś cinają cych  złoż onych 

z  przepływu  ustalonego  i  małych  dodatkowych  oscylacji  moż na  całkowicie  opisać  3  funk

cjami  wiskozymetrycznymi  oraz  12  funkcjami  materiałowymi  zależ nymi  od  czę stoś ci 

ką towej  ruchu  oscylacyjnego  i szybkoś ci  ś cinania  ruchu podstawowego.  Funkcje  te  wchodzą  

do  równań  konstytutywnych  w  postaci  okreś lonych  kombinacji,  wyznaczenie  doś wiad

czalne  tych  funkcji  przedstawia  istotną  trudnoś ć. 

4.  Odpowiednie  lepkoś ci  dynamiczne  róż nią  się  znacznie  w  przypadku  zaburzeń  rów

równoległych  i  przypadku  zaburzeń  ortogonalnych  do  przepływu  podstawowego.  Dla 

małych  czę stoś ci  ką towych  lepkość  dynamiczna  w  przepływie  równoległym  jest  wyraź nie 

mniejsza  niż  w  przepływie  ortogonalnym.  Podobne  róż nice  obserwuje  się  dla  lepkoś ci  lub 

modułów  charakteryzują cych  naprę ż enia  normalne. 

5.  Badania  doś wiadczalne  prowadzone  za  pomocą  reogoniometru  Weissenberga  lub 

zmodyfikowanego  aparatu  typu Couette'a potwierdzają  w zasadzie róż nice  we  własnoś ciach 

dynamicznych  dla  przepływów  równoległych  i  ortogonalnych.  Dla  naprę ż eń  normalnych 

dane  doś wiadczalne  są  znacznie  skromniejsze. 

6.  Drugim  istotnym  dla  praktyki  zagadnieniem jest  wpływ  małych  oscylacji  na  ś rednie 

własnoś ci  ustalonego przepływu  ś cinają cego.  Wpływ  taki  wynika  z  rozważ ań  teoretycznych 

jako  efekt  drugiego  rzę du  oraz  daje  się  stwierdzić  doś wiadczalnie.  W  pewnych  sytuacjach 

małe  zaburzenia przepływu  podstawowego  mogą  prowadzić  do  duż ych,  mierzalnych  zmian 

ś redniego  naprę ż enia  ś cinają cego,  ś redniego  momentu  obrotowego  itp.  Fakt  ten  może 

odgrywać  istotną  rolę  w  procesach  przetwórstwa  pol imerów. 

7.  Funkcje  materiałowe  charakteryzują ce  przepływy  złoż one  nie  są  całkowicie  nieza

leż ne.  W  granicznych  przypadkach  małych  czę stoś ci  ką towych  lub  małych  szybkoś ci  ś ci

nania  istnieją  mię dzy  funkcjami  materiałowymi  okreś lone  zwią zki.  Niektóre  z  nich  dają  się  

weryfikować  doś wiadczalnie. 

8.  D l a  niektórych  szczególnych  modeli  cieczy  lepkosprę ż ystych,  takich  jak  ciecze 

typu  B K Z , wyprowadza  się  dodatkowe  «zależ noś ci  reologiczne»  wią ż ą ce  charakterystyki 

dynamiczne  dla  małych  czę stoś ci  ką towych  z  funkcją  lepkoś ci  pozornej  lub  funkcjami 

naprę ż eń  normalnych.  Badania  doś wiadczalne  nie  potwierdzają  wszystkich  zależ noś ci 
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omawianego  typu.  Z punktu  widzenia  bardziej  ogólnych  teorii,  na przykład  teorii  cieczy 

prostych,  «zależ noś ci  reologiczne»  prowadzą  do  dodatkowych  ograniczeń  na  funkcje 

materiałowe. 

9.  W opinii  autora  tylko  modele  ogólne,  o szerokim  zakresie  stosowalnoś ci,  zasługują  

na  głę bszą  analizę  teoretyczną  i  podję cie  ewentualnych  skomplikowanych  doś wiadczeń; 

takie  modele  dają  wię ksze  szanse  prawidłowego  opisu  własnoś ci  Teologicznych  cieczy 

w  róż nych  rodzajach  przepływów. 
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Р е з ю ме  

Д И Н А М И Ч Е С К ИЕ  И С Т А Ц И О Н А Р Н ЫЕ  С В О Й С Т ВА  В Я З К О У П Р У Г ИХ  
Ж И Д К О С Т ЕЙ  В С Л О Ж Н ЫХ  Т Е Ч Е Н И ЯХ  С Д В И ГА  

В  с т а т ье  р а с с м о т р е на  т е о р ия  с л о ж н ых  т е ч е н ий  с д в и га  и  д ан  к р а т к ий  о б з ор  о с н о в н ых  
э к с п е р и м е н т а л ь н ых  р е з у л ь т а т ов  и я в л е н и й.  О с о б ое  в н и м а н ие  о б р а щ е но  на п о и с ки  з а в и с и м о с ти  
м е ж ду  д и н а м и ч е с к и ми и с т а ц и о н а р н ы ми  х а р а к т е р и с т и к а ми  ж и д к о с т и.  И с с л е д о в а но  в л и я н ие  с т а
ц и о н а р н о го  с д в и га  на д и н а м и ч е с к ие  х а р а к т е р и с т и ки  с л о ж н о го  т е ч е н и я.  О б с у ж д е ны  с о о т н о
ш е н и я,  с п р а в е д л и в ые  д ля  с л о ж н ых  т е ч е н и й,  с о с т о я щ их  из  у с т а н о в и в ш е г о ся  с д в и г о в о го  
т е ч е н и я, на к о т о р ое н а л о ж е ны м а л ые д о п о л н и т е л ь н ые  с д в и г о в ые к о л е б а н и я. Т е о р е т и ч е с к ий  а н а л из  
д ля  н е с ж и м а е м ых  п р о с т ых  ж и д к о с т ей  о с н о в ан  на т е о р ии  с о с т а в н ых  т е ч е н ий с п р о п о р ц и о н а л ь н ой  
и с т о р и ей  д е ф о р м и р о в а н и я,  п р е д л о ж е н н ой  а в т о р ом  (с м. р а б о ты  [2],  [3]). 

S u m m a ry 

DYNAMI C  AND  STEADYSTAT E PROPERTIES  OF VISCOELASTI C  FLUID S  IN  SUPERPOSED 
SHEARIN G  FLOW S 

In  the present  paper a theory of superposed shearing flows  is considered, and a brief review of  the 
most  important experimental results and statements is presented.  Particular  attention is  paid to the pro
blem of existence of relations between dynamic and steadystate properties, the problem of  the effect of 
a  steady shearing flow on dynamic characteristics of a combined flow, and the problem of relations valid 
for   flows composed of a steadystate shear  and small additional shear  oscillations. The theoretical analysis 
for   incompressible simple  fluids  is based  on  the  theory of superposed  flows  with proportional  stretch 
histories  (cf. [2,3]) proposed  by  the author. 

INSTYTU T  PODSTAWOWYCH  PROBLEMУ W  TECHNIK I PAN 

Praca została  złoż ona  w Redakcji  dnia 9 lutego  1973  r. 


