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1. Wstep

Wstepne ugigcia graja znaczng rolg w zagadnieniach statecznosei plyt cienkosciennych
i maja powazny wplyw na pracg tych plyt w warunkach obcigzen ponadkrytycznych.
Dotyczy to tych przypadkéw obcigzenia, gdy — oprécz obcigZenia poprzecznego —
istniejg rowniez sily dziatajace w plaszczyznie srodkowej plyty, badz tez gdy stanowig one
jedyne obciazenie tych plyt. Wplyw tych sit na koncowy stan naprgzenia i odksztalcenia
zalezy bowiem nie tylko od ugiecia dodatkowego w; wywolanego przytozonym obcigze-
niem, lecz réwniez od ugiecia wstepnego w,. Z tego tez wzgledu przeprowadzenie, w przy-
padkach takiego obciazenia, analizy wptywu ugi¢é wstepnych na stan naprezenia i odksztal-
cenia plyty wydaje si¢ niezb¢dne.

Praca cienko$ciennej plyty prostokatnej po utracie statecznosci, wywolanej zginaniem
w plaszczyZnie plyty, zostala szczegélowo przeanalizowana przy zaloZeniu plaskiej postaci
tej plyty w stanie poczatkowym [3]. Celem niniejszej pracy jest zbadanie wplywu wstep-
nego ugiecia takiej plyty na jej stan koncowy dla przypadku takich samych warunkéw
obciazenia, to znaczy zginania plyty w jej ptaszczyznie srodkowej. Przyjmujac, Ze koncowe
ugiecia plyty sa rzedu jej grubosci, zagadnienie rozpatrzono w oparciu o nieliniowa teorig

piyt.

2. Przyjete zalozenia oraz podstawy teoretyczne

Przedmiotem rozwazan jest cienka, prostokatna, izotropowa ptyta o stalej grubosci /4,
swobodnie podparta na calym swym obwodzie. Zaklada si¢ ponadto, Ze przy odksztal-
ceniach plyty jej krawedzie pozostang zawsze prostoliniowe. Ma to miejsce w przypadku
wzmocnienia tych krawedzi odpowiednimi listwami usztywniajacymi.

Obciazenie plyty przyjeto w postaci jednokierunkowego rozkladu sit liniowo zmiennych
wzdtuz krawedzi x = 01 x = a, przylozonych w plaszczyZnie §rodkowej ptyty. Stan taki
da si¢ okresli¢ nastepujacym wyraZeniem o ogélnej postaci

(2.1) - ko(l—a%—).

Obciazenie przedstawione na rys. 1 odpowiada wartoéci wspdtczynnika a =2, dla kt6-
rego zachodzi przypadek czystego zginania.

2+
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Dla parametru k, przyjeto zalozenie, ze jest on liczbowo wigks..y od wartosci odpowia-
dajacej obciazeniu krytycznemu. Zalozono, ze powierzchnia §rodkowa plyty nie jest po-
wierzchnia idealnie plaska, lecz ma poczatkowa krzywizng. W kazdym jej punkcie istnieje
zatem pewne wstepne ugiecie wy. Przyjeto, ze jest ono male w pordwnaniu z gruboscia
plyty.

Rys. 1. Schemat obciazenia plyty

Najmniej korzystna — z punktu widzenia pracy piyty przy obciazeniach ponadkry-
tycznych — jest taka posta¢ wstgpnego ugigcia, jaka pierwotnie plaska plyta przyjmuje po
utracie statecznos$ci. W rozpatrywanym przypadku podparcia i obciazenia postaé taka
mozna przedstawié jako wynik naloZenia si¢ jednej poétfali sinusoidy w kierunku osi Ox
z uktadem i pétfal w kierunku poprzecznym. ZaloZenie takie wedlug [4] jest stuszne w od-
niesieniu do plyt, dla ktérych stosunek dtugosci krawedzi a/b < 0,95. Zaklada si¢ ponadto,
Ze w miare wzrostu warto$ci parametru obciazenia k, powyzej wartosci krytycznej, zmiana
pierwotnie plaskiej postaci ptyty zachodzi stopniowo: w pierwszym przyblizeniu plyta
przyjmuje po wyboczeniu ksztalt bedacy wynikiem kombinacji jednej poétfali sinusoidy
w kierunku osi Ox z dwiema pdtfalami wzdtuz osi Oy, w drugim przyblizeniu — jednej
potfali wzdluz osi Ox z trzema poétfalami wzdtuz osi Oy itd. [3].

W rozpatrywanym zagadnieniu zalozono ksztalt wstgpnego ugigcia powierzchni
$rodkowej ptyty w postaci odpowiadajacej pierwszemu przyblizeniu. Moze on byé zatem
opisany za pomoca nastepujacej, dwuparametrowej funkcji wstepnej ugigcia

. TX . Ty . 2my
(2.2 Wo = sin— [f‘l")smT +/Psin- 5 ]

W wyrazeniu tym stale a i b sa dlugosciami krawedzi plyty, za$ /(% i f§°) sa nieznanymi
parametrami ugiecia. Parametr /{®) réwny jest przesunigciu (wzdtuz normalnej z) $rodka
plyty z plaszczyzny xy, wyznaczonej przez krawedzie jej powierzchni §rodkowej.
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Postawione zagadnienie zostanie rozwigzane w oparciu o nieliniowa teorig ptyt. Pod
wplywem przyloZonego obciazenia powierzchnia Srodkowa piyty ulega odksztalceniu,
a jej poszczegélne punkty odpowiednim przemieszczeniom. Skladowe stanu przemiesz-
czenia dowolnego punktu A powierzchni §rodkowej ptyty wzdluz kierunkéw x, y oraz z
oznaczono odpowiednio przez u = u(x,y), v = v(x, y) oraz w = w(x, y). Skladowa w
przemieszczenia w kierunku normalnej do powierzchni §rodkowej ptyty odpowiada pet-
nemu ugigciu plyty w stosunku do plaszczyzny xy, a wigc wstepnemu w, zwigkszonemu
o dodatkowe ugigcie w;, wywolane danym obciazeniem.

Odpowiednio skladowe stanu odksztalcenia oznaczono przez ¢, &, i y.,. Skladowe te
wyrazaja si¢ za pomoca sktadowych stanu przemieszczenia u, v i w zwiazkami, ktdre
przy uwzglednieniu duzych ugieé ptyty maja nastepujaca postaé [2]:

w1 (6w)2 L(awo)z

==y T2 \ax) T2l )
dv 1 [ow\? 1(aw02

&=+l —5 ,
dy 2 \ady 2\ dy

u  Ov 0w w 9wy 0w
ay  ox ' ox oy  ox  ay

o

(2.3)

Vxy =

Jezeli z otoczenia dowolnego punktu 4 wydzielimy element ptyty o dowolnie matych
dlugodciach dx i dy krawedzi, wyciety plaszczyznami réwnolegtymi do plaszezyzn zx i zy,
to do krawedzi tego elementu nalezy przylozy¢ nastepujace sity przekrojowe: sily normalne

Myy
Rys. 2. Sily przekrojowe na krawedziach wycigtego elementu piyty

Ny i N,, sity styczne T, = T,, = T, sily poprzeczne Q. i Q,, momenty gnace M, i M,

oraz momenty skrecajace M,, i M,,. Sily te, zredukowane do powierzchni §rodkowej

wycigtego elementu i odniesione do jednostki diugosci jego krawedzi, przedstawiono
na rysunkach 2a i 2b.
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Momenty gnace i skrecajace oraz sity poprzeczne zaleza od przyrostu ugiecia plyty
I wyrazaja sie nastepujacymi wzorami [1,2]:

M, = —-D [62— (w—wo)~l-va—2 (w—wo)]
* o0x? dy? ’
02 0?
(2.4) M,=-D [_5}_2_ (w— Wo)+"”*ax42 (w— Wo)] >
2
Moy =M, = —(l —v)D—a;v—ay (w—wyp),
oraz
0= ~D 5 V2w wo)]
: A )
(2.5)

0y = —D-o- V2 (w=wo)].

We wzorach tych D oznacza plytowa sztywnos$¢ zginania

_ER
T 12(1—%)

Natomiast blonowe sity wewnetrzne N,, N, i T okre$§lono za pomoca funkcji na-
prezen Airy’ego @ = @(x, y) wzorami [1, 2]
o*Q 2P 2P
T N,,=11W, T = ——h—ax—ay.
W ten sposob wszystkie sity wewnetrzne wyrazaja si¢ za pomoca badZ funkcji napreZen
Airy’ego @ = D(x, y), badz funkcji (w—w,) przyrostu ugigcia plyty, wywolanego przy-
tozonym obciaZeniem.

Funkcje te zwigzane sa ze soba ukladem dwdch nieliniowych réwnan rézniczkowych
czastkowych noszacych nazwe réwnan Karmana [1,2]. Dla rozpatrywanego zagadnienia
réwnania te maja postaé

(2.6)

2.7 Ny =h

Do, _ PP Pw PO Pw | PO Pw
28 T VTR = B Y e Yoy oxdy
oraz
E
(2.9) VZVZ@ = - T[L(W, W)—L(Wo, Wo)].

W réwnaniach powyzszych symbolem V2V? oznaczono podwdjny operator rézniczkowy
Laplace’a

() |y 0 0
ox* Ox20y? oyt

symbol za§ L w réwnaniu (2.9) jest operatorem' rézniczkowym drugiego rzedu o postaci

(2.10) VIR =

2(.) 9. _( al(...)-)z]
0x? oy? oxay | |

@.11) L L(.) = 2[
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Zwigzki (2.8) i (2.9) stanowia podstawowy uklad nieliniowych réwnan rézniczkowych
czastkowych, stuzacy do rozwigzywania zagadnien ptyt o duzych ugieciach, z uwzglednie-
niem ich ugiecia wstegpnego. Rozwigzanie tego ukladu réwnan, ktére na ogét daje sig
uzyskaé jedynie metodami przyblizonymi, pozwala na okreélenie funkcji naprezen @ =
= ®(x, y) oraz funkcji ugigcia w = w(x, y). Wyznaczenie zas nastgpnie z ich pomoca
wszystkich wielkosci okre$lajacych stan naprezenia i odksztalcenia rozpatrywanej ptyty
daje moZno$é oceny wplywu wstepnego ugigeia plyty na jej stan koncowy.

3. Rozwigzanie zagadnienia

Celem uzyskania rozwigzania postawionego zagadnienia w oparciu o rédwnania (2.8)
i (2.9) zalozono taka postaé funkcji w = w(x, y) okreslajaca koncowe ugigcie plyty w sto-
sunku do plaszczyzny xy, aby opisywata ona — z mozliwie dobrym przyblizeniem —
ksztalt, jaki przyjmie ptyta pod wpltywem danego obciazenia. Zgodnie ze wstepnymi
uwagani dla funkcji tej przyjgto identyczna postac,’ jak dla funkcji ugigcia wstepnego wq

3.1 w = sin 23 [f, sin — +f sin Zylz)y]

Wspotczynniki f; i f, wystqpujqce W pOWYZSZym wyraZeniu sa nieznanymi parametrami
ugiecia, przy czym wspoiczynnik f, przedstawia ugigcie $rodka plyty.

Przyjeta funkcja wstepnego ugigcia wo = wqo(x, »), jak i funkcja koncowego ugiecia
pivty w = w(x, »), spelniaja zalozone warunki swobodnego podparcia krawedzi piyty.
Jak wynika bowiem z wyrazen (2.2) i (3.1),

(Wodx=0 = (Wo)x=a = (Wo)y=0 = (Wo)y=p = 0,
(W)x=0 = (w)x:a = (W)y=0 = (w)y:b =0,

na podstawie za§ zwiazku (2.4) zachodzi

(33) (Mx)x=0 = (Mx)x=a = 0, (My)y:O = (My)yza = 0.

Dla wyznaczenia przyblizonej postaci funkcji naprgzen @ = @(x,y), za pomocs
ktérej okreslone sa blonowe sily przekrojowe N,, N, i T, wykorzystano réwnanie (2.9),
ktére — przy uwzglcdnieniu wyrazen (2.2) i (3.1) — przyjmie postaé

(3.2)

ViVH(D) = 2b2 {2(f1 —f19%) (Cos +cosz%y) +

(3.9 +(f1 f> = f1Of{®) [ —cos n_by + 9cos3—7l:)i + (9cos—72—y —cos 37—21) cos ﬁafc_] +

2 4
+8(f§—f‘2°)2)(cos X teos - )}

Jezeli do powyZszego réwnania wprowadzi¢ nastepujace wsp6iczynniki bezwymiarowe :
A =alb — wspblczynnik ksztaltu plyty;
&0 = f19/h — wspdlczynnik wstepnego ugiecia plyty, zredukowanego w stosunku
do jej grubosci;
(3.5) & = f,/h — wspodlczynnik koncowego ugiecia plyty, zredukowanego w stosunku
_do jej gruboéci;
o = VIR, v = Llfs
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to funkcja naprezen @ = @(x, ), ktéra jest ogélnym rozwiazaniem tego réwnania, bedzie
miala postaé:

2__f2
D(x,y) = ——{}L [(£2— £ + 4 (292 — E3pd)]cos 27;x + (¢ 850) cos 271:)} +
+(52w—56wo)[—cosn7y+ %0083%+

(3.6)

4 ( 9 cos P _ [ cos 3ny 27X
(I+4257 5 T @wapmnE % T O T |

(292 —&3yd)  dmy| 1 y
T s Tk |legg)
Ostatni czlon powyzszego wyrazenia jest rozwigzaniem rdéwnania jednorodnego

oD oD 04D
2y72 —
(3'7) ViViQ = ox* +2 axzayz + ayd»

= 0.

Blonowe sily przekrojowe N,, N, i T wyrazaja si¢ za pomoca funkcji naprezen @(x, y)
zwiazkami (2.7). Wykorzystujac zatem wyraZenie (3.6) otrzymujemy

n2ER3 [ (£2—&3)  2ny 5 ) o 3y
Ne = =533 { 5008 — = + (&% — {59o) | —cos - +cos—= +
1 ny 1 3ny 2nx
4 _ = oA
+92 ((/124_4)2 cos— CYEEwAE cos — )cos a ]+
(E2y?—E3yd) _  4my ( o
+ > cos B koh 1__b_y ,
(3.8)
2/12Eh3 s 2 s ers
N, = —- (62 —E8)+4(&2p> - E2pd) +
+8(E— £ o) | gz c0s - ]}
1/) 01/)0 (12 +4)2 b (922_'_4)2 s
_ 37Z212Eh3 5 2 3 . Ty 1 y
T = T(f W‘EO’PO)[WT)ZSIHT (9124_4)2 sm

Trzecie z otrzymanych powyzej wyrazen staje si¢ rowne zeru dla x = 0 i x = a oraz
y =01y = b. Stad wynika, Ze na obwodzie plyty nie ma sit stycznych T zgodnie z przy-
jetymi uprzednio zaloZzeniami dotyczacymi jej podparcia i obciazenia. Sity normalne
N, 1N, spetniaja warunki obcigZenia krawedzi ptyty w sposéb catkowy. Dla stanu poczat-
kowego, to znaczy gdy & = &, oraz v = v,, jest

Ny = —koh(l— %y); N, =0.

Obciazenie krawedzi plyty sitami N, i N, sprowadza si¢ zatem do pierwotnego, liniowo
zmiennego rozktadu sit przylozonych jedynie do krawedzi x = 0 i x = a (rys. 1). Nato-
miast po utracie statecznoéci, gdy warto$é liczbowa parametru k, obciazenia tych krawedzi
przekroczy warto$¢ krytyczna, stan obciaZenia wszystkich krawedzi plyty ulega zmianie.
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Mianowicie rozklad sit N, wzdtuz krawedzi x = 0 i x = a zachowuje liniowy charakter
pierwotnego obciazenia jedynie w rozciaganej czesci plyty. W czesci $ciskanej zas wystepuje
wyrazne odstgpstwo od rozkladu liniowego, rosnace wraz ze wzrostem ugigcia phyty.
Maksymalna warto§¢ obcigzenia w tej czesci ptyty jest wigksza od wartosci wynikajacej
z rozktadu liniowego. Na pozostalych krawedziach plyty pojawia sie natomiast zréwno-
wazony rozkiad sit N,, zmieniajacych si¢ wzdluz krawedzi wedlug funkcji cos2mx/a.
Maksymalne wartosci tych sit na krawedzi y = 0 sa kilkakrotnie wigksze od odpowiednich
wartosci na krawedzi y = b [3].

Omowione powyzej sily powstaja na skutek zachowania prostoliniowoéci krawedzi
plyty. Mozna wykazaé, ze przy zalozonych postaciach funkcji ugiecia wstepnego (2.2)
i koncowego (3.1) oraz otrzymanej postaci funkcji naprezen (3.6), przyjete na wstepie
zaloZenie zachowania prostoliniowosci tych krawedzi jest w rozpatrywanym zagadnieniu
spetnione.

Odpowiadajace powyzszym sitom przekrojowym skladowe o,, 0, i 7x, stanu napreze-
nia w powierzchni §rodkowej ptyty mozna wyrazi¢ za pomoca nastegpujacych bezwymiaro-
wych wspdlczynnikéw [3]:

o-* = U—‘i = &_2
* * Eh? ER®
b? N, b?
(3.9) = = g
" b2 Th?
X

v =T < B

Jesli ponadto dla parametru obciazenia ko przyja¢ réwniez bezwymiarowy wspélczynnik
o postaci [3]

2

a
(3.10) kz = ko 'ETZ—,

to bezwymiarowe wspdlczynniki (3.9) blonowego stanu naprezenia beda, przy wyko-
rzystaniu zwigzkéw (3.8), okre§lone nastepujacymi wzorami:

2 | (&2~£83) 2my Yy 3wy
* 2 g2 oy E
of = - { 5 Cos— +(&*p—E§wo) | —cos S Feos o=+
1 wy 1 3wy 27X
4 — e ——————— e ——
o ((,12 a2 %% h T e+ Th )°°S a |t

2
TGl L 4Zy}—k3‘(1'—%y),

(3.11) 0§=—ﬂ2{%[(£2 D) +4(Ep*—E3vd)l +

7y 1 3”})“005 27x

9
2, £2 7 _
+ (& £°w°)[(,12+4)2 COS—b CEEwAE cos 5

3 . X 1 . 3wy | . 2mx
Ty = —_”2'1(527’ 50%)[(12_*_4)2 lnTy— CFEEWAD sin by]sm .
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Momenty gnace M, i M, oraz moment skrgcajacy M,,, powstajace w wyniku zmiany
krzywizny plyty wywotlanej przylozonym obciagZzeniem, dadza si¢ réwniez wyrazi¢ za po-
moca bezwymiarowych wspdtczynnikéw o postaci [3]

M, [a)® M, (a)’ M.y (a)®
. x (a x«_ My (4 X T
(312) M3 = ER? (h) ’ My Eh? (h) ’ Mxy Eh* (h) )

Na podstawie wzordw (2.4) oraz wyrazef (2.2) (3.1) i (3.5) powyzsze wspdélezynniki
okre$lone beda, po wprowadzeniu do nich wspdtczynnikow zdefiniowanych wyrazeniami
(3.5), nastepujacymi wzorami

_ w2i .y
M* = D) [(E—Eo)(l+v22)smb +
T (Ep—Eopo) (1 +4VZ2)sinL?] sin X,
. 72 oy
(3.13) M;‘ = ‘12(1—_1}2)* [(E—Eo) (;e2+v)sln% +
+(Ep—Eopo) 477 49)sin 22 ] sin 2
2) ’ 2
M3, = 12(7 %) l(S—Eo)Cos%y +2(&y— & po) cos —%] cos _7:1_x.

Momenty M., M, i M., sa wypadkowymi odpowiednich skladowych dodatkowego,
zgieciowego stanu naprezenia, a ich maksymalne wartosci okreslone sa za pomoca wzorow

6M, 6M 6M,
(314) (gxa)mnx = 7; (g}'y)mnx = h—zy’ (ta)max = _'—"l‘

Dla powyzszych wielkosci moZna réwniez wprowadzi¢ bezwymiarowe wspdlczynniki

o postaci [3]
0.* — _(gxﬂ)max (f_ 2
xg E h b

e _ @ (a)’
(3.15) Ne=—rf 7>
™ = _(t")m“ (i)z
g E hl’
ktére, przy wykorzystaniu wyrazen (3.6), okre§lone beda nastgpujaco [3]:
6M, [ a 2
e o
. 6M 2
3.16) Oy = ¥ %3 (T) = 6M),
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Wprowadzajac wspétczynniki &g, 9o, 19 do wyrazen (2.2) i (3.1), mozna funkcje
we 1 w, zaréwno wstgpnego jak i koncowego ugigcia plyty, wyrazié réwniez bezwymiaro-
wymi wspélczynnikami o postaci [3]

W 23 . 27
(317) Wg = TO = EOSIHT [Slnl;y +1poslnTy]
oraz
f =Y rin ™ |in . 4 wsin 2
(3.18) W =— = £sin E [sm b +psin b ]

A zatem dla pelnego okreSlenia stanu naprezenia i odksztalcenia plyty konieczne jest
wyznaczenie bezwymiarowych wspotczynnikow p i k¥ w zalezonsci od wspolczynnikow
wstepnego ugiecia & 1 yo — dla réznych warto§ci wspdiczynnika & ugigcia koncowego
plyty. Wykorzystamy w tym celu réwnanie (2.8), ktére rozwiazemy stosujac metode
Galerkina. W rozpatrywanym przypadku musza by¢ spetnione nastgpujace dwa réwnania:

a b
. WX, Ty _
fszmTSdexdy =0,
0 0
(3.19

a b
. wX . 2my
R d =
Ofoszm g Sin b dxdy =0,

w ktérych symbolem X oznaczono nizej podany operator rézniczkowy wzgledem funkcji
¢, Wo i w,

2P %w 2P 9w 2P 82w]

— D.U2V2 (10— w.) ) _
(320) X = D-V2V2(w—wo) h[ayz axr " oxdy oxdy T ox? 6

Po wstawieniu do réwnan (3.19) odpowiednich pochodnych funkeji ugigcia w, i w oraz
funkeji naprezen @ i wprowadzeniu do nich bezwymiarowych wspdlczynnikéw &g, o,
&, v 1 k§, przyjma one nastepujaca postaé:

2 1 22 2 2
2 TOHE e Tl 0 v - g rary) - atiuoty 20 +
225 49 2— 4
Ty —fovo): ((1+4//12)2 T OTamy )] _kSE(Ta * %"”) =0
2(1 4 442)? 2
e L ;[uw (8- 8)+ (1 +161)p (€9~ Byd) +

2y 20| 9 25 Celf2—a o 4a)
X +(§ w—_Eo%)(4+ (1_'_4/22)2 + (9+4/22)2)] _kaf(T‘P'i' W) =.0.
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Po wyrugowaniu z tych réwnan bezwymiarowego wspodlczynnika obciazenia k% otrzymuje
si¢ w przypadku czystego zginania (¢ = 2) nastgpujace réwnanie czwartego stopnia wzgle-
dem wspéiczynnika y:

4(1 44222
3(1—9?)

216 24
_ 4\ E2,,2 _ 4f2 2
(1 +16A%) E5pd — A%& ((}_24_4)2 + (9/12+4)2)]w *

(1+16;L4)53w4+5[ — 4243 —

(3:23) 4(1+422)?

3(1—7)?

+A4550( 216 24 )w

2+ T 9azg4a)
4(1+4%)2 (£—&p)
3(1—w»2) 3
Bezwymiarowy wspoiczynnik obciaZzenia k§, w zaleznosci od tych samych wspét-
czynnikéw bezwymiarowych (3.5), wyraza si¢ przy « = 2 nastepujacym wzorem:

+501Po[

—5[(1+z4)(£2—£3)+ —4/14531,,3] =0.

On* [4(1+2%)? (¢
ks = ‘517;/){ 35(1—1;2)) ( E ) (1479 (€ - ) - 4143 p3 +
) " 225 49
(3.24) +¢ [4(l+l )+ (1+4/12)2 + (9+4/12)2:|1P

e lay 25 L ®
Vo *T Txaiizyz T oraE Y-
Ktadac w powyzszych réwnaniach (3.23) i (3.24) &, = 0 oraz y, =0 otrzymamy naste-
pujace zwiazki, majace zastosowanie dla plyty zginanej w swej plaszczyZnie lecz pozba-
wionej wstepnego ugiecia wy:

PP 4(1+442)? ar2 216 24 2

(141645 8% “L[“a,—(ma—‘l ¢ (<12+4)2 ¥ <912+4)2)]”’ -

(3.25)
4(1+2%)? 2|
[ 31— +(1+/1)£]—0
(1+/12)2
(k) ¢y=0 = { [(1+l4)(1+4w2)+
z 128 3

(3.26) yo=0 Y (1 )

14( 225 49 2]}
+ (12+4)2+(912+4)2)'P ’

Wzory te odpowiadaja przypadkowi rozpatrzonemu w pracy [3] dla pierwszego przybli-
Zenia.,

4. Obliczenia liczbowe

Szczegbtowe obliczenia liczbowe dotycza plyty o wspolezynniku ksztaltu A = afb = 0,9,
Dla materiatu ptyty przyjeto liczbe Poissona » = 0,3. Obliczenia przeprowadzono zakta-
dajac szereg wartosci dla wspdtczynnika & (od & = 0,1 do 3,0), a nastgpnie przyjmujac
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dla kazdej z nich kilka kolejnych wartosci wspdlczynnika &, ugigcia wstgpnego (od &, =
= 0,01 do 0,5) oraz odpowiadajacych im wartosci wspélczynnika y,. Dla przyjmowanych
wartoséci wspolczynnikéw &, zachowano warunek &, < &, wartosci zas wspdlczynnikow v,
wyznaczono z réwnania (3.25) odpowiadajgcego przypadkowi ptyty bez ugigcia wstgpnego.
Przyjeto zatem, e o = () =0- Takie przyjecie odpowiada najniekorzystniejszemu
Vo=

przypadkowi, w ktérym wstepne ugiecie powierzchni érédkowej ptyty ma taka
postaé, jaka poczatkowo plaska ptyta przyjmuje po utracie statecznosci.

Wartosci liczbowe wspdlczynnikéw p, w zaleznoséci od zalozonych wartosci wspét-
czynnika &, wyznaczone zostaly na podstawie rownania (3.23) dla réznych wartosci wspét-
czynnikow &, ugiecia wstepnego. Nastepnie w taki sam sposdb wyznaczono warto$ci
bezwymiarowego wspolczynnika k¢ na podstawie réwnania (3.24). Obliczenia liczbowe
wykonane zostaly na maszynie cyfrowej ZAM-2, a wyniki przedstawione na wykresach.
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Rys. 3. Wykresy zaleznosci y = p(§—§&,) dla réznych wartosci wspélczynnika &, wstepnego ugigcia plyty

Na rys. 3 podano wykresy funkcji p = yp(§—&;) dla roznych wartosci wspdtczynni-
kéw &, ugigecia wstgpnego. Wszystkie krzywe charakteryzuja si¢ podobnym do siebie
przebiegiem w zakresie zbadanej zmiennosci przyrostu ugiecia ptyty, okreslonego odcieta
(§—&,). Dla kazdej wartosci tej odcigtej rzedne krzywych rosna wraz ze wzrostem war-
tosci wspdtczynnika &, wstepnego ugigcia plyty. Oznacza to, Ze im wigksze jest wstepne
ugigcie plyty, tym odpowiednio wigksza jest amplituda dwéch poétfal sinusoidy natozonych
na ugieta powierzchni¢ srodkowa ptyty wzdluz osi Oy, reprezentowanych drugim cztonem
wyrazZenia (3.1). Amplituda ta jest najmniejsza wowczas, gdy plyta jest poczatkowo ptaska.

Przebieg krzywych k& = k¥(6—&;) dla roznych wartosci wspdtczynnika &, ugiecia
wstepnego przedstawiono na rys. 4. Krzywa gorna przedstawia krytyczne wartosci wspot-
czynnika obcigzenia (k¥)g-0,00 odpowiadajace plycie bez ugiecia wstepnego. Pozostale
krzywe, odpowiadajace kolejnym wartosciom wspdtczynnika &, = 0,01, ..., 0,5, od-
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biegaja znacznie od siebie az do wartodci odcigte) (§—&p) = 1,1. Powyzej tej wartosci
wszystkie krzywe asymptotycznie daza do krzywej &, = 0,00. Wynika stad, ze w zakresie
zbadanej zmiennosci ugiecia wstepnego, wplyw tego ugigcia praktycznie zanika juz wow-
czas, gdy calkowite ugigcie plyty wynosi nieco powyzej péttorej grubosci plyty.
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Rys. 4. Wykresy zaleznoéci wspolczynnika obciazenia k% = k3 (& —&,) dla roznych wartosci wspolczynnika &¢
wstepnego ugigcia plyty

5. Poréwnawcza analiza z plytq o wstepnym jednostronnym wybrzuszeniu

Celem poréwnania otrzymanych wynikéw rozpatrzono drugi przypadek ptyty podpartej
i obciazonej identycznie jak ptyta dotychczas rozpatrywana, dla ktérej zalozono ksztalt
wstepnego ugiecia powierzchni §rodkowej w postaci jednostronnego wybrzuszenia,



WPLYW UGIEC NA PRACE PLYTY PROSTOKATNEJ 223

najczeéciej wystgpujacego w praktyce. W tym przypadku ugigta wstgpnie powierzchnig
srodkowa plyty mozna opisa¢ wyrazeniem, przedstawiajacym naloZenie si¢ jednej potfali
sinusoidy zarowno wzdtuz osi Ox, jak i osi Oy przyjetego (rys. 1) uktadu wspéirzgdnych.

Funkcji wo, okreslajacej ksztalt ugigtej powierzchni srodkowej ptyty przed jej obciaze-
niem, mozna zatem nadaé postaé

(5.1) Wo =fosin%'\-—sin%)i,
gdzie f, jest parametrem réwnym wstgpnemu wychyleniu §rodka plyty z plaszczyzny xy.
Funkcja ta ma posta¢ identyczna z wyrazeniem (2.2) po przyjeciu /3% = 0.

Do dalszych rozwazan przyjeto, ze pod wptywem przylozonego obciazenia powierzchnia
srodkowa plyty przyjmie ksztalt opisany rownaniem (3.1). Wowczas odpowiednie zwiazki
i rownania dla rozwazanego obecnie przypadku mozna uzyska¢ z odpowiadajacych zwigz-
kow i1 réownafn, otrzymanych dla przypadku poprzednio rozpatrzonego, przyjmujac w nich,
ze parametr {9, lub odpowiadajacy mu wspdlczynnik bezwymiarowy y, = f$/f{®) sa
rowne zeru. W szczegolnosci réwnanie stuzgce do wyznaczenia bezwymiarowego wspolczyn-
nika y, wystegpujacego w réwnaniu (3.18) koncowego ugigcia powierzchni srodkowe;j plyty,
przyjmie postaé nastgpujacego dwukwadratowego réwnania wzglgdem tego wspdlczyn-
nika:

i 4(1+423)? , ( 216 24 ) } ‘
(3.2) (1+16}y4)§21/)4+ {3(1_?2)— }.4[4§o+ (}'2 +‘4)2 + (922+4)2 52 1/)2'

_ [4(1+22)2 (¢ —&o)
3(1—1?) &

+(1+14)(52—§3)l = 0.

Bezwymiarowy wspdlczynnik obciazenia k¥, okre§lony poprzednio zwiazkiem (3.24),
wyrazaé sie bedzie nastepujaco:

k§ =

9m {4<1+22)2 %) | (14— )+

5129 | 3(1—2%) &
(5.3)

225 49
¥ [4“4(” Grar t (912+4)2)]52”’2}'

Obliczenia liczbowe tych wspolczynnikéw przeprowadzono zaktadajac te same jak
poprzednio wartosci wspdlczynnika ksztaltu ptyty 4 oraz liczby Poissona ». Dla bezwymia-
rowego wspolczynnika ugigcia wstepnego &, przyjeto wartosci zmieniajace si¢ w grani-
cach od & = 0,1 do 0,5. Dla wspéiczynnika & koficowego ugiecia piyty przyjeto war-
tosci & = 0,1, ...,2,5. Obliczenia przeprowadzono przy zachowaniu warunku &, < &.

Otrzymane wyniki zilustrowano na nastgpujacych dwdch wykresach: pierwszy z nich,
podany na rys. 5, przedstawia zalezno$¢ wspdiczynnika y od bezwymiarowo potrakto-
wanego przyrostu ugiecia plyty, wywolanego przylozonym obciazeniem; jest to wigc za-
lezno$é p = (& —&y).
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Go6rna krzywa, dla &, = 0,0, odpowiada wstgpnie plaskiej postaci ptyty. Pozostate
krzywe, odpowiadajace kolejnym wartosciom wspolczynnika &, ugigcia wstgpnego (dla
& = 0,1, ..., 0,5), przebiegaja ponizej tej krzywej. Wynika stad, ze — w przeciwienstwie
do poprzednio rozpatrywanego przypadku — gdy plyta ma ugigcie wstgpne w postaci
jednostronnego wybrzuszenia, to amplituda dwdch poélfal sinusoidy okreslonych drugim
czlonem funkcji (3.1) koficowego ugiecia plyty, jest mniejsza niz w tym przypadku, gdy
plyta jest poczatkowo idealnie plaska.
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Rys. 5. Wykres zaleznosci y = w(£—&,) dla réznych wartosci wspélczynnika &, i dla przypadku plyty
z jednostronnym wstepnym wybrzuszeniem

Wszystkie omawiane krzywe dla &, ¢ 0,0 zblizaja si¢ asymptotycznie do krzywe;j
dla &, = 0,0, przy czym rézZnice rzednych migdzy nimi praktycznie znikaja poczawszy
od wartoéci odcigtej (§—&q) ~ 1,1. Na rysunku 6 przedstawiono przebieg zmian bez-
wymiarowego wspolczynnika obciaZenia k¥ w zaleznosci od przyrostu ugigcia (&—§&o)
dla kolejnych wartosci wspdlczynnika &, ugigcia wstgpnego (linie przerywane). Krzywe
te przebiegaja podobnie jak krzywe y = y(&—&,) na rys. 5. Krzywa gorna, dla &, = 0,0,
odnosi si¢ do plyty o poczatkowo plaskiej postaci. Pozostale krzywe, odpowiadajace
plytom z ugieciem wstepnym (&, # 0), przebiegaja ponizej tej krzywej. Przy matych war-
toéciach przyrostu ugiecia plyty réZnice rzgdnych migdzy tymi krzywymi a krzywa gérna



WPLYW UGIEC NA PRACE PLYTY PROSTOKATNEJ 225

sa znaczne. Ze wzrostem za$ ugigcia plyty réznice te maleja, a wszystkie krzywe zblizaja
si¢ do krzywej gérnej. Dla mniej wigcej tej samej wartosci odcigtej co w wykresie poprzed-
nim dla funkcji p = p(£—§&,), réznice rzednych migdzy wszystkimi krzywymi k§ = k§
(£—&,) staja si¢ pomijalnie mate. Stad wynika, ze w zakresie zbadanej zmiennoéci ugigcia
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Rys. 6. Wykresy zaleznosci wspétczynnika obciazenia k% = k¥ (& — &) dla réznych wartosci wspotezynnika &q
i dla przypadku plyty z jednostronnym wstgpnym wybrzuszeniem

wstepnego, Wplyw tego ugiecia réwniez i w rozpatrywanym przypadku zanika mniej
wiecej dla tej samej wartoéci catkowitego ugigcia plyty co w przypadku poprzednio roz-
patrzonym.

Dla uwypuklenia powyzszego faktu na rys. 6 naniesiono dodatkowo krzywe k¥ = k%
(£—&,) z rys. 4 (linie ciggle). Jak widaé, wszystkie krzywe ciagle leza ponizej odpowia-
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dajacych im krzywych przerywanych (dla tych samych wartosci &;). A zatem osiagnigcie
okre§lonego ugiecia koficowego plyty nastepuje przy mniejszej wartosci obciazenia wow-
czas, gdy postaé wstepnego ugiecia powierzchni srodkowej plyty jest blizsza tej postaci,
jaka pierwotnie plaska plyta przyjmuje po utracie statecznosci.

Na podstawie przeprowadzonej analizy mozna wnioskowaé, ze — w zakresie zbada-
nych wartosci ugiecia wstepnego — wplyw tego ugiecia praktycznie zanika, gdy koficowe
ugiecie plyty wynosi okolo 1,6 jej grubos$ci. Wéwcezas stan naprezenia i odksztalcenia
rézai si¢ pomijalnie mato od stanu jaki (przy danym obciaZeniu) panuje w plycie po-
czatkowo plaskiej.

W praktyce poczatkowe ugigcie plyty wynika naogét z przypadkowego, mniej lub
wiecej nieregularnego pofalowania powierzchni. Temu pofalowaniu moga odpowiadaé
zaréwno dodatnie jak i ujemne warto$ci wspolczynnika y,. Z punktu widzenia pracy
plyty w warunkach obcigzenia ponadkrytycznego najbardziej niekorzystne sa takie przy-
padki, gdy pofalowanie zwiazane jest z jednostronnym wybrzuszeniem powierzchni §rod-
kowej plyty; zachodzi to dla y, > 0. Taki rzeczywisty ksztalt wstepnego ugigcia plyty
jednakze tylko w pewnym przyblizeniu odpowiada oméwionym w pracy przypadkom.

Z tego tez wzgledu wydaje si¢ wiaSciwe, by stan napreZenia i odksztalcenia plyty, przy
uwzglednieniu jej wstepnego ugiecia, okre$§la¢ na podstawie wzoréw odpowiadajacych
przypadkowi najbardziej niekorzystnemu. Jak wynika z przeprowadzonej analizy, nalezy
zatem preferowaé wzory majace zastosowanie w przypadku, gdy ksztalt ugigtej wstgpnie
powierzchni §rodkowej plyty odpowiada postaci, jaka plyta przyjmuje po utracie sta-
tecznosci.
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Pesmome

BIIUSIHUE HAUAJIBHOI'O [TPOTHMBA HA PABOTY IMNPSIMOYTOJIbHON
TIJIACTHUHKM U3TMBAEMOI B CBOEHN IJIOCKOCTH

B paboTe BLINONHEH TEOPETHUECKHI AHATM3 BIIMAHHA Ha4aJbHOTO NPOTHOA Ha HANDMKEHHOE M [e-
OpPMHMPOBANHOE COCTOSHMSA MPAMOYTOJLHO! H30TPONHOMN IVIACTHHKU, CBOOGO/HO MOMIEPTOH! O KORTYPY
¥ u3ru6GaemMoil B CBoei IUTOCKOCTH IocJIe IIOTepH yCToiunBocTH. B paccy:xaennsax ynorpedisercsa GyHK-
s Hanpshkeruit Aupn @ (x, ¥). TIpHHATBI COOTBETCTBYIOIME BHABI (GHYHKIMI HaYaJbHOTO NporuGa
Wwo(x, »), OKOHUaTeNBHOro mpormba w(x, y) CPeOMHHON NOBEPXHOCTH IUIACTHHKH, YAOBJIETBOPSIOLHE
KpaeBbIM YCJIOBHAM 3aaaul. [ onpenenenus sTux HyHKUHI HCOb30Bankl muhdepeHmmansuble ypaB-
Henus Kapmana HeJMHeHHOM TEOpHH IUTACTMHOK, a AJIsT HAXOXAEHMSA HEH3BECTHBIX NapaMerpoB, CO-
IEePKAIOIUMXCA B NMPUHATHIX GYHKUMAX nporuba mpumeHeH meron Iamepxuaa. ITosyuennble Takum
06pasom opmyJInl, ONpeReIAIoLIHe HaNpsXKeHUA ¥ gedopmalp B CBEPXKPUTUYECKOM COCTOAHMH ILJIa-
CTHHKH, BbID@YKEHBI 3aTeM Yepe3 Oe3pasMepHble BeIHUMHBI. UHCIeHHBIE NPAMEPHI BBIIOJIHEHBI LA
IBYX pas/MUHbIX ¢(OpM HAYAIBHOrO Iporuba CpeAHHO{ MOBEPXHOCTH IUIACTHHKH JJIA 3THX CJIyYaeB
ONpENeIEHb] YCJIOBUA, NPH KOTOPLIX. BIMAHHEM HAYAIBHOIO IpOruta MOMKHO NpereObpedus.
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Summary

INFLUENCE OF INITIAL DEFLECTIONS ON THE WORK OF A RECTANGULAR PLATE
SUBJECT TO BENDING IN ITS PLANE

This paper presents a theoretical analysis of the influence of initial deflections on the state of stress
and strain in an isotropic, rectangular plate simply supported along the edges and subject to bending in
its plane — after the stability loss. The Airy stress function @(x, p) is introduced, and the form of initial
deflection wo(x, y) and final deflection w (x, y) is assumed to satisfy the boundary conditions. These
functions are then determined with the aid of the Karman equations of the non-linear plate theory, the
unknown parameters appearing in the function of deflection being found by means of the Galerkin met-
hod. The final formulas determining the stresses and strains in the post-critical state of the plate are written
in terms of dimensionless coefficients. Numerical calculations are performed for two different forms of
the initial deflection of the middle surface of the plate; conditions are also derived under which the
influence of initial deflections may be disregarded.
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