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1. Wstep

Od chwili opublikowania klasycznej juz dzis'iaj pracy MINDLINA [3], w ktdrej zwrdcono
uwage na znaczenie teorii naprezen momentowych w zagadnieniach koncentracji naprezen,
ukazalo si¢ wiele rezultatéw ilustrujacych efekty i zastosowania niesymetrycznej teorii
sprezystosci. Przegladowa praca BARANSKIEGO, WILMANSKIEGO i WOZNIAKA [I] cytuje
54 publikacje za okres do 1967 r.; od tego czasu liczba ta znacznie wzrosta.

Niezaleznie od badan podstawowych, swoje odrebne metodologiczne i poznawcze
znaczenie majg rozwiazania wybranych zadan, uogdlniajacych rezultaty klasycznej teorii
sprezystosci. Praca niniejsza nalezy do takiej grupy opracowan. Rozwazymy w niej plaski
stan napre¢zenia silnie zakrzywionego kolowego preta sprezystego obeigZzonego sita skupiona
(rys. 1) uwzgledniajac istnienie naprezen momentowych. Pokazemy, ze podobnie jak

Rys. |

w przypadku klasycznym, réwniez na gruncie niesymetrycznej teorii sprezystoéci zadanie
ma Sciste, zamknigte rozwiazanie. Zagadnienie rozpatrzymy w ramach ogélnej teorii
z niezaleznymi obrotami, stosujac funkcje naprezen i naprezein momentowych AIRY’EGO-
MINDLINA.
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2. Sformulowanie i rozwiazanie problemu

Analiza plaskiego stanu naprgzenia jakiegokolwiek zagadnienia brzegowego niesy-
metrycznej teorii sprezystosci moze by¢, jak wiadomo [4], sprowadzona do dyskusji dwdch
funkcji napreZzen F i naprgzen momentowych @, ktére w dogodnym dla nas, biegunowym
uktadzie wspolrzednych (Or0) winny spetnia¢ réwnania

AAF = 0, |
¢ 2, _ 0
.1 o I~ 1PDP = —Am AF,
I —rmd = 4.2 4F,
réb or
gdzie
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o, ¥, & M, v — stale materialowe; 4 =

2u(l4v)
Funkcje F(r, 8) 1 @(r, 0) okreslajg naprezenia znanymi zwigzkami
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Tutaj
0., Op, Trp, Tor — ZWYCzajowe oznaczenia naprezefl normalnych i stycznych,
Uy Bo — napre¢zenia momentowe.
Zgodnie z rys. | nalezy spelni¢ nastgpujace warunki brzegowe:
(2.3) dlar=a o.(a,0) =0, T,0(a,0) =0, u.(a, 0) = 0;
(2.4) dlar=25 o,(b,0) =0, T.(b,0) = 0, U (b, 0) = 0;
b
25  dlaf=0 [ tudr=—P, 00 =0, 1o(r, 0) = 0;
b

4

b
(2.6) dla 6 = —721— f gdr = P, Tar(r, 7) =0, f (ug + agr)dr = 0.

a
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Funkcji F i @ poszukiwaé bgdziemy w postaci

F(r,0) = f(r)sinG,

D(r,0) = @(r)cosh.

Dzieki temu warunki (2,5),,5 1 (2.6), spetnione sa tozsamosciowo.

Obecnie przystapimy do wyznaczenia funkcji F(r, 0) i ¢(r). Podstawienie (2.7), do (2.1),
daje funkcj¢ naprezen w postaci identycznej, jak w przypadku klasycznym

(2.8) F(ir,0) = (Ayr+Asrinr+Azr=' +A,r3)sing.

2.7)

W dalszym ciggu rozpatrujemy zwiazek (2.1), oznaczajac
(2.9) (1=12MHD = y(r,6).
Uwzgledniajac (2.8) otrzymujemy

(2.10) ‘Z—'f = —%(2A2r“ +8A4,r)cos,
a stad
@.11) w(r, 0) = QAA,r-' —8AA,r+C)cosh.

Latwo sprawdzié, Ze taka postaé funkcji w(r, 0) spetnia pozostalg relacje (2.1);, gdy C = 0.
Wracajac do (2.9) mamy

|

(2.12) P—1"AD = 2 (2AA,r—8AA,r*cosb,
a uwzglgdniajac (2.7) otrzymujemy
P 1
(2.13) p—1%|¢p +o —2 )= 3 (2AAr—8AALr3).

Zajmiemy si¢ najpierw catka szczegélng (2.13). Oznaczajgc ja przez ¢, (r) otrzymujemy

\

r 1 7 l l A
1+ PT (75 + /T) =7 /_2(2’42"—l —844r).

Wprowadzajgc zmienng bezwymiarowa x = r// otrzymujemy réwnanie

1 1
(2.14) y"+7y'_y(1+?) = —24(A,1"'x"t —4A4,1x)

gdzie oznaczono y(x) = ¢, (/x).
Jest to niejednorodne réwnanie Bessela z urojonym argumentem. Nalezy ono do
réwnan klasy Fuksa, dlatego jego rozwigzania szukaé bedziemy w postaci szeregu

(2.15) y) = N .
. Je—w
Podstawiajac wyrazenie (2.15) do rownania (2.14) i porzadkujac je wzgledem poteg x,
dochodzimy do wniosku, ze wszystkie wspéiczynniki C; z wyjatkiem C,, C, sa réwne
zeru. W rezultacie rozwigzaniem (2.14) jest funkcja

y=2A4AA,1"'x""—8AA,Ix.
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Po powrocie do zmiennej r otrzymujemy zatem poszukiwang calke szczegdlng
(2.16) ¢ (r)=24A,r ' —8AA,r.

Catka ogdlna réwnania jednorodnego (2.19) ma znana postaé

2.17) po(r) = C I (r/D)+C, K, (r]]).

Tutaj 1,(r/l), K\ (r/l) sa zmodyfikowanymi funkcjami Bessela odpowiednio I i IT rodzaju
i pierwszego rz¢du. Zatem funkcja naprezen momentowych @(r, 0) przyjmie ostatecznie
postac

(2.18) D(r,0) = [C I (r/D+C,K, (r/l) +2AA5r~ ' —8AA,r]cos0.

Dysponujac funkcjami (2.8) i (2.18) mozemy obliczy¢ napr¢Zenia 1 naprezenia momentowe
ze zwigzkow (2.2). Otrzymujemy wtedy

o, = {A —2r=3(A, +2AA2)+2A4r+ [lo(r//) +
LD~ 55 o1 + Kael)] = S 1triD =52 Koo sino:
T, = 1 Apr=t 4 2r-3(Ay +2A4A,) +64,r — [10(://)+

+12(r/l)]+ ¢ [Ko(r/l)+K2(I//)]+—€~l (r/)+— ¢ Kl(r//)}sin();

C
Ty = {—Azr“+2(A3+2AA2)I"3—2A4r—-Tr'[ .

(2.19)

[lo(r//)+12(r//)]+— [Ko (rll) + Ka(r/D]+ 5 l(r//)+£2—K(r//)}0050;

Tor = {_Azr_l +2(A3 +2AA2)I'_3_2A4 "+~4_'C‘712_

U (/D 4214 (r 1) + I:(r /D] + 2135[1(_1(:-//) +2K, (r]l) +K; (r//)]}cos@ ;
o = [ 24A,r-2 +84A, —_'_1 (rih= == S, (r/l)]sm()

Uy = {—2AA2:-‘2 +8AA, —- [10(,//)4_]2 (r/h] - 5 [Ko(r/l)+K2(r/l)]} cosf.

Tutaj I_,, Iy, I,, I3 1 K_,, K,, K,, K; — zmodyfikowane funkcje Bessela T i Il rodzaju,
rz¢gdu —1, 0, 2, 3.

Wzory (2.19) zawieraja pie¢ nie okreslonych dotad statych 4,, 45, 4,, C;, C,. Wy-
znaczymy je z warunkéw brzegowych (2.3) — (2.6). Warunkow tych jest w sumie 12.
Trzy spoérod nich, mianowicie (2.5),,; oraz (2.6),, jak to juz wczeéniej zaznaczyliSmy,
spetnione sa tozsamos$ciowo dzigki postaci (2.7). Dwa nastepne, (2.6), oraz (2.6);, spel-
nione sa na mocy zewnetrznych warunkéw réwnowagi preta. Ponadto zauwazamy, Ze
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wzory na d, i 7, w czgsci zaleinej jedynie od zmiennej r réznig si¢ tylko znakiem — spel-
nienie warunkow (2.3); i (2.4), pocigga za soba rownoczesne spelnienie (2.3), i (2.4),.
Sposréd 12 warunkéw, niezaleznych pozostaje tylko pigé — one tez w zupetnosci wystar-
czaja do jednoznacznego obliczenia brakujgcych pigciu statych.

Uwzgledniajac kolejno warunki (2.3),, (2.3)s, (2.4),, (2.4); 1 (2.5), otrzymamy uklad
réownan

Ay(a ' —44a)+A3(—2a"Y) +A,-2a+C, {~2Li[lo(a/l)+12(a/l)]—

1 1
- h(a//)} +c2{ — o TKolall) + Ka(al D]~ — K, (a/l)} ~0;
Ax(=24072) 4 Au(~84) + C, 7 Unlall) +1(all)] -

~ Cargy [Kolall) + KaalD] = 0;

Az (b= ~4A4b=%) + A3 (= 2b=3) + A, -2b+C, {—2»})[ [Zo(b]1) +12(b/1)]—
(2.20)

1 1 1 '
+ -l?’ll(b/[)} +C2{ - "237[1(0(17/1) + K, (b/D)]— —bEKl(b/[)} =0;

Ax(—24b-)+A,(—84)+C, zl[[lo(b/l) +1,(b/1)] —

—Co Ko (/1) + Ka(B]1)] = O,

A [Inbla+24(b-2—a )]+ As(b~2—a~2)+ A (b%>—a*) +

4y U@l + (@l = Io(bi1) = T (B]1)] + a5 Ko (b]1) + Ka(b]1) ~

—Ko(all)—Kz(all)] = P.

W ten sposéb zadanie zostalo w zasadzie rozwigzane. Na koncach preta otrzymujemy
rozklady naprezen i naprezen momentowych (74, dla 6 = 0 oraz 7y, py dila 6 = n/2)
spetniajace warunki brzegowe tylko w postaci calkowej, a wigc podobnie jak i w klasycznej
teorii pretéw. Nie bedziemy rozwigzywali ukladu (2.20) w postaci ogdlnej przechodzac
od razu do przykladéw liczbowych.

3. Przyklady liczbowe

Dla iloSciowego zobrazowania rozkladu naprezen przeprowadzono obliczenia dla
réznych wymiaréw preta. Z braku odpowiednich danych dotyczacych stalych «, 9, &
(jak wiadomo, brak w tym zakresie odpowiedniego materialu do$wiadczalnego) przyjeto
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stala A tak jak dla osrodka Cosseratéow ze zwigzanymi obrotami. Jest wowczas 4 = 2/?/
/(1 +v), a wszystkie pozostate wywody pozostaja bez zmian.

Rozpatrzono trzy przyklady liczbowe dla nast¢pujacych danych:
Da=10cm, 2)a = 5cm, Na=1cm,

b = 15cm; b =10 cm; b =6cm.

We wszystkich przypadkach przyjeto P = 1000 kG, / = 0,1 cm, » = 1/6.
Na podstawie (2.20) otrzymano stale, zestawione w tablicy 1.

Tablica 1
_ Saie] 4 ] om | & _] c
Prayklad | [KGfem] | [kGfem) | [kGlm] | kG kG
I : 523243 ‘ 17817000 ‘ — 817,07 ,—0,723046.10—“: —0,141968-10%¢
e om0 ‘ 07163 | —429 ~0,205.10-%2 |_~0,23349-10“
=% 1 wm VT sss 1 =wms ~0,179-10-2 ‘i ~0,19019-106

Odpowiednie wykresy naprezenn 1 naprezen momentowych dla przekroju 6 = /2 wraz
z odpowiednimi warto$ciami dla teorii klasycznej podaja rys. 2, 3, 4.

Udziat naprezei momentowych w momencie catkowitym przekroju wynosi 0,929
w przykladzie 1, 0,86% w przykladzie 2 oraz 1,349, w przyktadzie 3.
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Peswome

HU3ruB CUJILHO MCKPUBJIEHHOI'O CTEPXHSI C YUETOM
MOMEHTHbBIX HANPSDKEHUWN

B pabore nano pemenne 3agayn 06 H3ruGe CHUIIBHO MCKPHBIIEHHOTO CTEPYKHS C YYETOM BITMSHUA MO-
MEHTHBIX HanpsDreHuit. [lpumensiercst GyHxumst Hanpshrenwit Opu-MunanuHa, 3agaya pemleHa B pam-
Kax obllel TEOPHH €O CBSI3aHHBIMM BpalenusiMKi. JJaHo TOWYHOe M 3aMKHyToe perneHue samauu. JaHbr
TPH UHMCJCHHBIX IpUMEpPA JJA Pa3jIMUHBIX Pa3sMEPOB CTEPIKHA.
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Summary
BENDING OF A STRONGLY CURVED BEAM WITH THE INFLUENCE OF COUPLE-STRESSES

In order so solve the problem outlined in the title, the Airy-Mindlin stress function is applied; the
problem is solved witin the general couple-stress theory with independent rotations. An exact, closed-form
solution is derived. Numerical examples concerning various dimcensions ol the beam are presented. In
absence of any information concerninz the values of clastic constants in (he Cosserat media considered in
the paper, the corresponding values for the media with constrained rotations have to bc used.
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