
M E C H A N I K A 
TEORETYCZN A 
I   STOSOWANA 

1, 11  (1973) 

PODSTAWY  TEORI I   KONSTRUKCJ I   PRĘ TOWYCH  NA  OŚ RODKU  GÓRNICZY M 

JA N  K U B I K  (GLIWICE ) 

1.  Wstęp 

Wzrastają ce  cią gle  wydobycie  wę gla  na terenie  Górnoś lą skiego  Okrę gu  Przemysłowego 

stwarza  nieznane  w  innych  regionach  kraju  zagadnienia  teorii  konstrukcji,  które  urastają  

do  problemu  wymagają cego  szybkiego  rozwią zania.  Odmienność  sformułowań  zagadnień  

i  metod  zabezpieczeń  stawia  nowe zadania  przed  mechaniką,  które  są tym bardziej  palą ce, 

że  sytuacja  ulega  cią głemu  pogorszeniu,  nastę puje  bowiem  wzmoż enie  eksploatacji  pod 

terenami  zabudowy  miejskiej  i skupiskami  wielkiego  przemysłu.  W tej sytuacji  prawidłowe 

rozeznanie  zagadnień,  oparcie  ich na sensownych  założ eniach,  zgodnych z rzeczywistą  na­

turą  tych  problemów,  musi  być właś ciwą  podstawą  do  rozwijania  teorii  zabezpieczeń  kon­

strukcji  przed  wpływem  szkód  górniczych. 

Po  pierwsze,  wię kszość  zagadnień  mechaniki,  zwią zanych  z  teorią  tych  konstrukcji, 

wymaga  kompleksowego  podejś cia,  które  uwzglę dni  złoż one  zależ noś ci  zachodzą ce  mię dzy 

ruchem  i  siłami  w  górotworze  z  jednej  strony  oraz  siłami  wystę pują cymi  w  konstrukcji 

z  drugiej.  Jednak  kompleksowość  podejś cia,  uwzglę dniają ca  całą  złoż oność  problemu, 

nie  wyklucza  rozwią zań  czę ś ciowych,  które jako prostsze łatwiej  uzyskać, a na ich podstawie 

moż na  budować  rozwią zania  zagadnień  bardziej  skomplikowanych.  Z tej  to też  przyczyny 

wybrano  do  analizy  układy  prę towe,  jako  prostsze  od  powierzchniowych,  i  zagadnienie 

niesprzę ż one,  jako  łatwiejsze  od sprzę ż onego.  Po wtóre,  należy  przyjąć  jako  obowią zują cą  

zasadę, że czynnik  czasu nie może  być pomijany  przy analizie wzajemnych  wpływów  ruchów 

górotworu  i  konstrukcji. 

Prosty  eksperyment  uczy,  że  konstrukcja  poddana  dwom  jednakowym  programom 

przemieszczeń,  przesunię tym  w  czasie,  nie  bę dzie  się  zachowywała  identycznie,  róż nice 

bę dą  znaczne (por. [4,5]), tym  bardziej,  że procesy wymuszania przemieszczeń nie są krótkie. 

Niewystarczają ce  są zatem rozwią zania  uzyskane w zakresie sprę ż ystym,  trzeba  się  odwołać  

do  teorii  ujmują cych  wpływ  czasu  w  zwią zkach  konstytutywnych.  Najprostszymi  takimi 

teoriami  są:  liniowa  lepkosprę ż ystość  i  teoria  starzenia  s ięł ) .  Obie  też  leżą  u  podstaw 

')  Analiza konstrukcj i w zakresie teorii  starzenia  napotyka jednak  pewne trudnoś ci  zwią zane  z  roz­
wią zywaniem  samych  równań  zagadnienia  (por.  [5] rozdz. 4.2).  Zaproponowana w tej  pracy metoda  dą ży 
do  rozsprzę ż enia  układu  równań  całkowych  odpowiadają cych  materiałom  starzeją cym  się. 
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analizowanych  w  pracy, zagadnień.  Trzeba  tutaj  zaznaczyć,  że  wprowadzenie  lepkosprę ż y­

stoś ci  do  obliczeń  nie  jest  krokiem  czynionym  w  stronę  teorii  z  niekorzyś cią  na  rzecz 

obliczeń  inż ynierskich,  które  powinny  być  z  natury  proste.  Kompromis  uzyskano  łatwo, 

na  wyją tkowych  warunkach, zupełnie  bez  ustę pstw  ż adnej  ze  stron. Okazało  się  mianowicie, 

że  rozwią zania  lepkosprę ż ystych  układów  prę towych  dają  się  sprowadzić,  po  pewnych  mo­

dyfikacjach  wpływów  zewnę trznych,  do  rozwią zań  zagadnień  sprę ż ystych,  wykonalnych 

dla  inż yniera. 

Klasa  zagadnień  zwią zana  z  uzyskaniem  pełnego  rozeznania  stanu  naprę ż eń  i  prze­

mieszczeń  konstrukcji  położ onych  na  górotworze  generuje  nastę pny  problem:  ustalanie 

i  kształtowanie  dopuszczalnych  ruchów  górotworu.  Dopuszczalnych  oczywiś cie  z  punktu 

widzenia  prawidłowej  eksploatacji  konstrukcji.  Ten  problem,  łą cznie  z  próbą  odpowiedzi, 

jest  również  dalej  formułowany.  Każ dy  z  tych  generalnych problemów  stawia przed  mecha­

niką  nowe  zadania  wymagają ce  rozwią zania.  Oto  przykłady.  Dotychczas  nie  został  do 

koń ca  wyjaś niony  problem  narastania  wpływu  deformacji  powierzchni  górotworu  na 

strukturę  i właś ciwoś ci  fizyczne  gruntu  pod  fundamentami.  W  tym  zakresie  nie  są  również  

znane  w  pełni  zagadnienia  kontaktowe  styku  fundamentu  z  oś rodkiem.  W  dalszej  kolej­

noś ci  wyłaniają  się  zagadnienia  wpływu  ruchów  górotworu  na  samą  konstrukcję.  Zauważ­

my,  że  charakter  konstrukcji,  jej  obcią ż enie  i  kształt  determinują  wzajemne  relacje  mię dzy 

górotworem  ("Г )  a  konstrukcją  З й . Wyłaniają  się  więc  tutaj  problemy  sprzę ż enia. 

I .  Zagadnienie  niesprzę ż one  okreś la  warunek,  aby  ruch  konstrukcji  był  bez  wpływu  na 

stan  przemieszczeń  i  naprę ż eń  w  górotworze. 

II .  Zagadnienie  sprzę ż one,  w  którym  istnieje  wzajemny  wpływ  ruchów  konstrukcji 

i  górotworu  na  siebie. 

Jak  to  najczę ś ciej  w  rzeczywistoś ci  bywa,  oba  przypadki  są  celowo  czynioną  ideali­

zacją  rzeczywistoś ci,  mają cą  jednak  duże  znaczenie  praktyczne.  W  rzeczywistoś ci  bowiem 

bę dzie  istniała  zawsze pewna  warstwa  na  styku,  w  której  wzajemny  wpływ  obu  oś rodków 

bę dzie  nie  do  pominię cia. 

W  drugiej  grupie  zagadnień  należ ałoby  zwrócić  uwagę,  że jest  celowe  okreś lać  indywi­

dualnie,  dla  każ dej  konstrukcji,  dopuszczalne  zmiany  parametrów  górotworu  okreś lają ce 

ruch  tych  konstrukcji.  Również  proponuje  się  analizować  łą cznie  z  ruchem  także  szybkoś ci 

zmian  ruchu jako  mają ce  również  istotny  wpływ  na  pracę  konstrukcji. 

Rozpoczniemy  badanie  zjawisk  w  zakresie  lepkosprę ż ystym  (ew.  starzenia  się)  od  przy­

padku  najprostszego,  a  więc  konstrukcji  prę towych  w  zakresie  teorii  niesprzę ż onej,  zakła­

dając  brak  wpływu  ruchu  konstrukcji  na  górotwór,  nawet  w  obszarach  bezpoś redniego 

styku.  Trudnoś ci  jakie  się  przy  tych  badaniach  wyłonią  zostaną  spotę gowane  jeszcze  bar­

dziej  przy ustrojach  powierzchniowych  opisanych  równaniami  o  znacznie bardziej  skompli­

kowanej  strukturze  formalnej. 

Wię kszość  konstrukcji  przemysłowych  to  właś nie  ustroje  prę towe,  stąd  też  znaczna 

przydatność  przeprowadzonych  w  pracy  rozważ ań.  Rozważ ania  te  z  koniecznoś ci  opierały 

się  na  niewielkiej  iloś ci  faktów  łatwych  do  zaobserwowania.  Wymagają  one  jednak  weryfi­

kacji  doś wiadczalnej,  której  do  chwili  obecnej  nie  przeprowadzono. 
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2.  Ogólne  uwagi  dotyczą ce  zabezpieczeń  

Z  punktu  widzenia  eksploatacji  konstrukcji  dopuszczalne  są  wszelkie  ruchy  górotworu, 

które  nie  wywołują  dodatkowych  stanów  naprę ż eń  i  przemieszczeń  w  konstrukcji.  Do 

ruchów  tych  należą  m.in.  ruchy  sztywne  powierzchni  górotworu.  Istnieje  jednak  jeszcze 

inna  grupa  ruchów  górotworu,  wyznaczona  przez  właś ciwoś ci  mechaniczne  konstrukcji, 

która  jest  także  bez  wpływu  na  stan  naprę ż eń  konstrukcji.  Podobnie  moż na  dobrać  rów­

nież  funkcje  obcią ż eń  zapewniają ce  niezmienność  przemieszczeń  konstrukcji  wskutek 

ruchów  górotworu.  Te  przypadki  wynikają  z  niezmienniczych  właś ciwoś ci  równań  opisu­

ją cych  zachowanie  się  konstrukcji  na  górotworze  (por.  problem  4).  Każ dy  z  nich  ma 

podstawowe  znaczenie  dla  zabezpieczeń  konstrukcji  przed  wpływami  szkód  górniczych. 

Przy analizie ruchu powierzchni górotworu  istotny okazuje  się tylko  opis lokalny,  w pewnym 

otoczeniu  posadowienia  konstrukcji.  Bę dziemy  również  wymagali,  aby  lokalnie  ruch  góro­

tworu spełniał  ograniczenia odpowiadają ce  trzem przedstawionym poprzednio przypadkom. 

Tym  samym  zostaną  sprecyzowane wymagania  w  stosunku  do  ruchu  górotworu.  Z  drugiej 

strony podobne  rezerwy  istnieją  w samej  konstrukcji,  dokładniej  w  sposobie  przejmowania 

przemieszczeń  i  sił  poruszają cego  się  górotworu.  Może  okazać  się  celowe  w  tym  zakresie 

wymodelowanie  takiego  elementu  konstrukcji,  pracują cego  samodzielnie  i  przejmują cego 

ruchy  górotworu,  w  taki  sposób,  aby  były  one  bez  wpływu  na  całą  resztę  konstrukcji. 

Również  moż emy  zabezpieczać  się  przed  skutkami  ruchów  górotworu  przez  ś wiadomy 

dobór  sił  w  konstrukcji,  np.  przez  wstę pne  sprę ż enie,  w  taki  sposób,  aby  został  zniwelo­

wany  wpływ  ruchu  górotworu.  Tym  samym  zostały  ustalone  z  grubsza  problemy,  którymi 

powinna  zajmować  się  statyka  konstrukcji  prę towych  w  górotworze. 

W  zakoń czeniu  tej  czę ś ci  sformułujemy  jeszcze  dokładnie  problemy,  które  bę dą  anali­

zowane  w  pracy. 

Dany  jest  układ  prę towy  lepkosprę ż ysty  Ś S, spełniają cy  wszelkie  założ enia  klasycznej 

statyki  układów  prę towych,  którego  materiał  opisywany  jest  przez  teorię  lepkosprę ż y­

stoś ci  lub  przez  liniowe  teorie  starzenia  się.  Układ  ten  jest  posadowiony  na  powierzchni 

przemieszczają cego  się  górotworu.  Ruch  powierzchni  górotworu  opisany  jest  funkcjami, 

w  których  jako  zmienne  niezależ ne  wystę pują  współrzę dne  miejsca  i czas.  Ruch  ten  deter­

minuje  przemieszczenia  podpór  układu  36.  Problem analizowany  jest  w  zakresie  niesprzę­

ż onym. 

Należ y: 

1.  Okreś lić  stan  naprę ż eń  i  przemieszczeń  w  konstrukcji  . 

2.  Ustalić  klasę  dopuszczalnych  ruchów  konstrukcji. 

3.  Znaleźć  grupę  ruchów  górotworu,  które  nie  bę dą  zmieniały  stanu  naprę ż enia  w  kon­

strukcji  (lub  też  obcią ż enia,  które  nie  zmienią  stanu  przemieszczeń  konstrukcji). 

Przed  podaniem  efektywnego  rozwią zania  wymienionych  problemów  należy  przeanali­

zować  zagadnienia  ogólne  wystę pują ce  w  statyce  lepkosprę ż ystych  układów  prę towych. 

Tym  zagadnieniom  poś wię cony jest  nastę pny  rozdział.  Zwrócimy  tutaj  jeszcze  tylko  uwagę  

na  metody  przydatne  przy  analizie  równań  lepkosprę ż ystych  układów  prę towych.  Są  to 

metody  rachunku  operatorów  i  rachunku  macierzowego  łą cznie  z  wykorzystaniem  ele­

mentów  analizy  funkcjonalnej  i  teorii  grup,  które  okazują  się  w  tych  wypadkach  najbar­

dziej  sposobnym  narzę dziem  rozważ ań. 



38  J.  KUBI K 

3.  Problemy  statyki  układów  lepkosprę ż ystych 

W  pracach  [4]  i  [5]  podano  równania  metody  sił  i przemieszczeń  dla  lepkosprę ż ystych 
układów  prę towych  (równania:  (2.11) z  [4] i  (3.6)  z  [5]),  które  mają  nastę pują ce  ogólne 
postacie:2' 

(O 

(2) 

t 
Г  ^ § i j { t ­ r ) d r  +  f  ^­dri(t­x)dx  =  u,(0, 

o  T  o 

Х ,дц  = Xldlj+X2d2J  +  ...  +XNdNJ, 

i  ' 

j  *PLMlJ{t­T)dT+  f  ^M rJ(t­T)dT=T>j(0, 

Xi =  (Xu,X2i,X3l),  i,j  =  1,2,...,N,  r=\,2,...,M, 

Х (  = Х;(*,­,0,  dij =  eij(xj,t). 
W  układach  równań  (1) i (2) oznaczono  przez  X,(?), <Pi(0 nieznane  siły  i przemieszczenia 

uogólnione;  д ц , Mtj są,  odpowiadają cymi  siłom  X ; i  przemieszczeniom  cp;,  uogólnio­

nymi  wpływami  w punkcie  Xj  od wymuszeń  jednostkowych  (stałych  w czasie!) w punkcie 

Xt układu  lepkosprę ż ystego  Ś S.  Natomiast qrtpr, uj,  Pj  są  danymi  wpływami  zewnę trznymi 

opisanymi  jako  znane  funkcje  czasu. 

Naturalnym  uogólnieniem  układów  równań  (1) i  (2)  jest  równanie  macierzowe 

(3)  A ^ ­ Y + B­)fP  = C , 

А ц А12  . • • A IN  ~ Y , 

(4)  A  =  ,  Y  = 

ANN_  Yiv_ 

В ц В12  . • • вх м  
Pi 

В  =  ,  P  = 

Pr 
с = 

с , 

opisują ce  wszelkie  zagadnienia  statyki  lepkosprę ż ystych  układów  prę towych  w  ramach 
liniowej  lepkosprę ż ystoś ci  oraz teorii  małych  odkształceń. 

Macierze  wystę pują ce  w równaniu  (3) mogą  być  utoż samiane  z macierzami w  równa­
niach  (1) i  (2) według  relacji: 

Y  =  ( [ X J ,  [cp,],  A =  ([óy] ,  [M y ] ) , 

(5)  P  =  (far] ,  [<pr]),  В  =  ([drJ],  [M rJ]). 

С  =  ([u,],  \Pj\) 

W  równaniu  (3)  symbol ­)f oznacza  mnoż enie  splotowe macierzy o elementach  funkcyjnych 

t 

(6)  J t ­ ) f  J 2  =  f  3i{x)32{t­r)dx  =  J 2 ^ ­ J i 

2)  W równaniach  teorii starzenia ją dra  ó ; j ( r ­T ) ,  órj(t­r),   M y ( г ­ т ) , Л /г Д г ­ т)  należy zastą pić  przez 
bj(t, T), drJ(t,  r), MtJ(t,  T), Mri(t,  T). 
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okreś lone  wtedy,  jeż eli  istnieje  iloczyn  zwykły  takich  macierzy.  D l a teorii  starzenia się  

symbol  ­)f w równaniach  (3) i  (6) należy  zastą pić  symbolem Ц  oznaczają cym  splot  uogól­

niony  macierzy J! i J 2  okreś lony  nastę pują co: 

r 

(6')  J,C] J 2  =  {   J i(T )J2 ( f ,  r)dr. 
o 

Splot  ten jest  łą czny  ale nieprzemienny.  Obejmuje  on  szerszą  klasę  zagadnień  niż lepko­

sprę ż yste,  lecz jest  znacznie  mniej  efektywny  w zastosowaniach [5]. 

Przytoczymy  tutaj  jeszcze,  analogiczne  do  równania  (3), znane  macierzowe  równanie 

słuszne  dla prę towych  układów  sprę ż ystych  38' 

(7)  A Y  +  B P  = Ć. 

Wykorzystując  twierdzenia  i  metody  rachunku  operatorowego — który  okazuje  się  

najbardziej  przydatnym  narzę dziem  przy  analizie  prę towych  układów  lepkosprę ż ystych — 

moż emy  równanie  (3) przekształcić  do postaci3 ) 

(8)  A ­ f rY+B­ f r P  =  C*H(t), 

przy  założ eniach,  że P(0)  =  0 i Y(0)  =  0. Tutaj H(t) jest  funkcją  Heaviside'a. 

Równania  (3) i  (8) są  najogólniejszymi  postaciami  równań  statyki  lepkosprę ż ystych 

układów  prę towych.  Z  równań  tych  wynikają  jako  przypadki  szczególne  wszelkie  moż liwe 

sposoby  zastosowań  do  rozwią zywania  zadań  szczegółowych,  np. ram lub łuków  lepko­

sprę ż ystych. 

Nadmieniamy, że macierze A i В wystę pują ce  w równaniu  (3) mają  postać A =  R(t)A, 

В  =  R(t)B, gdzie  funkcja  R(t)  =  (R, F) zależy  od właś ciwoś ci  fizycznych  materiału  oś rod­

ka  38  (por.  [11]  s. 68 i 69). 

Ogólność  równań  (3) lub (8) implikuje  również  znaczną  wszechstronność  zastosowań  

o  ciekawych  właś ciwoś ciach,  które  przedstawimy  w  postaci  problemów  obejmują cych 

istotne z punktu  widzenia  zastosowań  zagadnienia. 

Problem  1.  Rozwią zanie  równania zagadnienia 

Rozwią zanie  to  uzyskujemy  wykorzystując  przekształcenie  Laplace'a  i  twierdzenie 

o  splocie. 

Oznaczmy  transformaty  (ДО  f(p)) 

A(0  A(p),  B(r)  B(p),  C(0  ­» С  (p), 

(9)  P( f ) ­P( />),  Y (0­>Y (/7). 

3)  Równania  (3) w teorii starzenia  mają  postać  nastę pują cą  

(3')  A •  Y+B  •  P =  C, 

z której  po transformacji Laplace'a (А (/, т)  aQ>)e~t , ( p \  B(f,  т)  Ь (р )е ~Щ р\  A , Y , P, C ^ ­ A , 

Y . P i C ,  uzyskujemy a(j>)q(p)Y(j(p))+l(p)q(p)¥(q(p))  =  C(p),  (Y(0) = P(0) = 0), natomiast  po re­

transformacie  otrzymujemy prostszą  postać  układu  równań  podlegają cych  starzeniu się  

(80  A r j Y + B r j P  =  &­4Ę (j>)­l]*C. 
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Wtedy z (8) otrzymujemy 

(10)  A Y =  ­ C ­ B P . 
P 

Po  przemnoż eniu  z  lewej  przez  macierz  odwrotną  [ A ] ­ 1  i  retransformacji  mamy: 

(11)  Y(0 =  A ­ ł * ( C ­ K ­ # ­ B * F ) . 

Nieznana  macierz  A ­ 1  razem  z  macierzą  lepkosprę ż ystoś ci  A muszą  spełniać  relację: 

(12)  [A(p)]~1A(p)  =  I  (I —  macierz jednostkowa), 

z  której  po przekształceniach  uzyskujemy  uż yteczne  kryterium  sprawdzenia  poprawnoś ci 

obliczeń: 

А ­1 * А ­ Х ­ Я=  I, 

I X 

(13)  ( /  А ­ Ч ' ­ т )/  A(r')dr'dx   =  i ) . 
o  o 

Problem 2. Rozwią zania  identyczne w układach  sprę ż ystych  i lepko sprę ż ystych 

Z  wszelkich  moż liwych  macierzy  wpływów  zewnę trznych  (P, C) moż na  wydzielić  taką  

klasę  wpływów,  która  zapewni  identyczność  stanów  naprę ż eń  (przemieszczeń)  w układach 

sprę ż ystym  S8' i  lepkosprę ż ystym  28 znajdują cych  się w  tych  samych  konfiguracjach. 

Odpowiednie  równania  w  zagadnieniach  sprę ż ystych  (s)  i  lepkosprę ż ystych  (l—s) mają  

postać: 

(14)  A Y + B P  =  С  . . . ( . с ) . . .. 

(15)  A ( ( _ s ) ^ ­ Y  + B ( ( _ s ) ^ ­ P  =  C ( ( _ S ) ­X ­ t f  ...  (l­s).... 

Wtedy z porównania  równań  (14)  i  (15)  wynika  nastę pują ce: 

Twierdzenie  1.  Jeż eli  elementy  macierzy  P( i_ S)  i  C ( i _ 5 )  są  funkcjami  cią głymi  klasy 

Qo.o o)  oraz  P( , _ s )  =  P ( s ) ,  C ( , _ s )  =  C(s)yrR  + C(s)(0)R,  to  stany  naprę ż eń  (przemie­

szczeń)  w  układach  sprę ż ystym  i  lepkosprę ż ystym  o  tej  samej  konfiguracji  są  takie 

same. 

Wprowadzimy  teraz  normę  róż nicy  rozwią zań  

(16)  |И || =  | | Y ( , _ S ) ­ Y ( S ) | | , 

k tóra  dla  A ( , _ s )  =  AR(t) ma postać: 

(17)  l | Y ( ; _ s ) ­ Y ( s ) | |  =  П А ­ ^ Л ­ ' ^ ^ ^ ^ ­ В ^ Р ^^  +  В Р ^ ­ С ^ } ! !. 

Twierdzenie  2. Rozwią zania  w  układach  sprę ż ystych  i  lepkosprę ż ystych  są  identyczne, 

jeż eli  zostanie  spełniona  równość  

(18)  C( s )­) f i ?(0­BP( s )­) f R(t) =  C ( I _ S ) ­ B ^ P ( Z _ S ) . 
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Dowód  wynika  z analizy normy  | |Д ||  róż nicy  rozwią zań  

Л  =  Y ( , _ s ) ­ Y ( s ) , 

( 1 9)  (| |Д ||  =  0 ) о (Д  =  0),  czyli 

/ i ­ 1 ( 0 ­ 7 f ( C ( I _ s ) ­ B ­ X ­ P ( , _ , ) ) ­ B Pw ­ C ( , )  =  0,  R­ty^tf­^RiP)­ 1], 

a  stąd  już wynika  natychmiast  słuszność  równoś ci (18). 

Problem 3. Sprowadzenie zagadnień  lepkosprę ż ystych  do  sprę ż ystych 

Pokaż emy  teraz,  jak moż na  ominąć  rozwią zywanie  równania  macierzowego  zagadnie­

nia  lepkosprę ż ystego  (8) zastę pując  go  równaniem  (14),  jak w  zagadnieniu  sprę ż ystym. 

Takie  postawienie  problematyki ma zasadnicze  znaczenie  dla inż yniera,  gdyż  zezwala na 

stosowanie  w  praktyce  projektowej  rozwią zań  uwzglę dniają cych  pełzanie  oś rodka,  bez 

układania  i rozwią zywania  równań w zakresie  lepkosprę ż ystym,  które są trudniejsze w reali­

zacji  tak pod wzglę dem  iloś ciowym, jak  i jakoś ciowym  z uwagi na nowy aparat  formalny 

nieznany na ogół  konstruktorowi. Reasumują c,  podana  zostanie  metoda,  która  «w  sposób 

sprę ż ysty»  znajdzie  siły i przemieszczenia w układzie  lepkosprę ż ystym. 

Twierdzenie 3.  Jeż eli  układy  28 i 88' znajdują  się w tej samej  konfiguracji  oraz  zachodzi 

nastę pują cy  zwią zek  mię dzy  macierzami  C ^ _s j ,  C(s)»  P^_s j ,  P(s)» 

(20)  * ( 0 _ 1 * (C ( I : S ) ­X ­# ­B ­X ­P ( ( _ s ) )  =  C ( S ) ­ B P ( S ) , 

to  rozwią zania  Y ( ; _ s ) ,  Y ( s ) w układach  3$ i 38' są identyczne. 

Anal iza  równoś ci  (20) zezwala na zastę powanie  wpływów  lepkosprę ż ystych  sprę ż ystymi, 

np.  według  relacji 

(21)  C w  =  R(tyl*C0_s)*H(t),   P ( ł ) =  B ­ ^ O ­ ^ B ­ J f P p . , ,. 

Problem 4.  Grupowe  właś ciwoś ci  równań  statyki  lepkosprę ż ystych  układów  prę towych 

A .  Rozpatrywać  bę dziemy  przekształcenia  ф macierzy  wpływów  zewnę trznych  (С, P) 

(22)  [С ­Х ­Я ­В ­Х ­Р]  [Ć ­Х ­Я ­В ­Х ­Р ]. 

Przekształcenia  postaci  (22) wyznaczają  cią głą  grupę  У  (ф e  <S)  przekształceń  macierzy 

(С,  P) oraz  generują  przekształcenia 

(23)  xp : Y ­  Y , 

które  wyznaczają  izomorficzną  z  <S grupę  Ж  (у e Ж ).  Należy  znaleźć  taką  podgrupę <S 

grupy  'S  с  'S), aby odpowiadają ce  przekształceniom  q>  (95 e <&) przekształcenia  ip  były 

toż samoś ciowymi. 

Jedną  z  takich  podgrup  grupy  & skonstruujemy  wykorzystując  właś ciwoś ci  macierzy 

ortogonalnych. 
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Twierdzenie  4.  Jeż eli  przekształcenie  q>  macierzy  (С,  P)  jest  postaci 

С ­Х ­Я ­В ­КР  ­>  Ć ­£ t f ­ B ­ ) f P 

С '­Х ­Я ­В ­Х ­Р'  =  D *  (С ­Х ­Я ­В ­Х ­Р ), 

[D­)f В ­Х ­Р ­В ­Х ­Р  =  С " ­*  Я  =  В ­Х ­Р "]* 

[Ć  =  D ^ f C ­ C " ,  B ^ f P  =  В ­Х ­Р ]*, 

gdzie  D  jest  dowolną  macierzą  ortogonalną,  to  przekształcenia  у  generowane przez  cp są  

przekształceniami  toż samoś ciowymi.  Słuszność  tego  twierdzenia  łatwo  wykazać  po  wyko­

naniu  transformacji  Laplace'a  na  zwią zku  (24)  i  analizie  otrzymanych  macierzy. 

Ogólniej  warunek,  że  %p jest  przekształceniem  toż samoś ciowym  zapiszemy  nastę pują co 

( 2 5 )  Ц С­Х ­Я ­В­Х ­Р ­С­Х ­Я +В­Х ­Р 11  =  o, 

[B ­ ) fP ­B ­X ­P  =  С­Х ­Я  =  B*P"H(t­a),  B­X ­P =  B­X­P]* 4>,  a  >  0. 

Jeż eli  natomiast  E  i  F  są  dowolnymi  macierzami 

(26)  С ^ Я ­ В ^ ­Р  =  Е­ Х ­ ( С­ Х ­ Я ­ В * Р) +  Р, 

to  | | A ­ ł ­ ) f E ­ ) f A ­ U / | |  ­ 0  i  | | A ­ ] ­ ) f F | |  ­ » 0. 

B.  Zbadajmy  teraz  przekształcenia  postaci 

(27)  u:  t   ̂ at,  v:Y  ­>"Y, 

na  równoś ci  (11),  które  tak  dobierzemy,  aby  Y  było  także  rozwią zaniem  równania  (8). 

Mamy 

( 2 8 )  Y(0  =  А ­ ^ ­ ^ С С ­ ^ Я ­ В ^ Р ), 

Y( / )  =  ^ ­ ^ ­ ^ ^ ( а О ­ Х ­ Я ­ В ^ Р ^ О ). 

Jeż eli  teraz  C(at)  =  q(a)C(t)  i  P(a/)  =  q(~a)P(t), 

to 

(29)  Y(0  =  <?(£)­'Y(0. 

Przedstawione  tutaj  właś ciwoś ci  grupowe  równań  statyki  układów  prę towych  lepko­

sprę ż ystych  wykorzystamy przy analizie sposobów  zabezpieczeń  konstrukcji  przed  wpływem 

ruchów  górotworu. 

Z  tego  niekompletnego  przeglą du  podstawowych  problemów  lepkosprę ż ystych  ukła­

dów  prę towych  wynikają  dosyć  jasno  podobień stwa  i  róż nice  tych  układów  do  sprę ż y­

stych.  W  niektórych  przypadkach  to  podobień stwo  pozwala  na  natychmiastowe  wyroko­

wanie  o  zachowaniu  się  konstrukcji  lepkosprę ż ystej. 

Wydaje  się  również  oczywiste,  że  przedstawione  tu  właś ciwoś ci  powinny  być  podane 

w  postaci  jasno  sformułowanych  twierdzeń  o  znacznej  ogólnoś ci  tak,  by  były  przydat­

nymi  w  zastosowaniach. 

4)  Wyraż enia  w  nawiasach  [] *   są warunkami  na niezmienność stanów naprę ż enia w  8$,  mimo  że 
<p  ф  I.  Wtedy  równania  (8)  bę dziemy uważ ali  za  równania metody sił. 
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4.  Wyznaczenie  Wpływu  ruchów  górotworu  na  konstrukcj ę  

W  tej  czę ś ci  wykorzystamy  ogólne  rezultaty, uzyskane w czę ś ci  poprzedniej, do  analizy 

stanu  naprę ż eń  i  przemieszczeń  konstrukcji  od  wpływu  ruchów  powierzchni  górotworu. 

M imo ,  że dla prostoty  rozważ ania  czę ś ci  poprzedniej  są  prowadzone  w  zakresie  lepko­

sprę ż ystym, to jednak moż na je przetransponować  na odpowiadają cy  im problem  sprę ż ysty 

(problem  3, rozdz.  3) i w takim  zakresie  praktycznie  wykorzystać. 

Podamy  teraz  odpowiedzi  na zadanie  postawione  w zakoń czeniu  czę ś ci 2. 

Okreś lenie  stanu  naprę ż enia  i przemieszczenia  w konstrukcji S%. 

Ruch  górotworu,  wobec  braku  sprzę ż enia,  okreś la  jednoznacznie  ruch  podpór  kon­

strukcji.  Jak wiadomo,  na stan  naprę ż enia  w konstrukcji  mają  wpływ  tylko  róż nice  prze­

mieszczeń  podpór.  Róż nice  te  wydzielić  moż na  z  całego  ruchu  konstrukcji  poprzez od­

rzucenie  ruchu  sztywnego.  Powstaje  pytanie jak dokonać  tej  operacji.  Odpowiedź  uzysku­

jemy w nastę pują cym  twierdzeniu: 

Twierdzenie  5.  Równania  (3) są  niezmiennicze  wobec  dowolnego  sztywnego  ruchu, 

nie  są natomiast  niezmiennicze  wobec  zmian  skali  czasowej. 

W  zakresie  sprę ż ystym  obowią zuje  oczywiś cie  niezmienniczość  wobec ruchu  sztywnego 

i  zmiany  skali  czasowej.  Twierdzenie  5 pozwala  wyznaczyć  przyrosty  przemieszczeń  pod­

pór  konstrukcji  podobnie jak w zakresie  sprę ż ystym. 

Stan  naprę ż enia  w  konstrukcji  okreś limy  znając  przyrosty  ruchów  podpór  i  obcią ż e­

nia  z równania  (3) lub (8) interpretując  je jako  równanie  metody  sił, w którym  Y jest ma­

cierzą  nieznanych  sił  hiperstatycznych,  P  obcią ż eniem  zewnę trznym  а  С  przyrostami 

przemieszczeń  podpór.  Stan  odkształcenia  uzyskamy  analogicznie,  traktując  równania 

(3),  (8) jako  równania  metody  przemieszczeń.  Wtedy  Y jest  macierzą  nieznanych  prze­

mieszczeń, P — to macierz znanych przemieszczeń, а С jest macierzą  sił w wę złach.  Rozwią­

zanie  moż emy  uzyskać  na  «drodze  sprę ż ystej»  wykorzystując  zależ noś ci (21). 

Wyznaczenie  dopuszczalnych  ruchów  konstrukcji  Ś S. 

a)  Równanie  (3) bę dziemy  interpretować  jako  równanie  metody  sił.  Wtedy  rozwią za­

nia  Y moż emy  traktować  jako  sumę  macierzy  Y =  Y i + Y 2 ,  które  są rozwią zaniami  rów­

nań  

Pierwsza  macierz  Y ,  sumy  jest  niezależ na  od  ruchów  górotworu,  natomiast  druga Y 2 

od  nich  zależ y. 

Ponadto stan  naprę ż enia  w konstrukcji  zależy  addytywnie od Y j  i P  oraz Y 2  i  С  czyli 

ruchów  górotworu.  Istnieje  zatem  moż liwość  sformułowania  warunku  ograniczają cego 

macierz Y 2 

Ad.l . 

Ad.2. 

(30) 
A­X­Y x  +  B­H ­P  =  0, 

A ­ X ­ Y 2 ­ C  =  0. 

(31)  Ц Е ЛИ < Li 'dop 
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oraz  dla  pewnych  procesów  deformacji  ograniczenia  na  prę dkoś ci  deformacji  (Ć)  i  prę d­

koś ci zmian  stanu  naprę ż enia 

(32)  | | K 2 Y 2 | |  <  L2

0p. 

Ponadto  zachodzą  relacje 

I IK iA^ ­X­C­ f r t f l l  <  Ll„ 
( 3 3 )  | | K 2 A ­ ^ ­ C  \\<L2

aof. 

Z  relacji  tych  moż na  wyznaczyć  dopuszczalną  klasę  ruchów  podpór  konstrukcji.  W  relac­

jach  (31),  (32)  i  (33)  macierz  K ( „ ) I j 2  Y 2 odpowiada  wielkoś ciom  wewnę trznym  w  konstruk­

cji  38. 

b)  Założ ymy  teraz,  że  moż emy  «przyspieszać»  lub  «opóź niać»  pewien  okreś lony 

proces deformacji  górotworu,  który wywołuje  ruchy podpór  okreś lone zmianami macierzy  С  

C(f)  ­+  C(at). 

W  tym  przypadku  wykorzystamy przekształcenia  u,  v  [(równania  (27,  (28),  (29)]  do  wyzna­

czenia  granicznej  wartoś ci  zmian  parametru  a  okreś lają cego  ruch  górotworu.  Uzyskujemy 

zależ noś ci 

[ ц # ) ­ в д | | а 1 , ^ « (1 р , 

(34)  [\Ш ~1К 2\2\\  ^  L d

2

o p ] o a 2 g r , 

agraniczne  =  m a X  [ a lg r >  a2gr]> 

które  pozwolą  wyznaczyć  dopuszczalne  przemieszczenia  podpór  konstrukcji,  okreś lone 

darametrem  a. 

Podkreś limy  tutaj  fakt,  że  rozważ ań  podobnych  do  przeprowadzonych  wyż ej  (p.  b) 

nie  moż na  przeprowadzić  w  zakresie  sprę ż ystym.  W  tym  istotnym  zagadnieniu  podejś cie 

sprę ż yste  jest  zupełnie  niemoż liwe. 

Ad.3. 

Wyznaczenie  ruchów  górotworu,  które  nie  zmieniają  stanu  naprę ż enia  w  konstrukcji  38. 

W  tym  przypadku  wykorzystamy  wyniki  zawarte  w  problemie  4,  poprzedniej  czę ś ci. 

Jeż eli  znowu  równania  (3)  bę dą  interpretowane jako  równania  metody  sił,  to  twierdzenie 

4  daje  nam  odpowiedź  na  pytanie: jaka  musi  być  wzajemna  współzależ ność  ruchów  góro­

tworu  i  sił  w  konstrukcji,  aby  stan  naprę ż enia  pozostał  bez  zmian?  Podobną  odpowiedź  

uzyskamy  wykorzystując  równość  (25). 

Ś wiadome  ingerowanie  w  stan  naprę ż eń  konstrukcji  moż emy  uzyskać  np.  przez  jej 

wstę pne  sprę ż enie.  Przy  tym  stan  naprę ż eń  powinien  być  tak  zrealizowany,  aby  spełnić  

jeden  z  warunków  (24),  (25). 

Reasumując  moż na  stwierdzić,  że  każ dy  ruch  i i , który  jest  sumą  ruchu  sztywnego  u 

i  ruchu  u'  spełniają cego  warunki  (24),  (25),  nie  wpłynie  na  zmianę  stanu  naprę ż enia  w  kon­

strukcji.  Stąd  też  należy  wymagać,  aby  prawidłowe  zabezpieczenie  konstrukcji  przed 

wpływami  ruchów  górotworu  spełniało  warunek 

(35)  ||и,­й|1  =  min (u =  u + u',  u ~ C), 

w  którym  u r  jest  macierzą  rzeczywistych  ruchów. 
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Przedstawione  propozycje  sformułowania  i  rozwią zania  tego  waż nego  zagadnienia 

teorii  konstrukcji  nie  mogą  pretendować  do  zupełnoś ci.  Podję ta  w  pracy  problematyka 

jest  zupełnie  nowa.  W  literaturze  obejmują cej  szeroko  poję ta  zagadnienie  brak  podejś cia 

podobnego  do przedstawionego  tutaj,  tym bardziej,  że już podstawy,  czyli  statyka  układów 

lepkosprę ż ystych,  są oryginalne  [6]. Konfrontacja  z  danymi  doś wiadczalnymi  może  wpro­

wadzić  pewne  zmiany,  lecz  wydaje  się, iż zasadniczej  struktury  poruszanych  w  pracy  pro­

blemów  nie  zmieni. 
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Р е з ю ме  

О С Н О ВЫ  Т Е О Р ИИ  С Т Е Р Ж Н Е В ЫХ  С О О Р У Ж Е Н ИЙ  У С Т А Н О В Л Е Н Н ЫХ  
Н А  Г О Р Н ЫХ  М А С С И В АХ  

В  р а б о те  ф о р м у л и р у ю т ся  о с н о вы  с т а т и ки  в я з к о у п р у г их  с т е р ж н е в ых  с и с т е м,  у с т а н о в л е н н ых  
на д е ф о р м и р у ю щ е м ся  г о р н ом  м а с с и в е.  О п р е д е л я ю т ся  о с н о в н ые  т и пы  з а д ач и м е т о ды их р е ш е н и я. 
О с о б ое  в н и м а н ие  у д е л е но  а н а л и зу  о б щ их  с в о й с тв  м а т р и ч н ых  у р а в н е н и й,  о п и с ы в а ю щ их  э ти  з а­
д а чи  [у р а в н е н ие  (3)], а  т а к же  в о п р о с ам  в з а и м о с в я зи  д в и ж е н ий  г о р н о го  м а с с и ва  и  с о о р у ж е н и я. 
Р а с с м а т р и в а е т ся  в о п р ос  о  н а х о ж д е н ии  д ля д а н н ой  к о н с т р у к ц ии  д о п у с т и м ых  д в и ж е н ий  г о р н о го  
м а с с и ва  (з а д а ча 4). З а д а ча  р е ш а е т ся  п у т ём  и с п о л ь з о в а н ия  г р у п пы  п р е о б р а з о в а н и й,  о т р а ж а ю щ их  
в л и я н ие  с к о р о с ти  в о з р а с т а н ия  п р о ц е с с ов  д е ф о р м а ц ии  г о р н о го  м а с с и ва на н а п р я ж е н н ое  с о с т о я н ие  
к о н с т р у к ц ии  3d. 
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S u m m a ry 

FOUNDATION S  OF TH E  THEOR Y  OF ROD STRUCTURES  BUIL T  IN  MININ G  AREA S 

In the paper  are formulated the foundations of statics of viscoelastic rod systems founded on the ground 
deforming due to mining exploitation.  The principal types of problems and methods of their  solution are 
presented.  Particular  attention  is paid to  the analysis  of general  properties  of the matrix equations of the 
problem (Eqs. 3) and to the problem of coupling of orogenic motions  with the structure. Other  problems 
considered concern the admissible motions of the foundation for  a given structure (Problem 4). The problem 
is solved  by introducing a group of transformations  which take account  of the  influence  of the increasing 
deformation rates of the rock foundation upon the state of stress within the structure. 
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