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1. Wstep

Przy obliczaniu obcigzen krytycznych plyt poza zakresem sprezystym korzystamy
7 dwéch koncepeji — podobnie jak przy badaniu statecznosci pretow Sciskanych. Pierw-
sza, tzw. koncepcja ustalonego obciaZenia zaklada, Ze po wyboczeniu obcigzenie nie ule-
ga zmianie, a w chwili utraty stateczno$ci powstaja natychmiast pelne strefy lokalnych
odcigzen (procesdw biernych). Druga koncepcja dopuszeza wzrastanie obciaZenia i roz-
wijanie sig stref proceso6w biernych w wyniku powstawania pozakrytycznych ugieé. W pre-
tach analogiczne podejscia taczy si¢ odpowiednio z nazwiskami ENGESSERA i KARMANA
oraz SHANLEYA (por. [29]). W odniesieniu do plyt pierwszg koncepcje zaproponowali
IeiuszyN [6] oraz HANDELMAN i PRAGER [4], a druga koncepcje — wzrastajacego obcia-
Zenia — zapoczgtkowali STOWELL [22] oraz PEARSON [14]**.

W poréwnaniu z pretami, znaczna komplikacjg w zagadnieniach stateczno$ci plyt jest
koniecznoé¢ uwzglednienia zlozonego stanu naprezen. Stosowano tutaj rozne teorie
plastyczno$ci. Na teorii odksztatceniowej, obok wymienionych prac [6, 22] opieral swoje
rozwazania BuLaarD [1]. Z prac korzystajacych z réwnan konstytutywnych teorii ply-
nigcia plastycznego, obok [4, 14] nalezy wymienié pracg [5] HoPKINSA.

Przytoczone prace dotycza ptyt prostokgtnych. Plytami kolowymi zajmowali sig
ToOLOKONNIKOW [26, 27], LEpik [9, 10] i Porow [16].

Podstawowa trudno$cia w koncepcji ustalonego obciaZenia jest wyznaczanie poloze-
nia stref proceséw biernych, zaréwno wzdtuz gruboéci ptyty, jak teZ w odniesieniu do jej
powierzchni $rodkowej. Trudnoéé te mozna obejéé w wielu przypadkach przez zastosowa-
nie metody przyblizonej ILiuszyna [6], ktéra zaklada zerowanie si¢ wariacji sit podtuz-
nych wewnatrz calej ptyty.

Rachunki znacznie upraszczajg sig, jeSli przekrdj petnoscienny zastapimy idealnym
przekrojem «sandwiczowymy. Taka aproksymacja czgsto stosowana w teorii plastycz-
nodci (por. [24]), pozwala na dobre opisanie zachowania si¢ konstrukcji. Przyjecie takiego
modelu plyty umozliwito Krusznikowowi [7] przeprowadzenie jako$ciowej analizy utraty

® Podstawowe tezy pracy zostaly przedstawione na sympozjum nt. statecznoéci, organizowanym
przez Oddziat £6dzki PTMTS i Instytut Mechaniki Stosowanej Politechniki £6dzkiej (.6dZ, 18-19.X1.1971).
** Przy cytowaniu literatury ograniczono si¢ do prac podstawowych 1 bezposrednio zwigzanych

z obecna praca. Obszerniejszy przeglad literatury dotyczacej wyboczenia plyt poza zakresem sprezystym
mozna znalezé w [29].
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statecznosci z punktu widzenia stosowania réznych koncepcji i réznych teorii plastycz-
nosci.

W obecnej pracy zajmiemy si¢ szczegbtowo obliczaniem symetrycznych postaci utraty
statecznodei idealnej, symetrycznej plyty tréjwarstwowej (w catym przekroju obowiazywaé
bedzie hipoteza odcinka normalnego, plaski stan naprezenia jest jednorodny wzdiuz
nos$nych warstw zewnetrznych o jednakowej grubosci i wlasnosciach). Bedziemy opierali
si¢ na liniowych réwnaniach teorii malych ugieé, przyjmujac materiat izotropowy i $cidli-
wy. Taki przekrdj pozwoli na otrzymanie $cistych rozwiazan, podobnych do znanych
z teorii statecznodci sprezystej, dla réznych koncepcji i teorii plastycznosci.

Otrzymane rozwiagzania przeanalizujemy w granicznym przypadku materiatu idealnie
sprezysto-plastycznego, a w oparciu o metodg rozdzielenia sztywnosci BILAARDA [2]
uogblnimy otrzymane wzory dla opisania ogélnej utraty statecznoéci plyty tréjwarstwowe;j
z wypeiniaczem lekkim.

Wszystkie rownania, i wzory podamy w postaci bezwymiarowej, a obok powszechnie
stosowanych, bedziemy postugiwali sie nastgpujacymi oznaczeniami:

A;, B;, C;, elementy macierzy sztywnosci,

C;, D; state catkowania,

o, f* bezwymiarowe ci§nienie radialne wedtug (2.16),

d,h grubo$é i odleglosé osi ciezko$ci warstw zewnetrznych
przekroju trojwarstwowego

Ep, O odksztalcenie 1 napreZenie na granicy plastyczno$ci przy
jednoosiowym $ciskaniu,

e = &g, wzgledne odksztalcenia gtéwne,

3 = &olep, ky = n;h/e, uogolnione odksztalcenia plaszczyzny $rodkowej,

E;, macierz transformacji w zwiazkach fizycznych,

E,v stale sprezyste warstw zewngtrznych,

G, modut odksztatcenia postaciowego wypetniacza,

fs = E§JE, f, = E,|E bezwymiarowe moduly: sieczny i styczny,

nj = Ny m; = My bezwymiarowe sily podluzne i momenty zginajace

2do,’ ' dho, ’
p = 2% bezwymiarowa intensywno$¢ zewnetrznego ci$nienia ra-
’ dialnego,

S; = 8;/0p, Si = s7—s(5,-+s5 bezwymiarowe napreZenia gléwne i intensywno§¢ od-
ksztatcen,

T wspbtezynnik katowy stycznej w punkcie bifurkagji stanow
réwnowagi,

u=ulh, w=wlh, @ bezwymiarowe przemieszczenie radialne i normalne oraz

kat obrotu normalnej do ptaszczyzny §rodkowej plyty,
E=rlh bezwymiarowa zmienna niezalezna,
x = pE argument funkcji Bessela.
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2. Podstawowe réwnania

W réwnaniach bedziemy postugiwali sig wariacjami odpowiednich wielkoéei statycz-
nych i kinematycznych, odpowiadajacych przejSciu od stanu tarczowego do bliskiego
stanu gietnego, spelniajgcego narzucone warunki brzegowe.

2.1. Réwnania réwnowagi. Dla symetrycznej postaci wyboczenia réwnania réwnowagi
elementu plyty (rys. la) mozna doprowadzi¢, zgodnie z teoria matych ugie¢ (por. [6]),
do postaci

d
(21) 7()‘61\71)—51\72 = 0, %(’6M1)_5M2 — "Nl (S(p
i (NQ*‘JNQ}df‘ ]
% " Gty D N g
Ny[dg+d(d)ir+dr)de =~
a / QVHJNHC’(JNJ]/{?d/‘@ i - ]
XQ 2 [IMy+d(0M)]fr+ dr)de # < Té' 5
‘ | =5 6p
4 (NQ*JNQ)G’F IL:— =
7y w
Rys. 1

Réwnania te przeksztalcimy do postaci bezwymiarowej korzystajac z podanych na wste-
pie oznaczen,

6n1—%(6n2-—6n1) = 0,
(2.2) :
6m1—?(6m2—6m1) = 2n, 4o,

gdzie kreska oznaczono rézniczkowanie wzglgdem zmiennej niezaleinej & = r/h.
Zgodnie z przyjetym modelem piyty o idealnym przekroju «sandwichy, sily podhuzne
i momenty obliczamy ze wzordw (rys. 1b)

(23) Nj = d(o’j‘-l—o’]‘), Mj = —dzl—l(o’}'-—-o';), dla j=1,2.

Wzory te obowigzuja réwniez w odniesieniu do wariacji odpowiednich wielkoéci i w po-
staci bezwymiarowej przyjmuja one postaé

2.4) ony = %(5sj++ 857y, omy = %(63}‘—63}) dlaj=1,2.

2.2. Zwigzki geometryezne, Zgodnie z przyjetym zatozeniem Kirchhoffa, w plycie bedzie
obowiazywala hipoteza odcinka normalnego

(2.5) de; = dgjo+20%;,
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dzigki czemu mozna obliczy¢ wariacje odksztalcenl de; = de;fe, w zewngtrznych war-
stwach plyty

2.6) bef = dayt Ok,

gdzie znaki +, — nalezy przypisa¢ warstwom zgodnie z rys. 1b.

Wielkosci n; i m; bedziemy dalej nazywali uogélnionymi sitami wewnetrznymi, a od-
powiednio 2; i k;— vogélnionymi odksztalceniami. Zwiazki gcometryczne pomiedzy
wariacjami uogdlnionych odksztalcen i przemieszczeniami plaszczyzny $rodkowej pisze-
my od razu w postaci bezwymiarowej

69i =—*(Sll,, 692=Lﬂ7

Ep g &

@7 1 1 6
4
ok, = —0¢’, ok, = —

€1 & @ 2 o &

2.3 Réwnania fizyczne. Zwiazek fizyczny pomigdzy wariacjami gléwnych naprezen
i odksztatcen zostal wyprowadzony w [28] i ma postaé

(28) (SSJ' = E,-,(Se,,, j, r = 1, 2,

gdzie obowiazuje konwencja sumacyjna dla powtarzajacego si¢ wskaznika. Elementy
macierzy Ej, zaleza od typu procesu i stopnia uplastycznienia materialu w rozpatrywa-
nym punkcie ustroju. W pracy [28] wyprowadzono wzory na E;, dla materiatu sprezysto-
plastycznego, Sci§liwego, izotropowego lub ortotropowego oraz dla réZnych teorii plas-
tycznoécei.

W obecnej pracy ograniczymy si¢ do materialu izotropowego, lecz $ci§liwego, oraz
do przypadku rownomiernego dwuwymiarowego ci§nienia

(2.9) $1 =85 = —p, 55 =0,
jakie bedzie wystgpowalo w stanie tarczowym rozpatrywanej plyty.

Typ procesu okreslimy wedlug znaku wariacji intensywno$ci napreZzen; po uwzgled-
nieniu (2.9) otrzymujemy

1

1 1 '
(2.10) ds; = 5 [(sl - 752) ds, + (sz— 7s1) (3.92.

1
= — 7(6s1+ 45s5,).

W przypadku procesdéw czynnych, a wigc takich, gdy ds; > 0, bedziemy korzystali
z nastgpujacych wzoréw, odpowiadajacych wzmocnieniu izotropowemu:
a) teoria odksztatceniowa

1 1
E\, =By = ﬁ(fs"'?’fz), E,=E,= ﬁBfr‘fs*z(l_z"’)fsfr],

(2.11a)
M = [B-(1-2)f][1+(1-2)/];
b) teoria plyniecia

1 1
E,=E,, =_M_(1+3ﬁ), E, = E,, :Tl—[—l+(1+4v)f']’

2.11b)
M =21+y)[l+{ =21
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We wzorach tych bezwymiarowe moduly: sieczny f; = E /E i styczny f; = E,/E, nalezy
przyjac¢ na podstawie proby jednoosiowego §ciskania.

Dla proceséw biernych, a wigc takich, gdy ds; < 0, w odniesieniu do przyrostéw obo-
wigzuje prawo Hooke’a i nalezy przyja¢ '
1 v

2 E12=E21= 1—»

—Y

7

(2.12) Eyy = By =

Przy postugiwaniu si¢ wzorami teorii odksztalceniowej na granicy strefy proceséw
czynnych i biernych moga wystapié nieciagtosci w wartoéciach przyrostéw naprezen.
Wynika to z braku cigglego przejscia od (2.112) do (2.12), gdy f; = 1. Przejécie takie
istnieje!? dla f; = 1. Sprzecznosci takiej nie wykazuje teoria ptynigcia plastycznego, gdyz
wzory (2.11b) sa niezalezne od wartosci f; modutu siecznego.

Po podstawieniu (2.8) do (2.4) i wykorzystaniu (2.6) otrzymujemy potrzebne réwnania
fizyczne, ktdre napiszemy w postaci macierzowej

n1 Al .B1 A2 -BZ 631

n2 ‘Bl Al B2 AZ 632
2.13 — )
( ) my A2 _B2 Al Bl 6161/2

m, B, A, By A, 0k,/2

gdzie elementy macierzy sztywno$ci wynosza

1
A= En+ER), By = it En),

(2.14) 1 1
Ay = (Bt ~En), B =5 (Bh—ED).

Przy postugiwaniu si¢ wzorami (2.11b) teorii plyni¢cia plastycznego réwnanie (2.13)
upraszcza si¢, gdyz wtedy 4, = B,.

2.4, Podstawowy uklad réwnan i jego rozwiazanie. Peiny uklad réwnan (2.1), (2.7) i (2.13)
mozna w drodze eliminacji doprowadzi¢ do dwéch réwnaif rézniczkowych z nieznanymi
funkcjami d¢ i du,

S’ + g (ﬂz - ”;T) dp =0,
(2.15 d

é du
ou" + —Eu———f_z = ozétp,

gdzie uzyto réznych oznaczen na bezwymiarowa promieniows sit¢ podiuzna

44 2 4, A
2 - = L , C = —m— — A
(2.16) g A~ 43 ,spnl Cu P H 2 24,
. _ 2A2 sz 2
*= AT 4% M T 7[1—/9 ’

D A. A. Niuszyn [6] wyprowadzit réwnania statecznosci dla stabo rozwinigtych odksztalcen plastycz-
nych, tj. przyjat we wzorach teorii odksztalceniowej fs = 1. Jak wynika z (2.11a) otrzymujemy wtedy
wzory na Ej zgodne ze wzorami (2.11b) teorii plynigcia plastycznego.

7 Mechanika Teoretyczna
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Przy ustalonych wartociach « i f* réwnania (2.15) sa réwnaniami rézniczkowymi
liniowymi odpowiednio Bessela oraz Eulera. Mozna je kolejno rozwiqzaé ze wzgledu na
poszukiwane funkcje dp i du, otrzymujac

(2.17) dp = C1J,(x)+C, Y1 (%),

- %‘6¢+D1 &+ %E‘ )
gdzie J(x) i Y, (x) sa funkcjami Bessela pierwszego i drugiego rodzaju o argumencie
x = B&. State calkowania C,, C,, D, i D, wyznaczymy z odpowiednich warunkéw brze-
gowych. Przy formulowaniu statycznych warunkéw brzegowych bedziemy postugiwali
sie wzorami na wariacje uogdlnionych sit promieniowych; wynikaja one bezposrednio
z (2.13) i (2.7) po podstawieniu do nich rozwigzania (2.17)

ou =

D
epon = ‘2"A‘8—x"(A1Bz—B1A2)(C1J1+C2 Y)+ (4, +BJ)D1“(A1—Bl)Tzza
1
(2.18)
i A}
spéml =—*2— Al—;l— (C1]0+C2Y0)+
L
ﬂ A2 . C A X D _ _ D2
+—x— T(Az—Bz) (A, =B [(CL I+ Co Y3)+ (Az+By) Dy — (4, Bz)?-
1

3. Rozwigzanie wedlug koncepcji wzrastajacego obciazenia

JYesli przyjmiemy, ze w chwili utraty statecznosei cata plyta jest uplastyczniona, a strefy
lokalnych odciazen powstaja dopiero w wyniku ugig¢ plyty, to dochodzimy do koncepcji
wzrastajgcego obcigZenia. Przy takim podejéciu rozwijaniu si¢ stref proceséw biernych
towarzyszy wzrost obciaZzenia ponad warto$¢ krytyczna, a kat nachylenia krzywej p(w)
w punkcie bifurkacji jest na ogét rézny od zera (rys. 2). Koncepcja ta byla zaproponowa-

i

P/Pr
e}
%
f : arctgr
70 w,

Rys. 2

na przez SHANLEY’A do analizy wyboczenia pretéw i zastosowana przez STOWELLA [22]
do obliczania obcigZenia krytycznego plyt prostokatnych.

Zasadnicza cecha tej koncepcji jest jej duza prostota. Pozwala ona na znaczne uprosz-
czenie réwnan i ich rozwigzaf, a jesli polaczymy ja z teorig odksztalceniows, to otrzy-
mujemy dobrg zgodno$¢ z eksperymentami wykonanymi na ptytach prostokatnych (por.

[29D).
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Nalezy tutaj podkredli¢ réznice migdzy wzorami na obcigzenia krytyczne dia pretéw
i plyt. Jesli w pretach podej$cie SHANLEYA sprowadza sie do zamiany modutu sprezysto-
éci modulem stycznym, to w plytach rozwigzania oparte na teorii odksztalceniowej za-
leza zaréwno od modutu stycznego, jak tez siecznego. Wynika to ze wzoréw (2.11a),
a zgodnie z pracg STOWELLA [22] udzial poszczegélnych moduléw silnie zalezy od warun-
kéw brzegowych.

W przypadku plyty «sandwiczowej» wystapia procesy czynne?) w catej ptycie w chwili
wyboczenia. Prowadzi to do zaleznosci £, = E;; = EY%., skad wynika

3.1) A, =B, = 0.

Dziegki temu réwnania fizyczne rozprzggaja sie — przyrosty sit podfuznych i momentéw
zaleza odpowiednio tylko od przyrostéw odksztalcen plaszczyzny $rodkowej lub tylko
od przyrostéw krzywizn

(3.2) on; = 2C;03,, om; = C;,0k,,

J
gdzie elementy macierzy C;, wynosza
A4 B
(3-3) Ciy=0Cyy = Tl = Efl’ Ci =Gy ___71 = Efz-

Rozprzezenie réwnan fizycznych umozliwia korzystanie ze znanych rozwiazan spre-
zystych, jedynie ze zmienionymi wspdlczynnikami, zaleznymi od 4; i B;. Pokazemy to
na przykladach najczgéciej przyjmowanych warunkédw brzegowych.

3.1. Obcigzenie krytyczne plyty utwierdzonej i przegubowo podpartej, Przy stosowaniu po-
dej$cia wzrastajacego obcigzenia w calej plycie bedzie obowigzywalo rozwigzanie (2.17).
7 warunku istnienia skoniczonych wartosci przemieszczen w $§rodku plyty wynika
C, = D, = 0 i rozwiazanie przyjmuje prosta postaé

3.4 dp = CJ (x), Oou=DE.

W plycie utwierdzonej warunek brzegowy (&) = 0 bedzie spetniony po wybocze-
niu, jesli
(3.5 Ji(x) = J(BE) = 0.

Odpowiednie réwnanie charakterystyczne dla ptyty przegubowo podpartej uzyska-
my z warunku dm,(£) = 0; po elementarnych przeksztatceniach (2.18) otrzymujemy

C
(3.6) ) X Jo(x)— ( - —C—IZ—)-A(XI) = 0.
22
Rozwiazanie x; = B&; réwnan (3.5) lub (3.6) pozwala obliczyé obcigzenie krytyczne
Dwr = —n wedhug (2.16)

2
x; Cyy

(3-7) Prr = %2¢ 512
=cp

2 Jedli w przekroju tréjwarstwowym w jednej z warstw nosnych bedzie zachodzit proces bierny, a w dru-
giej czynny, to bedziemy moéwili o procesie czynno-biernym. Czeéé plyty, w ktorej zachodzi taki proces
nazwiemy obszarem lub strefa czynno-bierna. Podobnie definiujemy obszary czynne i bierne.

7%
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W przypadku plyty utwierdzonej pierwiastki réwnania przestgpnego (3.5) nie zaleza
od wspbtczynnikéw C;, (najnizszy pierwiastek x; = 3,8317).

W zakresie sprezystym otrzymujemy taka sama posta¢ réwnan charakterystycznych,
W przypadku plyty przegubowo podpartej 1—C5/Cyy = 1=, a py, = x5/2(1 —v2)e, &2,
co po uwzglednieniu uzytych wielkoéci bezwymiarowych daje wyniki znane z teorii sta-
tecznodci sprezystej (por. [25]).

3.2. Obliczenie kata nachylenia stycznej w punkeie bifurkacji. Nachylenie stycznej do krzywej
«obciazenie-ugigeien w punkcie rozdwojenia stanéw réwnowagi (rys. 2) opiszemy
wielko$cia (por. [10])

1 dp

__ i)
wp=0 Prr OWo |yg=0

dw

(3.8)

gdzie wy oznacza ugiccie w Srodku plyty.
Przyrost ugigcia w §rodku plyty obliczymy przez scatkowanie (3.4),

&r X1
C C
(39) wo = [ dpas = St [ n@ix = S 1=Tua),
[4] 0
a przyrost obcigzenia obliczymy wediug (3.2),
D
(3.10) op = —dn (&) = “‘8—1(1414‘31)-
14

Dalsze postgpowanie bedzie podobne do tego, jakie zaproponowal Lepix [10]. Wa-
runek wystgpowania procesu czynnego w jednej z warstw dsE > 0, po uwzglednieniu
(2.6), (2.8) i (2.9), mozna lacznie napisaé

03, + d2, 1

@.11) TGk, C 2

Dla rozwiazania (3.4) powyzsza nieréwnoéé mozna doprowadzié do postaci

612 =k > g A

W przedziale 0 € x < 3,8317 funkcja |Jo(x)| < 1 i jako stosunek D,/C, mozna przyjaé

D B
3.13 —L=-L
(313) =
fizycznie odpowiada to przejsciu jednej z warstw w §rodku plyty od procesu aktywnego
do biernego.
Po podstawienin wyprowadzonych zalezno$ci do (3.8) otrzymujemy poszukiwany wzér

na wspdlczynnik katowy stycznej w punkcie bifurkacji stanéw réwnowagi

_ 1+Cy,/Cyy

(.19 B 1=Jo(xy)

gdzie C,, i Cy, liczymy wedlug wzordw (3.3).
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4. Koncepcja ustalonego obciazenia

W plytach, podobnie jak w pretach, mozna obliczy¢ asymptotyczng wartos¢ obcia-
zenia jakie moze powstaé w wyniku powstania stref lokalnych odcigzefi przy nieogra-
niczonym wzroscie ugigé (opieramy si¢ na geometrycznie liniowej teorii matych ugiec).
Zamiast rozpatrywaé pozakrytyczne stany réwnowagi mozna od razu obliczyé odpo-
wiednia warto§¢ obciazenia krytycznego zakladajac, ze w plycie natychmiast po wybo-
czeniu wystapia rozwinigte strefy czynno-bierne, a warto§¢ obcigZenia nie ulegnie zmianie.

W pretach takie podejécie Engessera-Karmana sprowadza si¢ do obliczenia odpo-
wiedniego modulu zredukowanego. W plytach problem jest znacznie bardziej skompli-
kowany ze wzgledu na zloZony stan napreZzen. Gidéwna trudnodcia jest tu wyznaczenie
granicy wystgpowania obszaréw czynno-biernych. Odpowiednie réwnania, wyprowadzo-
ne dla teorii odksztalceniowej przez ILiuszyNA [6}], a dla teorii plyniecia plastycznego
przez HANDELMANA 1 PRAGERA [4] oraz HoOPKINSA [5], moZna scalkowaé jedynie w nie-
licznych przypadkach. Wynika stad zainteresowanie metodami przyblizonymi rozwiazy-
wania poszczegbinych zadan. .

Przy obliczaniu plyt kotowych LEpik [9] zastosowal metod¢ Bubnowa-Galerkina,
a TOLOKONNIKOW [26] i Porow [16] otrzymuja przyblizone wartoéci obcigZzef krytycz-
nych dzigki zatozeniu rozkladu stref lokalnych odciaZef. Proste rozwigzania mozna otrzy-
ma¢ przez polaczenie metod wariacyjnych z zaloZzeniem ILIUSZYNA 0 zerowaniu si¢ wariacji
sit podtuznych wewnatrz ptyty (por. [6, 17)).

Najpierw zajmiemy si¢ rozwiazaniem przyblizonym metoda Iliuszyna, gdyz w plycie
tréjwarstwowej jest ono podobne do rozwiazywania otrzymanego wedlug koncepcji
wzrastajacego obciaZenia.

4.1, Metoda przyblizona Diuszyna. Aby uproécié obliczenia ILiuszyN [6] zalozyl, Ze
w koncepcji stalego obcigzenia wariacje sit podhiznych sg réwne zeru nie tylko przy
brzegu, ale tez wewnatrz calej plyty,

@.1) 81y (&) = dn,(8) = 0.

Dzigki temu mozna z dwéch pierwszych réwnan fizycznych (2.13) obliczyé d2;, a po
podstawieniu do réwnaf na dm; wyrazié je tylko poprzez krzywizny. Otrzymamy w ten
spos6b wzory (3.2), na wariacje momentéw domy;, gdzie wspblczynniki C;, wyniosa
A 1
Ciy=Cyy = Tl - m [(A1A2"B1B2)A2+(A1B2—A2B1)B2],
B 1
2 2(41-B)

“4.2

Cio=0Cy = [(A; 4, —ByB,)B,+(A; B,— A, B))A4,].

Przy postugiwaniu si¢ teoria plyniecia plastycznego 4, = B, i wzory (4.2) znacznie uprasz-
czajg sie,
A, A3 B, A3
ST, Cu= o
2 A+ B, 2 A,+B,

Rozprzezenie ukladu réwnan fizycznych umozliwia poslugiwanie sig roniqzaniami
(3.5) 1 (3.6) ze wspblczynnikami (4.2) liczonymi dla proceséw czynno-biernych. W kazdym

(4.2a) Cy, =
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punkcie plyty jedna z warstw bedzie docigzana, a w drugiej wystapi proces bierny; zazna-
czono to na rys. 3, gdzie nie zaczerniona czg$¢ odpowiada procesowi biernemu.

4.2. Rozwiazanie icisle dla plyty przegubowo podpartej. Zajmiemy si¢ teraz rozwigza-
zaniem Scistym, polegajacym na odrzuceniu zatozenia Iliuszyna (4.1). Przyjmiemy, ze

a) b) y
E—— _L__._-_—._}L
D L 7
. £o=2409/
fl ’(Z/ﬂ A|/ §[=3;832/ﬂ J
Rys. 3

w przypadku przegubowego podparcia rozklad stref réznych typdw proceséw bedzie
taki, jak na rys. 3a (w calej plycie zachodza procesy czynno-bierne — w warstwie zaczer-
nionej czynne, a w dolnej nie zaczernionej — bierne).

W przypadku plyty kolowej C, = D, i wariacje vogdlnionych odksztalceri powierz-
chni §rodkowej (2.7) zgodnie z (2.17) wynosza

day = — ﬂ O+ —— 02, = ﬂ —5—0k,+ al
ok, = C, 5 § (Jo ) ok, = C, f,, .

Wariacje uogélnionych sit promieniowych (2.18) mozna doprowadzi¢ do nastgpu-
jacej postaci:

2 24,

on, = (BZ B 4, )5152‘*‘ - (4,+B)),

4.9
omy = Cy, 0k, +Cy, 0k, + '"E—l (A2+ By),
P

gdzie przez analogig do (3.2) uzyto oznaczeft

A, A

4.5 -2 42 = P
“3) Cui 2 24,° 2 24,

Warunki brzegowe _
(4.6) ony (&) = om (&) =0

beda spelione, jesli wyznacznik gléwny ze wspbiczynnikéw przy C, i D, w (4.4) bedzie
zerowal si¢. Otrzymujemy stad réwnanie charakterystyczne o postaci analogicznej do
(3.6),

4.7 xljo(xl)_[l_ glz + (A2+B2)(4,B,—B, 4
1

(41— 45)(A4+B))

W teorii plynigcia plastycznego 4, = B, i bedziemy postugiwali sig réwnaniem

2) ]Jl(xl) = 0.

i ' ' C 43 4
4.7a Jole)— |1 - =212 2 L ] =0.
( ) x’ O(XI) [1 Cll + Alcu Al +B JI(XI)
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Po rozwigzaniu rownania (4.6) obcigzenie krytyczne obliczymy z (3.7), przyjmujac
C,, wedlug (4.5),. :

Nalezy jeszcze sprawdzié, czy dobrze zostat przyjety typ proceséw zachodzacych przy
wyboczaniu sig ptyty. Jedli bedzie wystgpowat proces bierny w dolnej warstwie (rys. 3a),
to powinna byé w niej spetniona nieréwnoéé (3.11), w ktérej ze wzgledu na pierwszy
(podstawowa) forme¢ wyboczenia mozZna opuéci¢ znak bezwzglednej warto$ci. Po podsta-
wieniu (4.3) mozna (3.11) przeksztalci¢ do postaci

2(4,B,~B;A;)  J(x)
(Al“Az)(A1 +B1) X

Przy wzrastajacej warto§ci argumentu 0 < x < 3,832 funkcja J,(x) maleje, natomiast
J,(x)/x wzrasta, Wystarczy wigc zbadaé czy zachodzi nieréwnosé przy podporze dla
wartoéci x = x;, ktora jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego (4.7). Mozemy
stad obliczyé Jy(x;) 1 zamiast (4.8) zbadaé czy

(4.8) Jo(x) =

Cia , (A2+By)(4,B,—B,4y) 24, B,— By 4)

- > .
Ciy (A} —A45)(4,+B;) - (Ay~A42)(4; +By)
W drodze elementarnych przeksztalcen mozna doprowadzi¢ tg nierdwno$¢ do postaci
4.9 fB3=0-2)f]=0,

ktéra jest zawsze spelniona. Przy stosowaniu wzordéw (2.11b) teorii ptyniecia plastycznego
haleiy przyjaé f, = 1.

W ten spos6b wykazali§my, Ze poprawnie przyjeliSmy obszar czynno-bierny w calej
plycie tréjwarstwowej. Do podobnego wniosku doszedt Lepik [9] okre$lajac rozkiad
stref w plycie pelno$ciennej. Natomiast ToLOKONNIKOW [26] i Porow [16] zaktadali wyste-
powanie strefy proceséw czynnych w calych przekrojach przypodporowych, co nie wy-
daje sie by¢ uzasadnione.

4.3, Rozwiazanie cisle dia plyty utwierdzonej. Zajmiery si¢ drugim skrajnym przy-
padkiem podparcia brzegu. W plycie utwierdzonej moga wystapi¢ dwa przypadki roz-

‘ a) y b y
A7 7T —-H-j«L !:'*—I—'—“'—I[—':#
_gf—l k B €r . a
&r J £ {
£ : -7
Rys. 4

ktadu obszaréw réznych typéw proceséw. RozwaZamy najpierw przypadek og6lniejszy,
ktéremu odpowiada rys. 4a.

W plycie obok obszaré6w czynno-biernych moze wystapi¢ obszar bierny, ktérego
nie bylo przy stosowaniu zatozenia Hiuszyna (por. rys. 3b). W obszarze tym, wobec jed-
nakowego typu proceséw zachodzacych w zewnetrznych warstwach, bedzie

117 plt __ _
Az = B —-—O!II—O,
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co nieco uprosci dalsze réwnania. Aby skréci¢ zapis, wielkosci odnoszace si¢ do poszcze-
gbélnych obszaréw opatrzymy odpowiednimi indeksami. W punktach styku obszaréw
argument x bedzie miat dwa indeksy, z ktérych dolny oznacza punkt, a gérny obszar:

(4.10) x=f:6, r=LI s=11IL1I

Punkty & i &, rozgraniczaja rézne obszary i je$li uméwimy sie, ze warstwa ,,+
bedzie warstwa dolng na rys. 4a, to bgda obowigzywaly réwnania wynikajace z warunku
os; = 0:

@11) 03,403, | _L '(?_9‘1+692 1
' Sy +0ky e, 27 Oky+0ky e, 2

W punktach tych musza by¢ spetnione warunki ciggtoéci
Sy = Sgitt, (B = (BttY,

@12 bup = bt () = gy, 0TI
a w punkcie konicowym &; warunki brzegowe
(4.13) dp; =0, dny(&) =0.

Otrzymujemy w ten sposéb komplet dwunastu réwnafi na wyznaczenie stalych Cj,
Djdlas=LILULij=1,2 (przyjmujemy C; = D} = 0) oraz wsp6lrzednych &, £
i £;. Poniewaz réwnania sa liniowe wzglgdem statych C; i D, to mozna te stale wyelimi-

nowaé i zamiast jednego réwnania charakterystycznego otrzymaé nastepujacy uktad
réwnan:

I
x
111 Jé(x}) = 0,
X1

“414) 4" x)+d YV (x) = 0,

[ = K)o () — () o ()] + [k Ge) 2o (xi) — (xid) 2T (61 )] ds +
+ [(;kx)* Yo (xit) ~ (11')? Yo (x11)] d, = 0,

by J5"(x10) +b2 Yo' (x11) +

gdzie wprowadzono oznaczenia

by = - (AVIYE - 51V,
b, = il IIJI yII 1 71 JIE
2 = —2—(""x1 JlJO +x1J0J1 )GI’
@15)  dy = (HPYIIEY by + (Y EYS SE VS bl
@y = (= XTI byt (~ VPTG VI bl

I
Ka = ?.I:—k'

I 172
U N P O ]’ p o Ai+B
H

T HE T @) — (b T A4 -BY’
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W podanych wspdtczynnikach uzyto skrdconych oznaczen wartoéei funkeji Bessela,
zgodnie z przyjetymi indeksami, np. Ji"le, = J (xI{"). Jako mnoznik po prawej stronie
tych wspbiczynnikéw wystepuje /2, co wynika ze zwiazku (por. [12]),

[ Vo) = Jo() Yy ()] = =

Uklad (4.14) zastgpuje réwnanie charakterystyczne (3.5) z koncepcji wzrastajacego
obciazenia i moze byé tatwo rozwigzany w drodze kolejnych préb. Posta¢ uktadu narzuca
metode rozwiazywania. Jesli mianowicie bedziemy ustalali wartoéci xI, to mozna wtedy
obliczyé b, oraz b, 1 rozwigzaé réwnanie (4.14), ze wzgledu na xi1. Z kolei mozna obli-
czyé wspdlczynniki d; oraz d, i rozwiazaé (4.14), ze wzgledu na x;. Warto§¢ x} nalezy
tak dobraé, aby bylo spelnione réwnanie (4.14),, tj. £ = 0.

Jeéli podczas rozwigzywania bedzie x3' > x; to oznacza, Ze strefa bierna dochodzi
do podpory i nalezy rozpatrzeé rozklad obszaréw, jak na rys, 4b. W tym przypadku liczba
réwnan (4.11) i (4.12) maleje i zamiast (4.14) otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan:

byJi(x)+b, Y1l (x) = 0,

" 4.16
(4.16) 1= KoxtToG)— (2 12() = 0,
gdzie wspéiczynniki b, i b, zostaly okreSlone w (4.15), a K}, wynosi

(1) 4 (AF+ BY)
A5[(A)7 = (A5 (AT~ BY)

4.17) Ky =

Uzyte w réwnaniach (4.14) i (4.16) wspdiczynniki b; i d; wynikaja z réwnan ciag-
loéci i sg stosunkami odpowiednich stalych,

(4.18) CHCi=b;, CMCl=d; dla j=1,2.

Tak wiec typ stref przy brzegu plyty utwierdzonej bgdzie ustalony w trakcie obliczen
i nie jest zaktadany a priors, jak to uczyniono w pracach [26] i [16].

5. Materiat idealnie plastyczny

RozwazZajgc modele materiatu ze wzmocnieniem nalezy pamigtaé, ze moduly styczny f
i sieczny f; nie sa niezalezne, lecz powiazane charakterystyka materiatu o(e). Przy przejécin
do materiatu idealnie plastycznego we wzorach (2.11) nalezy przyjaé f; = 0, natomiast
12 f; 2 0. Taka niejednoznaczno$é begdzie miata wplyw na wyniki obliczer, totez zaj-
miemy si¢ dokltadniej tym przypadkiem (por. tez [8], [10]).

Wszystkie wzory podamy dla teorii odksztalceniowej, gdyz jak wskazaliémy w p. 2.3
przejicie do teorii plyniecia uzyskamy przyjmujac fi = 1. Potrzebne wspéiczynniki po-
damy dla réznych koncepcji:

a) wzrastajace obciaZzenie

—_— p—rq fs—_—
(5.12) Cu=~Co= 35T 2y
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b) ustalone obciazenie, przyblizona metoda Iliuszyna

fs

(5-1b) Cyy=~-Cp, = T—f—?l—-f-‘lm’

c) ustalone obciazenie, rozwigzanie Sciste (dla procesu czynno-biernego przy pod-
porze)

s _ .Sl
(5.1c) T s sy A Ll T c iy v

Tak samo jak w p. 5 rozpatrzymy dwa przypadki warunkéw brzegowych.

5.1. Plyta przegubowo podparta. Wspdtczynnik 1—C,,/C,; w réwnaniu (3.6) bedzie
réwny 2, jak wynika ze wzordw (5.1a) lub (5.1b) i rozwiazanie x; = O bedzie niezalezne
od f;. Mozna w tym przypadku okreslié granice stosunku obcigzef krytycznych liczo-
nych wedtug (3.7) dla przypadkéw a) i b), okreSlonych wzorami (5.1a) i (5.1b),

p_ 2B=(1=2)f]

5.2.1 =limy, = lim*—~ = =~ > 2%
( ) &1 = fi0 s fi—0 Pa 3+ (1+49)f;
9
P
5
I 4
70 | | | | ﬁ
YO0 02 04 06 08 10
Rys. §

Wspblezynnik g,(f;), okredlajacy wzgledna warto$é obciaZenia liczonego wedtug me-
tody Iliuszyna w stosunku do koncepcji wzrastajacego obcigZenia, wynosi dla skrajnych
wartoéci f; (rys. 5)

O =2 g)=1

Je$li postugujemy sig¢ rozwigzaniem Scistym w koncepcji ustalonego obcigzenia, to
wspolezynnik przy J(x) w réwnaniu (4.7) wynosi tez 2. Wspélczynnik g, obliczymy
Jako gramcq stosunku obciazer krytycznych liczonych wedtug koncepcji ustalonego
i wzrastajqcego obcigZenia przy uzyciu wzoréw (5.1a) i (5.1c),

(5.2.2) g, = limy, = lim Pe _ 2[3~(1-2v)f]

fi0 fis0 Pa 34+92—v)f;
Warto§¢ tego wspétezynnika dla f; = 0 wynosi g,(0) = 2, natomiast dla f; = 1 warto$¢
g(1) = 11 zalezy od wspélczynnika Poissona ». Na rys. 5 pokazano wykresy tych wsp6lt-
czynnikéw dla ustalonej wartoéci » = 0,3.
W rozpatrzonym przypadku graniczna wartodé wspolczynnika katowego T stycznej
w punkcie bifurkacji wynosi

(5.3) lim 7 =2.
fi—0, x>0
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Wyniki otrzymane dla plyty przegubowo podpartej majg znaczenie czysto teoretyczne,
gdyz odpowiadaja przypadkowi granicznemu x, - 0. Z (3.7) wynika, ze &pltPir — 0,
co dla py, —» 1 prowadzi do wniosku, ze promiea plyty & — 0. W takim przypadku
przestaja obowigzywal zalozenia plyt cienkich, na ktérych oparliSmy caly analize.

52. Plyta utwierdzona. Pierwiastek réwnania (3.5) obowigzujacego w koncepcjach
a) i b) jest niezalezny od wlasnosci materiatu i wynosi x; = 3,832. Analiza réwnan (4.14)
wskazuje, ze przy f; - 0 przy podporze pojawia si¢ obszar proceséw czynnych i nalezy
sic postugiwa¢ uktadem (4.16).

Jedlif; = Oto K, = 0irdwnanie (4.16), jest spetnione dla x{ = 0. Oznacza to, ze w ca-
tej ptycie zachodzi proces czynny i nalezy postugiwacé si¢ wzorem (5.1a) dla C{,. Poniewaz
w tym przypadku b, = 1 i b, = 0, réwnanie (4.16), przechodzi w (3.5). Tak wiec obcia-
zenie krytyczne obliczane metoda §cisla wedtug koncepcji ustalonego i wzrastajacego ob-
cigzenia przyjmuje w plycie utwierdzonej tg samg warto§¢ (g, = 1)

(5.4) limp,, = 22t MO
' S0 2&te, &ep3—-(1-2)f]

Graniczna warto§¢ wspolczynnika katowego t w punkcie bifurkacji wynosi zgodnie
z (3.14)

(5.5) lim 7 =0.
ft—0
xi—>3,832

Poniewaz wartoéci g, nalezy liczyé wedtug wzoru (5.2.1), wigc wynika stgd wniosek,
Ze obcigZenie krytyczne liczone wedtug metody Iliuszyna bedzie dla f, - 0 wyzsze od
obcigzenia wyznaczonego metodg Scista. W granicznym przypadku f, = 0 postugiwanie
sie metoda Iliuszyna moze prowadzié do znacznych bledéw.

W pracy [17] przeprowadzono obliczenia dla plyty kotowej, wykonanej z materiatu
sprezysto-plastycznego, o zaleZnodci o—e aproksymowanej wzorem Ylinena: gfo =
= E-'(1—c|o/o,])/(1—]|o/o,|). Obliczenia prowadzono metodg odwrotna, czyli ze dla
ustalonych wartodci py, okre§lano f; i f; 1 obliczano &;. W takim postgpowaniu otrzymy-
wano duze réznice wynikéw przy stosowaniu metody Iliuszyna, gdyz dla f; — 0 wartoéci
g — 2.

Przeprowadzona analiza materiatu idealnie plastycznego rozszerza wnioski podane
w pracach Lepixa [8, 10], gdyz zostala dokonana w oparciu o rozwiazanie §ciste kon-
cepcji ustalonego obcigZenia. Z drugiej strony zostala ona wykonana dla plyty tréjwarstWo-
wej, ktéra zastapiliémy plyte pelnoscienng.

6. Przyklad numeryczny

Aby uniezaleznié sie od charakterystyki materiatu o—e, obliczenia numeryczne wy-
konano w oparciu o wzory teorii plastycznego ptynigcia. Obliczenia prowadzono metoda
odwrotna, ktéra polegata na obliczaniu obciazen krytycznych p = py,e,&r dla ustalonych
warto$ci modutéw stycznych f; = E,/E. Wszystkie obliczenia' wykonano dla materiatu
Sciliwego, gdy wspétezynnik Poissona » = 0,3.
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Wartoéci funkcji Bessela wzieto z tablic [20, 23], w ktorych przyrost argumentu Ax =
= 0,01. Wartosci poSrednie otrzymywano z interpolacji liniowej, zachowujac 5 cyfr
znaczacych.

W tabl. 1 podano wartosci p dla plyty przegubowo podpartej, obliczone wedtug kon-
cepcji wzrastajacego obcigzenia oraz wspofezynniki y, 1y, dla metody przyblizonej Iliu-
szyna i rozwiazania §cistego wedtug koncepcji ustalonego obcigzenia.

Tablica 1. Plyta przegubowa podparta, teoria plastycznego plynigeia, » = 0,3

fi Puwzr Y1 Y2 Y2ly1 ]’ T
0 0 1 1,440 1,440 2
0,005 0,00861 2,277 2,324 1,021 1,180
0,01 0,01975 2,622 2,646 1,009 1,021
0,02 0,04026 1,859 1,877 1,010 1,011
0,05 0,09437 1,823 1,851 1,015 1,097
0,1 0,17978 1,704 1,733 1,017 1,175
0,2 0,33259 1,532 1,552 1,013 1,290
0,5 0,70200 1,239 1,244 1,004 1,482
Prgr = pkrslzep = %xlchl

V1= Py iPyzpr Y2 = Pust.se Py

Tablica 2. Plyta utwierdzona, teoria plastycznego plynigcia, » = 0,3

Pierwiastki rownafi (4.14) lub (4.16)
Si Pwzr V1 Y2 Y2ly1 T X x5
x xip x'
0 1,4117 | 1 1 1 0 0 — 3,832
1,152
0,005 1,4300 | 1,013 | 1,043 | 1,030 | 0,0061 — 3,913
1,400
1,344
0,01 1,4483 | 1,034 | 1,068 | 1,034 | 0,0360 il — 3,960
1,630
1,550 3,780
0,02 1,4846 | 1,046 | 1,102 | 1,053 | 0,0727 A - 3,326
1,874 3,126
1,770 3,328
0,05 1,5917 | 1,099 | 1,160 | 1,056 | 0,1612 A — 3,446
2,120 2,779
' 95 3,130
0,1 1,7647 | 1,153 | 1,205 | 1,049 | 0,2852 1952 — 3,566
2,302 2,653
2,133 2,940
0,2 2,0015 | 1,191 | 1,223 | 1,027 | 0,4634 —_— S 3,693
2,448 2,562
3,320 2,655
0,5 29411 | 1,137 | 1,142 | 1,004 | 0,6844 3,807
2,495 2,469

31

2 1 2
wzr = Pppél £p = il cla,

P =Pt tPwzr Y2 = Pustte Py,
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Wyniki obliczen dla ptyty utwierdzonej zestawiono w tabl. 2. Podano tutaj wartoéci
xt, xI* 1 x; rozgraniczajace obszary czynne od czynno-biernych. Widaé, ze dla matlych
modutéw f; < 0,01 obszar czynny dochodzi do utwierdzenia.

Otrzymane wyniki potwierdzaja wniosek, jaki czesto wyciggano w oparciu o znacznie
skromniejsze dane numeryczne (por. np. [9, 16]), o dobrej doktadnosci metody przybli-
sonej Iliuszyna. W przypadku plyty swobodnie podpartej réznice w odniesieniu do me-
tody £cistej ustalonego obcigzenia (z wyjatkiem f; = 0) nie przekraczaja 2%, a dla plyty
utwierdzonej — 6%,.

7. Uogdlnienie wynikéw na rzeczywista plyte tréjwarstwows

Zgodnie z zatoZeniami przyj¢liSmy, Ze przekrdj tréjwarstwowy ma aproksymowaé
przekrdj petlnoécienny, Otrzymane wyniki mozna wykorzysta¢ réwniez do obliczenia sit
krytycznych w rzeczywistym przekroju tréjwarstwowym. W takich plytach duzy wplyw
na ugiecia majg odksztalcenia postaciowe wypelniacza i stosowana przez nas hipoteza
Kirchhoffa (2.5) odcinka normalnego w odniesieniu do calego przekroju moze prowadzié
do znacznych bleddéw (por. [21]). Zajmiemy si¢ teraz uogdlnieniem rozwazan na przypa-
dek ogdlnej utraty statecznoéci plyty trojwarstwowej w oparciu o metode Bijlaarda roz-
dzielonych sztywnoéci.

W pracy [2] BULAARD zaproponowal obliczanie obcigzenia krytycznego wedtug wzoru

(.0 pr=pot [+ 1)
Py D>

w ktérym p, jest obcigZeniem krytycznym liczonym dla oddzielnych warstw no$nych
(zewngtrznych), p, — obciazenie krytyczne bez uwzglednienia wplywu odksztalcen posta-
ciowych wypetniacza, p, — obciazenie krytyczne tylko od odksztalcenn wypelniacza. Przy
liczeniu p, i p, pomija si¢ sztywnosci wlasne na zginanie warstw noénych.

W naszym przypadku obciazenie py, liczone wzorem (3.7) odpowiada p, w (7.1).
Jak wykazano w [2] dla wszechstronnego plaskiego $ciskania, sita p, jest niezaleZna od
formy wyboczenia i wynosi

7.2 U
() . P2=—E_——dG“

gdzie G, jest modulem odksztalcenia postaciowego wypelniacza.

W zastosowaniach mozna catkowicie pominaé sztywno$ci whasne warstw no$nych,
a wigc przyjaé p, = 0. Po polaczeniu wzordw (3.6) i (7.2) wz6r (7.1) na obciaZenie kry-
tyczne napiszemy w postaci

7.3 Y S
( ) .pkr 1+(ZP1 ’
gdzie, dla skrécenia zapisu, uzyto oznaczen

2C, E d d
7.4 = MG - ==
(7.4 =A% 2achh( h)
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Wspolczynnik o zalezy wylacznie od statych materiatowych (£1 &, odnosza si¢ do warstw
no§nych) i wymiaréw poprzecznych wypetniacza, natomiast warto$¢ wspolczynnika C,,
odpowiada obciazeniu py, z (7.3). W rozwazanym poprzednio przypadku niepodatnego
wypetniacza G, — co i wspdlezynnik C,; = f(p,).

Wzér (7.3) zostat wyprowadzony dla wypetniacza typu lekkiego (taki termin jest sto-
sowany w literaturze radzieckiej — por. [29]), ktéry przenosi jedynie naprezenia styczne
od sit poprzecznych, a nosne warstwy zewngtrzne sa w stanie bezmomentowym (pomija-
lismy dla tych warstw sztywno$¢ wlasna na zginanie).

Ogdlniejsze rdéwnania statecznodei plyt tréjwarstwowych uwzgledniajgce réwniez
uplastycznienie wypelniacza, wyprowadzit GriGOLUK [3]; wystepuja jednak znaczne trud-
nosci przy ich catkowaniu.

8. Uwagi koncowe

W pracy zajeliSmy si¢ tylko symetryczng plyta tréjwarstwowa. Rozwazania mozna
bez trudu uogdlnié na plyty o réznej grubodci i réznych wlasnosciach warstw nosnych
(por. [13]).

W konstrukcjach warstwowych czgsto istotne jest uwzglednienie anizotropowych
wlasnoéci materiatu. Odpowiednie réwnania statecznosci dla sprezysto-plastycznej plyty
pelnosciennej zostaly wyprowadzone w [18]. Wszystkie rownania i wzory wyprowadzone
w obecnej pracy zachowuja swoja posta¢ w przypadku cylindrycznej ortotropii. Nalezy
wtedy tylko przyja¢ macierz E;, wyprowadzong dla materiatu ortotropowego w [28]
zarowno dla teorii odksztatceniowej, jak tez plastycznego plyniecia.

W pracy obliczaliSmy obciaZzenia krytyczne wedlug koncepcji wzrastajacego i ustalo-
nego obcigZzenia. W obliczeniach inzynierskich znaczenie ma przede wszystkim pierwsza
koncepcja, ktéra daje bezpieczniejsze (nizsze) wartosci obcigzen krytycznych i w przy-
padku plyt prostokatnych jest zgodna z do§wiadczeniami (por. [29]). Obcigzenie krytyczne
liczone wedliug koncepcji ustalonego obcigzenia jest wyzsze i daje oszacowanie od gory
obcigzen jakie moZe przenies¢ plyta w wyniku rozwinigeia si¢ stref proceséw biernych.
Nalezy tuta] podkredlic dobra dokladno$¢ przyblizonej metody Iliuszyna, co wykorzysta-
no w pracy [17] do sporzadzenia wykreséw zaleznosci pomigdzy krytycznymi wartoscia-
mi obciaZenia i odpowiednimi promieniami plyty p—&,.

Nalezy dodad, Ze wartosci krytyczne liczone wediug koncepcji ustalonego obcigZenia
moga by¢ osiagnigte przy nieograniczonym wzroscie ugieé (opieramy si¢ na geometrycz-
nie liniowej teorii malych ugieé). Analiza stanu pozakrytycznego wymaga oparcia si¢ na
teorii duzych ugi¢é (por. [28]), przy czym moze powstaé koniecznoéé rozwazania nie tylko
proceséw biernych, ale tez wtérnych odksztatceri plastycznych (por. {11, 19]).

Jak wykazali§my w p. 5, przy f; — 01 f; — 0 réwnieZ promieni plyty & — 0. Podkresli-
li$my, Ze takie rozwazania majg charakter czysto teoretyczny, gdyz przy krepych plytach
przestajg obowigzywal przyjete zatozenia. W takim przypadku nastepuje znaczny wzrost
odksztalcei i zagadnienie utraty statecznoéci nalezy rozpatrywaé w ujeciu teorii odksztal-
cen skonczonych (por. [27]).

W pracy opierali§my si¢ na klasycznych teoriach plastyczno$ci. Jak wynika z przyje-
tych wzoréw (2.11), wyniki obliczen wedtug teorii odksztalceniowej i ptynigcia plastyczne-
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go nic beda si¢ wiele réznily przy malych odksztalceniach plastycznych. Przy wzroécie
tych odksztatcen otrzymujemy podwyzszenie wynikow teorii plynigcia w stosunku do teorii
odksztalceniowej, przy czym ta ostatnia na ogdt lepiej zgadza sie z wynikami doswiadczen.
Zblizenie wynikéw teoretycznych mozna uzyskaé przez odpowiednia modyfikacje teorii
ptynigcia (por. [15]). Nalezy tez wymieni¢ proby stosowania teorii statystycznych (por.
[29]), ktore prowadzy jednak do zmudnych rachunkéw.
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Pesmome

VCTONUMBOCTD KPYIJION TPEXCIOWHOM NIACTUHKY 3A IIPENEIOM
VIIPYTOCTHU

VineanuanpoBaHHas TPEXCIORHAs MIIACTHHKA HCCIENYETCs B pamiax rumotesnbl Kupxrobda o mop-
MaJLHOM CEYeHNH, 0G0OIIEHHO! Ha Bee NONePeHHOe CEYEHHE, H B NIPEAIIOI0KEHHH OTHOPOJHOTO pacrpe-
JIeNeHHsT HaPsDKEHMK BO BHEUIHHX COSX IJIACTHHKU. BIIarofapst 9THM MPEIIIONIOMKEHUIM CTAHOBUTCH
BOSMOXXHBIM HHTETPHDOBANME OCHOBHOH cucrembl ypaBueHnid (2.15). Toumnoe pewtenne (2.17) cxommo
o dopme ¢ perrenuem IS YIPYTOi MUIACTMHIKH, OFHAKO KO3 GbMIHEnTb! B 9TOM pellleHMH 3aBHCAT KaK
OT THIA XIPOLECCA, TAK M OT BEJIUUMHBI MIACTHUYECKOH HedopMalMK B HECYIHX CIIOAX.

HccneoBaHbl pe3ysTarThl, MONyUeHHbIE B PAaMKaX IPHHIHNA NOCTOSHHON Harpyskm (mopxoxn Kap-
MaHa) ¥ B pamMKax NPHHITMNA BoapacTalonieit Harpysiu (momxon IUenmn). ITosyueHnnle pelieHys crpa-
BERJIMBLI KaK A Ke(HOpMALMOHHOA TEOPHH ITACTHUYHOCTH, TAK M JUIsL TEOPHH IUIACTMYECKKOTO TEUEHHA,
B 3aBHCHMMOCTH OT GOpMBI JIEMEHTOB MaTpuibl >recrxocreit Fpp (2.11).

Ins cnyyas Bospacrarolleil Harpysku BoiBefeHa dopmyna (3.14), nmo xoropolf MoXXHO paccuuTaTsh
YroJI HAKJIOHA KacaTelnsHOH B Touxe Gudyprarui.

TIpnbnvryterHoe peluenue B paMKax NPUHIMIA IOCTOSHHON HATPYSKH IIOJIYUEHO HAa OCHOBE METOAA
WionnHa, T, €. B IPEANIONIOYKEHUH PABEHCTBA HYJIO BapHaluil IIPOJOJBHBIX YCHIINA BHYTPH IUIACTHH-
i, TOYHBIA METOJ pelleHnss NPUBOJUT K XAPAKTEPUCTHUECKHMM YPABHEHMSIM, KOTOPBIE IIOJYYaIoTCH
TP YAOBJICTBOPEHNY COOTHOLICHMAM HEIPEPHLIBHOCTH Ha TPAHMLAX MEXIY 00JaCTAMH C PadJIMUHOro
THNA IIPOLECCAMH K IIPM YAOBICTBOPEHHMH COOTBETICTBYIOLNMM KpaeBbIM ycioBusM. st cBoGomHO-
OIIePTOH IUIACTHHKY IONXyuaeTcst ypaBHenue (4.7), a s 3al1eMICHHON TUIACTHHKY — CUCTEMBI ypaBHE-
wuit (4.14) wmu (4.16), B saBucumMOCTH OT umcJia o6acTeil, PaccMOTpEHa TAIOKE IJIACTHHKA M3 HAEAIBHO
“YUpPYTO-IUTACTHUECKOrO MaTepHana.,

B xauecTBe YHMCIEHHOTO IIPMMEP2 B PAMKAX TCOPHH IUIACTHUYECKOTO TEYEHMS PACCUMTAHA TUIACTHHKA
M3 Cxamaemoro marepmana ¢ xoaddunuentom Ilyaccona » = 0,3.

B rabmmuax comocraBiieHsl pesyNbTATHI I PA3HbIX sHaueHuE xosddurmenra f; = E/E.

ITonyuesHble pemeHHss 0GOOIIEHbI Ha CNy4yail TPEXCIIOHHON MUIACTHHIH C YIPYTUM SATOJHMTENEM.
“Dopmyna (7.3) maer BeNIUMHY KPUTUYECKON HATDYIKM [JIA 3TOW IUIACTHHKH.

Summary

BUCKLING OF A SANDWICH CIRCULAR PLATE BEYOND THRE ELASTIC LIMIT

When considering an ideal sandwich plate (the Kirchhoff hypothesis of normal segment is valid for
-the whole plate cross-section, in external layers act the membrane stresses), the integration of the basic
:set of Egs. (2.15) is possible. The exact solution (2.17) is of the same form as in elastic plates but its coeffic-
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ients depend both on the type of process and yielding of the zones of the plate considered. Results obtain-
ed on the base of the hypothesis of constant loads (Karmdn’s approach) and increasing loads (Shanley-
type approach) are analyzed. These solutions are valid both for the deformation theory and for the plast-
ic flow theory, depending on the form of the stiffness matrix E;,, according to (2.11).

In the case of increasing loads the formula (3.14) for the slope at the bifurcation point is derived.

An approximate solution for the constant load hypothesis is obtained, applying the Iiyushin method
of neclecting the membrane forces variation. The exact solution leads to characteristic equations which
result from satisfying the continuity relations and the appropriate boundary conditions. Eq. (4.7) for the
simply supportcd plate is obtained, and for the clamped one the set of Egs. (4.14) ov (4.16), depending
on the number of zones of different types of processes. A special case of ideally elastic-plastic material
is also considered.

Numerical computations for the theory of plastic flow and Poisson’s ratio » = 0.3 are performed.
The results are presented in tables for different values of the tangent modulus f; = E,/E.

The obtained solutions are generalized on the case of the real sandwich cross-section with a
determable core. The formula (7.3) has been derived to caleulate the buckling load according to the
Bijlaard method of split ridigities.
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