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W ostatnich latach ukazalo si¢ kilka prac poswigconych naprezeniom momentowym
w teorii plastycznosci [4, 5, 9, 11, 16, 25].

Migicu [11] rozwazyl pewne mozliwe formy warunku plastycznosci dla cial sprezysto-
plastycznych przy uwzglednieniu naprezen momentowych. Przedstawil on réwniez row-
nania konstytutywne dla ciala lepkosprezystego i lepko-sprezysto-plastycznego z napre-
Zzeniami momentowymi oraz uogdlnit postulat Druckera; mikrostruktura o$rodka omé-
wionego w [11] jest sztywna.

SAwczZUK [16] rozwaZza material plastyczny o mikrostrukturze sztywnej, przy czym
ofrodek plynie przy pewnych warto$ciach naprezen i naprezen momentowych, przed osiqg-
nieciem tych wartoéci jest on sztywny. Krdotko méwiac, w pracy [16] autor zajmuje sie
analogonem znanego z teorii klasycznej ciata sztywno-plastycznego. Sawczuk formutuje
réwnania konstytutywne tensorowo liniowe skojarzone z maksymalnym rozproszeniem
lokalnym. Ogéiny warunek plastycznoéci otrzymany w [16] ma postaé

Y(dijdyy Mgy Mgy Mujmygy) = 0,

gdzie dy; jést dewiatorem symetrycznej czgci tensora napreZenia, natomiast ;) (mypijp)
oznacza Symetryczng (skoénie symetryczna) czg§é dewiatora napreZen momentowych
(por. [8]). Okazuje sie, ze tylko w przypadku, gdy (por. [11])

1
2y = — (dydyj+ Lt *mjymap + LT myujymy) = const,
to otrzymujemy prawo plastycznego plyniecia, tzn.

dpy | oy | Oy
odyj * Omyjy " Omypiyy

&ij P ¥ajy L X =

gdzie 4, L, L, sa stalymi, &; jest tensorem predkosci odksztalcen, a x;; tensorem pred-
kosci zginania—skrecania.

W pracy GrReENA, NAGHDI'EGO, OSBORNA [5] oméwiono sprezysto-plastyczng powie-
rzchnig Cosseratéw, tzn. powierzchnie posiadajaca w kazdym punkcie wektor kierunkowy.
Wyniki uzyskane w tej pracy sa dalszym rozwinieciem rezultatéw pracy [3).
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Korokorczykow [25], rozwijajac wyniki pracy [8], wiasciwie w sposéb formalny uogél-
nit zwiazki odksztalceniowe] teorii plastycznosci na przypadek sprezysto-plastycznych
ofrodkéw Cosseratdw. '

Inne podejécie, przy wprowadzaniu naprgzen momentowych, zaproponowat LIPPMANN
[9]. Przedstawit on teori¢ plastycznego plyniecia dla sztywno-plastycznych oS$rodkéw
Cosseratdw, w ktdrych czastki, oprocz obrotéw spowodowanych przemieszczeniem, obra-
caja si¢c dodatkowo w sposob niezalezny od pola przemieszczen (osrodek Cosseratéw z nie-
zwigzanymi obrotami czastek). Podstawa naszych dalszych rozwazan bedzie wia$nie praca
[9]. W punkcie pierwszym przedstawimy podstawowe zaleznosci omoéwione w pracy [9],
w punkcie drugim uogdlnimy postulat Druckera, w punkcie za$§ trzecim zastanowimy sig
nad niektérymi mozliwymi warunkami plastyczno$ci i uplastycznieniem czg$ciowym.
W punkcie czwartym przedstawimy pewien wniosek wynikajacy z drugiej zasady termo-
dynamiki. Punkt piaty jest poSwigcony uogdlnieniu noéno$ci granicznej, a w punkcie
szOstym uogdlnimy zasadg wariacyjna przedstawiona w pracy [12] (por. [13, 14, 15]).
Na koniec w punkcie sicdmym uogdlnimy twierdzenia Melana i Koitera [7].

1. Podstawowe zaleinoSci

W pracy stosujemy wylacznie prostokatne kartezjanskie uktady wspdtrzednych, a takze
konwencje sumacyjng odnoszgca sig do takich uktadéw.

Réwnania réwnowagi rozwaZanego przez nas osrodka Cosseratéw z niezwiazanymi
obrotami czastek maja postaé [6], [9]

(1.1 SijitX; =0,
(1.2) myi+271,4+Y, =0, i,j=1,2,3,
gdzie s;; jest niesymetrycznym tensorem naprezen, my; tensorem naprezei momentowych;

X;,Y; oznaczaja odpowiednio sily masowe i momenty masowe (na jednostke objetosei).
Ponadto

(1.3) T = %sjk,rk,, k,1=1,2,3,
(1.4) S =0yt Ty, Oy =05, T = =T,

przy czym g;; jest symbolem Ricciego.
Jednostkowa moc odksztalcesi i zginania-skrecania 4 ma postaé

(1.5) A= O'ijéij+mij7.{ij+2QiTi,
gdzie

1.6 = L i

(1.6) &y = ) (w4145,
(1'7) klj = d)j,t"

przy czym u; i ; Sg odpowiednio wspdirzednymi wektora predkosci przemieszczen 1 wek-
tora predkoéci obrotéw wlasnych (czastki). Wektor (@;) jest niezalezny od wektora pred-
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kosci obrotédw (y;); ten ostatni okreslony jest zaleznoscia

. 1 ) . 1. .
(1.8) Vi= ek, Y= (ux—1n,1),

gdzie &; jest tensorem predkosci odksztaltcen, #;; tensorem predkodci zginania-skrecania,
za§ 9;; tensorem predkoSci obrotéw pola predko$ci przemieszezen ;. Wzglgdna predkoéé
obrotdw £2; wynosi

(1.9) 2 = Vi— ;.

Sawczuk [16), Korokorczykow [25] i Misicu [11] przyjmuja 2, = 0.
Zalezno$¢ (1.5) wygodnie jest przedstawi¢ w postaci

(1.10) A = Qs"]s = Qq,

gdzie wektor Q = (Qy, ..., Q,5) utworzony jest z szesciu niezaleznych wspotrzednych
tensora o;;, dziewigciu wspélrzednych tensora m;; i trzech wspdirzednych 7;; natomiast
wektor 4 = (g, ..., g1s), zbudowany jest z &; (i = j) lub 2&;;(i#)), ;i 20,. Wektory
Q 1 q mozna rowniez uwazaé za wektory sit uvogélnionych (por. [20]) i uogdlnionych pred-
kosci odksztalcen.

Przypomnimy obecnie podstawowe zalozenia teorii LipPMANNA [9]. Poniewaz rozwaza
on sztywno-plastyczny oérodek Cosseratéw, wigc 47" = .

Przyjmijmy postulat Lippmanna o » niezaleznych warunkach plastycznodci

(1.11) Q) =0, p=1,..,n,

przy czym n nie przekracza liiczby wspoirzednych wektora Q (tzn. 18). Zaktadamy, ze
funkcje te sa gladkie, tzn. w przestrzeni fizycznej o osiach wspdtrzednych Q; w kazdym
punkcie powierzchni (§cisle hiperpowierzchni) f, istnieje wektor normalny. Powierzchnie
f» moga by¢ w ogdlnosci roztaczne. Funkcje f, moga zalezeé réwniez od historii obcigzenia,
temperatury, mocy dysypowanej Ai predkoéci q. LIPPMANN przyjmuje ponadto, ze wa-
runki (1.11) s3 ré6wnoczeénie spelnione (uplastycznienie zupeine). Jedli f, < 0,
to mamy stan sztywny, je$li f, = 0 — stan plastyczny. Stan f, > O jest niemozliwy (przy
niéuwzgl@dnicniu efektu wzmocnienia).

Sprecyzujemy obecnie pojecie obcigzania i odcigzania dla osrodkéw Cosseratéw (w pra-
cy [9] tego nie zrobiono). Otéz dla idealnie plastycznego oérodka Cosseratow (powierzchnie
plastycznosci nie zmieniaja si¢ w procesie odksztalcen plastycznych) obciazanie okreslamy
nastepujaco:

=0, f,=0,

natomiast zwiazki

definiujq odcigzanie.

Dla ofrodk6w Cosseratéw ze wzmocnieniem (powierzchnie plastycznosci moga sig
zmienia¢ w procesie odksztalcen plastycznych) obciazanie, stan neutralny i odciazanie
dane sg odpowiednio zaleznosciami:

fr=0, f,>0; f,=0, f,=0 f,=0, f<D0.

3 Mechanika Teoretyczna
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W celu ofrzymania zaleznosci pomigdzy Q i q LipPMANN [9] postuluje zasade Sado-
wskiego—Phillipsa-Hilla, ktéra méwi, ze dla danego stanu predkosei q, sily Q sa takie,
7e moc dysypowana osigga extremum ($ciéle maximum). Stad wnioskujemy, Ze 04 =0,
przy czym dokonujemy wariacji Q o 8Q. Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy
zZwiazki

. ' i af,,
R > 0.
(1.12) gs = Ap 20, A =0
Z ostatniej zaleznoSci wnioskujemy, ze wektor q jest kombinacja liniowa, o wspdlczynni-
oty ' '

kach nieujemnych, gradientéw

Q" LipPMANN wykazal, iz przyjgcie prawa plastycznego
plyniecia (1.12) i tylko jednego warunku plastycznoécei powoduje trudnoécei przy przejéciu
do teorii klasycznej, tzn. gdy m;; — 0, 7, = 0. Trudnosci te polegaja na tym, iz otrzymany
przez przejécie my; — 0, T; = 0 uklad réwnan zawiera wigcej réwnah niz niewiadomych,
co powoduje, Ze nie posiada on na ogét rozwiazan.

2, Uogélnienie postulatu Druckera

W klasycznej teorii plastycznosci (tzn. w teorii bez naprezei momentowych) funda-
mentalng rolg odgrywa postulat Druckera (por. np. [1, 7, 20]). Ma on postaé

1) (oy— e = 0,

gdzie ¢;; spetnia réwnanie powierzchni plastycznoéci, natomiast o7 jest naprezeniem do
puszczalnym, tzn. znajduje si¢ wewnatrz lub na powierzchni plastycznoéci, £ jest czefcia
tensora predko$ci odksztalcen zwiazana z odksztatceniami plastycznymi. Dla ciala sztyw-
no-plastycznego &§" = ¢;. Wiadomo, Ze postulat Druckera jest réwnowazny wypuk-
to$ci powierzchni plastycznoéei.

Postulat (2.1) mozna uogdlni¢ na przypadek rozwazanej przez nas teorii Lippmanna
nastgpujaco:

22) (Q:=0M7p >0, p=1,..,n,

- o ) -
gdzie g, = Z_ETQE— (po p nie sumowac). Wektor Q*(Q¥) nazwiemy naprezeniami dopusz-
czalnymi. Jest to wektor, ktéry w fizycznej przestrzeni naprezen znajduje si¢ wewnatrz
(lub na) wszystkich powierzchni f,. Z zalezno§ci (2.2) wnioskujemy, ze kazda z powierzchni
Jo Jjest wypukla, tzn. obszar ograniczony przez kazda z tych powierzchni jest wypukly.
Sumujac w (2.2) po ,,p”’ mamy

2.3) D Q=00 = (Q—~0%)i, > 0.

Tak wigc zwigzek (2.3) jest formalnie podobny do klasycznego postulatu Druckera.



O NIEKTORYCH UOGOLNIENIACH TWIERDZEN NOSNOSCI GRANICZNEI 415

3. Niektore mozliwe warunki plastyczno$ci. Uplastycznienie czeSciowe

Przyjecie n niezaleznych warunkow plastycznoéei, ktére maja by¢ réwnoczesnie spet-
nione, jest duzym ograniczeniem na mozliwe drogi obciazen.

a A b L 03,45
QZ ‘\Fz /
(41,0,5)
NQ(01,5,03)
~—~ /)
/\?\
|
1N
‘,r 02,72;
< /
D b J/
@ ¢
0,,4, (01,9,,0)

g=Q4*q,= (2'1 001*22 001 ’ 2‘1 aQ, + Ag ()Qj)

Rys. 1

Rozpatrzmy przypadek » = 2. Na rys. la przedstawiono dwie powierzchnie f}, 1>
przecinajace sie w punktach A, B, C, D. Poniewaz zaloZyliémy, Ze warunki plastycznosci
maja byé réwnoczesnie spelnione, oznaczaloby to, Ze teoria opisuje tylko stany uplastycz-
nienia odpowiadajace tym czterem punktom. Je$li natomiast wektor Q odpowiada punk-
towi E, to bedziemy mieé¢ tzw. uplastycznienie czesciowe: f, = 0, f; < 0. Podobnie sprawa
wyglada z przypadkiem przedstawionym na rys. 1b. W tym przypadku teoria Lippmanna
opisuje tylko takie stany uplastycznienia, dla ktérych

fl(QlaQ2) =0 i f.(Q:,0Qs) =0.

Jesli wektor naprezen Q(Q,, 0., 0s) odpowiada na przyklad punktowi 4 (rys. 1b), to
wéwcezas stanu takiego nie mozna opisaé teoria Lippmanna.

Rozpatrzmy pewne mozliwe (teoretycznie) sposoby wiaczenja do teorii Lippmanna
stanéw cze$ciowego uplastycznienia. Niech wektor Q odpowiada punktowi E (rys. la).
Powstaje pytanie, co sie bedzie dziato na drodze EF przy obciaZzaniu. Mozna sobie wyobra-
zi¢ nastepujace odpowiedzi na tak postawione pytanie:

1° Powierzchnia f, doznaje wzmocnienia izotropowego, przesuwa si¢ i obraca. Wig-
czamy tutaj réwniez obroty, gdyz badania eksperymentalne na gruncie teorii klasycznej
(por. [18], [21]) wykazaly, iz w niektérych przypadkach powierzchnia plastycznosci moze
si¢ obracaé. Kiedy punkty E i F pokryja si¢ wéwczas mamy sytuacj¢ podobng do stanu
4 (rys. 1a). .

5%
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2° Oznaczmy wektor naprezen odpowiadajacy punktowi E przez 6@5). Wéwezas
= |
s = )l. —— = .
== 1%0, 10, =0,

Natomiast w punkcie I

Zaktadamy, Zze na drodze EF wektor  nie doznaje przyrostow.

~ afs
s = /’{ A R
7 z 00510 = O,
gdzie Q(Q,) jest wektorem naprezenia odpowiadajacym punktowi F. Catkowita predkosé
odksztalcen g, wyniesie

f

L= O of»
(31) qs = l]s+lls - /’{la—Q:

Qs = §s+/12 aQs Qs = é;

SAYIR [17] rozwaza warunek plastycznosci (w teorii klasycznej) w postaci wielomianowej

P = Ko+K;joi;+Kiju0i ;00 + K jriam 0 jOkiGon + .0

gdzie wspotczynniki Ko, K;;, Kiju, -.. 53 tensorami statych materiatowych. Ich charakter
tensorowy wynika z zasady obiektywnosci materiatu tzn. niezaleznodci rownania konsty-
tutywnego od uktadu odniesienia. W teorii plastycznodci zasada ta oznacza niezalezno$¢
warunku plastycznoéci od uktadu wspétrzednych, stanowiacych ukiad odniesienia. W na-
szym przypadku mozna by przyja¢ trzy nastgpujace warunki plastycznosei:

(32) fl = K0+Kijsij+KijkISijSkl+ ieey
<3.3) f2 = L0+L,-J-m,-j+L,-jk,m,jmk1+ ey
(34 fi= Mo+Mijkzsijmkl+ﬂijklsklmu+Mijknnnsijsklmnm'i‘

Nie bgdziemy dalej szczegbtowo rozpatrywaé zwigzkow (3.2)-(3.4), gdyz ze wzgledu na
brak danych do$wiadczalnych przyjecie takiego czy innego warunku plastycznosdcei —
w teorii z naprezeniami momentowymi — jest, jak na razie, sprawa czysto formalng.

LYPPMANN [9] uogdlnit warunek plastyczno$ci Hubera—Misesa i warunek Treski na
przypadek ofrodka Cosseratow.

4. Whnioski wynikajace z pierwszej i drugiej zasady termodynamiki

ZIEGLER [23] wykazal, ze w klasycznej teoril plastycznoéci warunek
(41) O'ijé%fl) =0
wynika z drugiej zasady termodynamiki. Rozpatrzmy osrodek sztywno-plastyczny. Przed-
stawiamy energi¢ swobodng f, przypadajaca na jednostke masy, w postaci

42) of = ofo= 0508~ P0)~ 55 (F— D)%,

gdzie f, odnosi si¢ do stanu poczatkowego & = &, ¢ jest temperaturg bezwzglgdna, na-
tomiast s, przedstawia warto$¢ entropii na jednostke masy w stanie %, , p jest stata ggstoscia
{w teorii matych odksztatcen).
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Ponadto
c=u
0o = 6,
przy czym
(4.3) ou = o(f+¥s),
gdzie
(4.4) 0s = —g% = 08+ % (9—10).

Zaleznos$é (4.4) przedstawia entropig na jednostke objetoset.
Z pierwszej zasady termodynamiki —dla przedziatu czasu df — otrzymujemy (por.

2], [26])

(4.5) Uijdsij—hk.kdt = Qdu = Qc—l;ldﬁ',
o}

gdzie h, jest wektorem strumienia ciepia.
Z (4.4) i (4.5) otrzymujemy nastepujacy wzor na przyrost entropii w czasie dt

_ ec . odu _ 1 __}i’i
(46) st = 00 ad = T = go‘ijdsij 9 dr.

Przeksztatémy ostatnig zalezno$¢ do postaci
1 hy By,
(47) st = '50’;](18”-*-[vwﬁ'k—‘(?),k]dt.
Druga zasada termodynamiki (por. [2], [26]) mdowi, ze
(4.8) eds = 0.

Ograniczajac si¢ do proceséw adiabatycznych (h = 0) lub izotermicznych (& = 0},
z (47) i (4.8) otrzymujemy (4.1). Oznacza to, ze powierzchnia plastycznodci, dla mater-
ialu sztywno-plastycznego ze wzmocnieniem, nie moze przesuwal sig¢ nieograniczenie,
lecz musi zawieraé poczatek ukladu odpowiadajacy stanowi beznaprezeniowemu. Fakt
ten zostal przez ZIEGLERA [23] udowodniony réwniez dla materiatéw sprezysto-plastycz-
nych ze wzmocnieniem.

Nieréwno$¢ (4.1) fatwo uogblnié na przypadek teorii Lippmanna. Jak wiemy, w tym
przypadku moc dysypowana dana jest wzorem (1.5), wiec zalezno$¢ (4.7) przyjmuje postaé

1 h h
QdS = 19-(cr,-jde,'j+m,-jdxi_,-—|—27:;d.Q,-)+ [“y’; ﬁ’k—(—’ﬁi)’kjldt.

Rozwazajac, podobnie jak w teorii klasycznej, tylko procesy izotermiczne lub adiabatyczne
mamy

(49) : Uijé,vj+m,-j5¢,-j+29ir,~ = 0.

Korzystajac z poprzednio wprowadzonych oznaczen, zwiazek (4.9) zapiszemy krétko
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w nastgpujacej postaci:

(4.10) Qi = 0,5 = D, 0sdp 2 0.

Jesli wigc przyjmiemy, Ze powierzchnie f, moga przesuwaé si¢ (oSrodek Cosseratéw
z wzmocnieniem), to uwzgledniajac (4.10) i niezalezno$¢ warunkow plastycznoéci wriosku-
jemy, ze musza one zawieraé poczatek uktadu wspolrzgdnych przestrzeni fizycznej.

Uwaga 4.1. VALANIS [22] wykazal réwniez na drodze termodynamicznej, Ze powierzch-
nia plastyczno$ci (w teorii klasycznej) musi zawieraé poczatek ukladu. Niemniej jednak
wydaje sie, iZ dowdd ZIEGLERA [23] jest bardziej interesujacy, gdyz VALANIS [22] korzysta
z postulatu Druckera (2.1), za§ ZIEGLER nie.

5. Noénos¢ graniczna dla oSrodka Cosseratéw

Niech rozpatrywany przez nas sztywno-plastyczny osrodek Cosseratéw o objgtosci ¥V
bedzie ograniczony powierzchnia S. Zalézmy, ze w kazdym punkcie tej powierzchni istnieje
zewnetrzny, jednostkowy wektor normalny o wspolrzednych n; i niech Syn, Syt, Stn, Sy,
Sy Sut, Sy, Sy S, przy czym zachodza nastgpujace rozlaczne rozidady:

(5.1) S =8SpuSm = SpuSst = Sun USyn = S,t0 Syt

Przyjmijmy nastepujace warunki brzegowe [0]:

(5.2a) =14y na Sp,

(5.2b) . W =dy na Sy,

(5.2¢) " =a) na S,
(5.2d) o) = o) na S,
(5.3a) T"=1" na S,
(5.3b) Ti=T! na Sy,
(5.39 M'=M" na Sy,
(5.3d) M{ =M na Sy,

przy czym wskazniki # lub ¢ oznaczaja odpowiednio sktadowa normalng lub styczng wek-
tora, tzn.

i‘: = Z.‘:jnj, il:”' = l.lo[—ilojnjn[, il" = iljnj, u; = i{i—iljnjn;,
T =spmny, T =sum—Spnimhy, Sy = Op+ T,
i podobnie dla w;, m;;.
fatwo udowodnié, ze
(5.4) A = 0158+ myuy+2927; = 5;y(ly,— e ) + My

Przez wektor Q mozna wigc rozumieé wektor odpowiadajacy tensorom s;;, /j, za$ przez
¢ wektor odpowiadajacy tensorom A = #;,;—~ &y i ;.
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Zasada mocy przygotowanych dla oé$rodka Cosseratéw z niezwigzanymi obrotami
czgstek ma postac [6]

(5.5 f[Su(uJ, — 1)+ myyeyldV = f(Xu +Y0,)dV+ fT" "dS+ fT'u'dS+
7

Stn St

+ [ Mraras+ [ Miads+ [ TrigdS+ [ Thbds+ [ Mragas+ [ Mikds,
St S

Syn Syt Syn u

wh St
(po n i t nie sumowac).

Uogélnimy obecnie znane —z klasycznej teorii nosnosci granicznej (por. [7,20, 24])
pojecia statycznie dopuszczalnego pola naprezen i kinematycznie dopuszczalnego pola
predkoéci przemieszczen.

Przez statycznie dopuszczalne pole naprezen Q° rozumie¢ bgdziemy pola naprezen
s{; 1 naprezefi momentowych mg; spelniajace nastgpujace warunki:

1° speinione sg warunki réwnowagi

S_?,,j‘{'X[ = 0, mj",_j+2‘5?+Y, = m_(,)]'j+8”jS?J+Y’ = 0,

i warunki brzegowe (5.3a)-(5.3d);

_20 -ﬁ’(QO) < 09 P = 1, sy B

Méwimy, ze zbidr {U*} = {u}, w}¥} stanowi kinematycznie dopuszczalne pole pred-
ko$ci przemieszczen #¥ i mikroobrotow @¥ jesli:

I. Pole to speinia kinematyczne warunki brzegowe (5.2a)-(5.2d).

II. Mozna z niego otrzymac pole 4*, tzn. pole predkosci odksztatcen Af i pole %} (lub
1_15 ' U’ ‘Q )

III. Okredlona prawa strona wzoru (5.5) moc obcigzen zewnetrznych — oznaczmy ja
przez L — jest dodatnia, tzn. L > 0.

Dla prostoty rozwazan rozpatrzmy szczeg6lny przypadek, gdy

S,,n = S 1= Swn = Swr = Su, STn = STt = SMII = SMt = ST'
Wowczas warunki brzegowe (5.2a)—(5.2d), (5.3a)-(5.3d) przyjmuja odpowiednio posta¢
(5 6) ui - uOn (U = woi na Su,
(57) ]—:i = $;in;, .AZ = mj;h; Na ST.
Zatézmy ponadto, Ze iy; = ©o; = 0. Uwzgledniajac (1.10), (5.4), (5.6) i (5.7) w (5.5) otrzy-
mujemy
(5.8) stqst - f(Xu +Yii)dV+ fTu,dS+ wadS
T

Weimy pod uwage obciazenie jednoparametrowe, tzn. obciazenie dane zaleznosciami
(por. [25])
(9 Xi=uXP(x), Yi=pYP(x), TLi=pl(x), Mi=uMP(x),

gdzie u > 0 jest parametrem obciaZenia.
‘Mozna réwniez wprowadzié pojecie statycznie dopuszczalnego u, i kinematycznie
dopuszczalnego u, mnoznikéw obciazenia. Zdefiniujemy je podobnie jak w teorii klasycznej
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(por. [7, 20, 24)). I tak, je$li dla obciazenia uX?, u¥?, uT?, uM? mozna wyznaczy¢ jakie-
kolwiek pole Q2 , to odpowiadajace temu u nazwiemy statycznie dopuszczalnym mnoznikiem
obciazenia u,. Kinematycznie dopuszczalny mnoznik u; okre§lony jest nast¢pujaco:

[o*qras
12

5.10 ar _ - .
G-10) M= T 0+ Yiorydv+ | (TOur+ MPap)ds
14 ST

Z postulatu TiI wynika, Zze mianownik we wzorze (5.10) jest dodatni.

Przez rozwigzanie zupelne rozumiemy takie rozwigzanie, ktére spetnia zar6wno. wy-
magania strony statycznej, jak i kinematycznej (por. [20]). Odnoszacy si¢ do rozwigzania
zupelnego mnoznik obcigZenia oznaczmy symbolem ug. Latwo udowodnié, ze

(5.11) fs < o < i
Dowdd przebiega jak w przypadku kiasycznym.

Uwaga 5.1. Poniewaz zasadg mocy wirtualnych (5.5) mozna uogdlni¢ na przypadek
nieciagtych p6l naprezen s;; i naprezei momentowych my; [6], zaleznoéé (5.11) pozostaje
stuszna i dla takiego przypadku.

Uwaga 52. Rozpatrzmy zagadnienie nieciagloéci pol predkosci przemieszczen
i predkosci mikroobrotéw @; Oznaczmy przez S, powierzchnie niecigglo$ci predkosci
przemieszczen migdzy obszarami Ry, R, rozpatrywanego o$rodka, za§ przez M,, powierz-
chnie nieciagltoéci pola mikroobrotéw w; pomiedzy obszarami Z,, Z,,. Niech ponadto
pole i, jest nieciagle w kierunku stycznym do powierzchni Sy, , natomiast pole @; w kierunku
normalnym do M, Wéwcezas moc dysypowana na powierzchniach nieciagto§ci ma postaé

(por. [24], [14])

(5.12) D=3 [TWEP oS+ [ MU0 —af"]ds,

Shk MI m

gdzie T™ oznacza naprezenie styczne przekazywane przez element powierzchni dS z obsza-
ru R, do Ry; 48, uf sa sktadowymi stycznymi predkoéci przemieszczen odpowiednio
w obszarach Ry, R, natomiast MU™ oznacza normalne do powierzchni M, napr¢Zenie
momentowe przekazywane przez element powierzchni dS z obszaru Z, do Z,,; oy, A
sa skladowymi normalnymi predko$ci mikroobrotéw w obszarach Z;, Z,,.

Naprezenie styczne 7™, zwiazane z naprezeniami s;; na powierzchni Sy, wynosi

(por. [9] rys. 2).

(5.13) T = ]/,12(311”1)2 —(Sjnim)®

natomiast momentowe naprezenie normalne M{™, zwiazane z naprezeniami momento-
wymi m;; na powierzchni M,,,, dane jest wzorem

(5.14) MU = mynm,,

przy czym w (5.13) wektor jednostkowy n; jest wektorem normalnym do powierzchni Sy,
natomiast w (5.14) — do M,
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Catkowita moc dysypowana D wynosi

(5.15) D= [ Adv+D.
14

Jesli w (5.10) uwzglednimy moc D, dysypowana na powierzchniach niecigglosci, to zwigzek
(5.11) pozostaje stuszny. .

6. Uogollnienie zasady wariacyinej T. Mury i S. Lee

W pracach [12], [14] MuURA i LEE podali zasade wariacyjna przydatna w noénoéci
granicznej. Zasade te bedziemy krotko oznaczaé symbolem ML. W pracy [13] autorzy
¢i stosujg zasade ML do analizy granicznej ortotropowej plyty kotowej swobodnie podpar-
tej i poddanej obciazeniu roztozonemu. SACCHI i SAVE [15] stosujac zasadg ML, rozwazyli
statyczne 1 kinematyczne podejécie dla trdojwymiarowego kontinuum.

Obecnie naszym celem bedzie uogdlnienie zasady ML na ofrodki Cosseratdw.

Rozwazmy funkcjonat

(6.1)  Flsy, myg, i, o, Rey ME, i, @) = [ 5,505~ eipuo)dV+ [ myjiogedV —
| 4 |4

— [ Rivas— [ MFaas—u| [ (@Pis+Mpin)ds 1] [ Af(s;, my)+p2lav
Su u ST 4 L

Z zasady stacjonarnosci funkcjonalu F dla dowolnych wariacji jego argumentow — przy
dodatkowym warunku 4, 2 0, p = 1, ..., n — otrzymujemy

(62) OF = | 05,05~ epn)dV + f 511(8ity 1= ep 00V + [ Smyyio s dv+
vV Vv vV
+ [ mydisav— [ RiidS— [ RididS— [ 6MRindS— [ MF8irdS—
4 Sll S" Sll .

u

—oul | (T0it+ M2ao)dS—1] = [ (79 i+ MP 6o )dS— [ 84, Ufs(sej, miy) + gV —
ST vV

Sy
ofs oy f . p L
TIPS y— V =0.
Vfl,,(as” dsi;+ By omy;|d ; 2 pE Ap®p 005 :

Poniewaz spelnione sg zwiazki

©3) [ syoigadv— [ syepdindV = [ (s [ syu0iaV— [ syegdindv =
1 v v 4 v -
= fs,jéitjn,-dS— fSiJ,l(SiljdV— j‘sijeijkad)k'dV)
Vv Vv Vv

(6.4) [ miydisav = [ m;d0,mdS— [ my,60,av,
’ vy . 1 4 |4
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wigc z (6.2), po uwzglednieniu (6.3), (6.4) i z dowolno$ci wariacji otrzymujemy

(6.5) Sy, =0 }
wV,
(6.6) mij i+ Sy = 0
(6.7) R; = siyym;  na S,
(68) [LLT,'O = Siyh; na ST,
(6.9) MR = m;n; na S,,
(6.10) [LLM,O = m;;n;  na ST,
(6.11) =0 na S,
(6.12) o =0 na S,,
. 0
(6.13) Uji—Eijp@r = Ay afp
w
) af, ’
(614) Wy = }sp 6}7’:]
(6.15) [ (Ti+MPo)dS =1 na Sy,
Sy
(6.16) fGiym)+e =0, p=1,...,n,w V
(6.17) Ay =0 wV.

Podobnie, jak uczyniono to w pracy [15], mozna wykazac, ze Fg = pg, gdzie Fg jest war-
tofcia funkcjonatu F odpowiadajaca zalezno$ciom (6.5)-(6.17).

7. Twierdzenia Melana i Koitera o dostosowywaniu, uogélnione na przypadek oSrodkéw Cosseratéw

"W dotychczasowych naszych rozwazaniach przyjmowaliémy model sztywno-plastyczny.
Aby moéwié o zagadnieniach dostosowywania, nalezy rozpatrywaé ofrodek sprezysto-pla-
styezny [7].

Przez sprezysto-plastyczny osrodek Cosseratdéw z niezwiazanymi obrotami czastek
bedziemy rozumieé taki ofrodek Cosseratéw, dla ktérego catkowite odksztalcenia 4;;
i calkowite zginanie-skrecanie x;; sa dane zaleznoSciami -

(7.1) by = AP+ AP,

(1.2) "y = Mff)+7¢§j’),

gdzie czgéci sprezyste A{9, x{ sa dane wzorami [6]

(1.3) AP = Pijusa+Qiumu,  Pyw = Puij,
(7-4) %i(je) = leijskl'i"Sijkl-’nkh Sijkl = Skll'j’

przy czym tensory P, Qi Sipn Sa stalymi materialowymi. :
Uogblnimy obecnie pojecie naprezefi resztkowych. Mianowicie rzeczywiste napreZenia
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1 rzeczyw1ste naprezema momentowe m;; mozna zapisa¢ w postaci

(7 5) - Sij
(7,6) m;; = nz( +@ij,

H

AH )+Q¢j,

gdz;e s,(j’), m ) oznaczaja odpowiednio naprezenia i napreiema momentowe w doskonale
sprezystym osrodku Cosseratow, poddanym tym samym obcigzeniom i warunkom brzego-
wym, za$ @i, @i oznaczaja odpowiednio naprezenia resztkowe i resztkowe naprezenia
momentowe. Resztkowe napreZenia i resztkowe naprezenia momentowe definiujemy jako
stale naprezenia, pozostajace w ofrodku po odciaZeniu, tzn. usunigciu zewngtrznych
obciazen i powrocie przemieszczen i obrotéw na S, do zera, przy czym odcigZanie to
zachodzi bez plastycznych odksztalcen i bez plastycznego zginania-skrecania. Przyjmujemy,
2e odcigzanie opisywane jest zaleznoSciami (7.3), (7.4). Resztkowe naprezenia i resztkowe
naprezenia momentowe spelnianiaja rownania réwnowagi (1.1), (1.2), (5.7), gdzie X; =
=Y, =T =M =0.

. .Przez doskonale sprezysty oSrodek Cosseratow bedziemy rozumieé osrodek, dia ktorego
réwnania konstytutywne maja postac (7.3), (7.4).

-~ Dla prostoty przyjmujemy, Ze na S,:u; = w; = 0. Niech o$rodek bedzie poddany
pewnemu programowi obciagzenia, tzn. T;, M;, X;, ¥; sa funkcjami czasu i zmieniajg si¢
w pewnych przedziatach w sposéb na ogdt dowolny, ale quasi-statyczny (por. [19]). Oznacz-
my przez si;(t), AP(1), AP(t) odpowiednio rzeczywiste wartodci naprezen, odksztalcen
sprezystych i odksztatced plastycznych, natomiast przez m;;(t), #{9(t), »{9(1) odpowiednio
rzeczywiste naprezenia momentowe, sprezyste zginanie-skrecanie i plastyczne zginanie-
skrecanie.

Rozwazmy idealnie sprezysty oSrodek Cosseratéw poddany tym samym obcigzeniom
i warunkom brzegowym, co o$rodek sprezysto-plastyczny. Niech s{9 (1), m{¥(1) oznaczaja
odpowiednio napreZenia i naprezenia momentowe w oérodku idealnym, a odpow1adajqce
im odksztalcenia i tensor zginania—skrecania oznaczmy odpowiednio przez AP (¢), »(7(1).
Resztkowe naprezenia oznaczmy przez 9;(t), resztkowe za$ napreZenia momentowe przez
@i;(1). Wstawiajac do (7.3), (7.4) g;; zamiast s;; oraz ;; zamiast »1;; otrzymujemy sprezyste
odksztalcenia A{9),,(¢) i sprezyste zginanie-skrecanie {7 (¢). Spetnione sg oczywiscie zwiazki

Lj(r) i)
(1.7) hijy= AP+ AP = AP+ A0+ AP,
(1.8) wiy = A = gD+ ufy+ D),
(7.9) si; = s+ i,
(1:10) my = m+

Pozostajemy na gruncie rozwaZzan quasi-statycznych, wystepujace wigc w (7.7)~(7.10)
funkcje zmieniaja si¢ «powoli» wraz ze zmiana czasu ¢.

Dopuszczalny cykl predkoséci odksztatcen plastycznych lffg(t) definiujemy w ten sposob,
ze catka

T

7.11) AR = [ AR,

0
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przedstawiajaca przyrost odksztatcent plastycznych za cykl okre§lony czasem T, stanowi
kinematycznie dopuszczalne pole odksztalcen, tzn. odksztalcenie (7.11) mozna otrzymaé
wiedzac, ze A; = u;;— &0y (por. punkt 5), z odpowiednich pél przemieszczen i mikro-
obrotdw, ktdre z kolei znikajg na S,.
Tensor odksztalcen 4;; zalezy od pola przemieszczen u; i pola mikroobrotéw w;. MuSlmy
wigc wprowadzi¢ pojecie dopuszczalnego cyklu predkosci plastycznego zginania—skrecania
#8). Dopuszczalny cykl predkosei plastycznego zginania-skrecania #(% okrelamy w ‘ten
sposéb, Ze przyrost

(7.12) Axmy = [ Rt

za$ cykl wyznaczony przez przedzial czasu T stanowi kinematycznie dopuszczalne pole
zginania-skrecania. Oznacza to, Ze tensor (7.12) mozna otrzymaé, korzystajac z (1.7),
z pola mikroobrotéw Aw;,, przy czym pole to znika na .S, (zgodnie z warunkami brzego-
wymi). Poniewaz przyrosty odksztalceni plastycznych (7.11) maja by¢é kinematycznie
dopuszczalne, mozna je otrzymaé z pola przemieszczen Au;,, ktére znika na S,,, oraz
z pola Aw‘o :
Polom /1,(;’3(:) #P)(t) towarzyszg resztkowe predkoéci naprezen g;0(t) i resztkowe
predkosci naprezen momentowych @y;0(2). Z kolei tym resztkowym polom naprezen i na-
prezen momentowych odpowiadajg sprezyste odksztaicenia Z )(t) i sprezyste zginanie-
skrecanie #{)(#). Niech #2(f) i @f(f) oznaczajg odpowiednio pole predkosci przemieszczen

i pole mikro-obrotdw, z ktérych otrzymujemy kinematycznie dopuszczalne pole predkosci
odksztalcen

(7.13) Ao = A+ A%)
1 kinematycznie dopuszczalne pole predkoéci zginania-skrecania
(7.14) *ijo = *$)+xE).

Przyrosty przemieszczenn i mikroobrotéw za cykl dopuszczalnych predkosci odksztatcen

plastycznych i dopuszczalnych predkosci plastycznego zginania—-skrecania sa dane zalez-
no$ciami

(7.15) Aug = [ wpar
0

T
(7.16) Awig = [ par.
0

Resztkowe napreZenia i resztkowe napreZenia momentowe w chwili ¢ = 7 przyjmuja
warto$¢ taka, jak w chwili 1 = 0, gdyz przyrosty odksztalcen plastycznych i przyrosty
plastycznego zginania-skrecania sg kinematycznie dopuszczalne. Stad wynika, Zze

T

@.17) [ sar =0,

(7.18) [ war = o.
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Po tych diugich, aczkolwiek niezbednych okresleniach, mozemy sformutowaé twierdze-

nia o dostosowaniu, uogélnione na przypadek ofrodkéw Cosseratéw z niezwigzanymi
obrotami czastek.

Uogdlnione twierdzenie Melana

a) Jesli istniejq niezalezne od czasu pola, odpowiadnio naprezen resztkowych g;; 1 reszt-
kowych naprezen momentowych g;; takie, ze wektor Q(s{®, m{), gdzie s{8) = s +g;,
m{® = m{P+@; lezy wewnatrz wszystkich powierzchni plastyczno§ci, w kazdym
punkcie oé$rodka i dla wszystkich mozliwych kombinacji obciaZzen dla danego programu
obciazenia, to uktad dostosowuje sig,

' 'b) Dostosowanie nie nastapi, je§li nie istnieja niezalezne od czasu pola resztkowych
naprezen i resztkowych naprezen momentowych, dla ktérych wektor Q o sktadowych,
jak w a) bytby dopuszczalnym (por. punkt 5) w kazdym punkcie osrodka i dla wszystkich
mozliwych kombinacji obcigzenia.

Uogélnione twierdzenie Koitera

a) Uktad nie dostosowuje sig, jesli istnieje dopuszczalny cykl predkosci odksztatcen
plastycznych )1,45.13(:) i dopuszczalny cykl predkosci plastycznego zginania-skrecania %) (1),
a ponadto istnieja obciazenia zewngtrzne X:(t), Y;(t), Ti(t), Mi(t) wewnatrz danych
przedziatéw zmiennos$ci tych obcigzen, takie Ze,

T T

[ [ Xiig+vioDyav+ [ (T +Miopyds) > [ dt [ (s 25+myhav.
0 | 4 ST 0 V

.-:b) Ukiad dostosowuje sig, jeli istnieje k& > 1, o takiej wlasnosci, ze dla wszystkich
dopuszczalnych cykli odpowiednio predkosci odksztatcen p.lastycznych AB(1) i predkosci
plastycznego zginania—skrecenia #{7)(t) oraz wszystkich obciaZenn zewngtrznych (wewnatrz
danych przedziatéw), zachodzi

T ’ T
k[ at [ aag+vionav+ [ (g +sopds| < [ de [ (s 28+ myidv.
0 14 ST 0 1 4

Dowoddéw powyzszych twierdzeri nie podajemy. Chcac je dowie§é, nalezy skorzystaé
z prac [6], [7].
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Peszome

HEKOTOPBIX OBOBIIEHMAX TEOPEM O HECYIEWM CHOCOBHOCTHU ILJIs
CPEIBI KOCCEPA

B pafore mamo ofobmierme Ha ciayuall cpexst Koccepa Teopem 0 Hecylleld CrTOCOOHOCTH M TEOPEM
niaHa 1 Koilitepa o npucrocoSnsemocr. Maupl 0GoBluenns BapuamodHoro npuunmna Miopa-Jlu,

BBIBOJOB LlurJiepa, BHITEKAIOLINE K3 IIEPBOrO ¥ BTOPOro IPUHIMIOB TEPMOAWHAMUKHE, a Takxke obobe-
Hye nocryyata Jpyxxepa. BommosmedHoe HecilefoBanue OCHOBAHO Ha NpeaIaracmoii JIunmmaHoM TeopHH
TIJACTHYECKOIO TeaeHus cpemnl Koccepa.
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Summary
ON SOME GENERALIZATIONS OF LIMIT ANALYSIS THEOREMS FOR COSSERAT MEDIA
This paper presents the generalizations of limit analysis and shake-down theorems of Melan and Koiter
to the case of Cosserat media. Moreover, the variational principle of Mura-Lee, Ziegler’s conclusion from

the first and second laws of thermodynamics and Drucker’s postulate have been generalized, The problems
discussed in the paper are based-on Lippmann’s theory of plastic flow of Cosserat media.
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