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W  ostatnich  latach  ukazało się   kilka  prac  poś wię conych  naprę ż eniom momentowym
w teorii plastycznoś ci  [4, 5, 9, 11, 16, 25].

Micicu  [11]  rozważ ył  pewne  moż liwe  formy  warunku  plastycznoś ci  dla  ciał   sprę ż ysto-
plastycznych  przy  uwzglę dnieniu  naprę ż eń  momentowych.  Przedstawił   on  również  rów-
nania  konstytutywne  dla  ciała  lepkosprę ż ystego  i  lepko- sprę ż ysto- plastycznego  z naprę-
ż eniami  momentowymi  oraz  uogólnił   postulat  D ruckera;  mikrostruktura  oś rodka  omó-
wionego  w  [11] jest  sztywna.

SAWCZUK  [16]  rozważa  materiał  plastyczny  o  mikrostrukturze  sztywnej,  przy  czym
oś rodek pł ynie przy pewnych wartoś ciach naprę ż eń i naprę ż eń momentowych, przed osią g-
nię ciem  tych  wartoś ci  jest  on  sztywny.  Krótko  mówią c,  w  pracy  [16]  autor  zajmuje  się
analogonem  znanego z teorii  klasycznej  ciała  sztywno- plastycznego.  SAWCZUK  formułuje
równania  konstytutywne  tensorowo  liniowe  skojarzone  z  maksymalnym  rozproszeniem
lokalnym.  Ogólny  warunek  plastycznoś ci  otrzymany  w  [16]  ma  postać

gdzie  dij  jest  dewiatorem  symetrycznej  czę ś ci  tensora  naprę ż enia,  natomiast  ni^^m^
oznacza  symetryczną   (skoś nie  symetryczną)  czę ść  dewiatora  naprę ż eń  momentowych
(por.  [8]). Okazuje  się ,  że  tylko  w  przypadku,  gdy  (por.  [11])

2%p  =   - ^(dijdiJ  + LT2m(iJ)miU)  + Lj2m[Wmlin)  =  const,

to  otrzymujemy  prawo  plastycznego  pł ynię cia, tzn.

dy> 8f 8y>

gdzie A,  Lx,  L2  są   stał ymi,  śy  jest  tensorem prę dkoś ci  odkształ ceń, a  kij  tensorem prę d-

koś ci  zginania- skrę cania.

W  pracy  G REENA,  N AG H D I 'EG O,  OSBORNA  [5]  omówiono  sprę ż ysto- plastyczną   powie-

rzchnię  Cosseratów,  tzn. powierzchnię  posiadają cą   w każ dym  punkcie wektor  kierunkowy.
Wyniki  uzyskane  w  tej  pracy  są   dalszym  rozwinię ciem  rezultatów  pracy  [3].



412  J.  J.  TELEGA

KOLOKOLCZYKOW  [25],  rozwijając  wyniki pracy  [8],  wł aś ciwie  w  sposób  formalny  uogól-
nił   zwią zki  odkształ ceniowej  teorii  plastycznoś ci  na  przypadek  sprę ż ysto- plastycznych
oś rodków  Cosseratow.

Inne podejś cie,  przy  wprowadzaniu  naprę ż eń momentowych, zaproponował   LIPPMANN
[9].  Przedstawił   on  teorię  plastycznego  pł ynię cia  dla  sztywno- plastycznych  oś rodków
Cosseratow, w których  czą stki,  oprócz obrotów  spowodowanych  przemieszczeniem,  obra-
cają  się dodatkowo w sposób niezależ ny  od pola przemieszczeń  (oś rodek Cosseratow z nie-
zwią zanymi  obrotami czą stek). Podstawą  naszych  dalszych  rozważ ań  bę dzie wł aś nie praca
[9].  W  punkcie  pierwszym  przedstawimy  podstawowe  zależ noś ci  omówione  w  pracy  [9],
w punkcie drugim  uogólnimy  postulat  Druckera, w  punkcie  zaś  trzecim zastanowimy  się
nad  niektórymi  moż liwymi  warunkami  plastycznoś ci  i  uplastycznieniem  czę ś ciowym.
W  punkcie  czwartym  przedstawimy  pewien  wniosek  wynikają cy  z  drugiej  zasady  termo-
dynamiki.  Punkt  pią ty  jest  poś wię cony  uogólnieniu  noś noś ci  granicznej,  a  w  punkcie
szóstym  uogólnimy  zasadę  wariacyjną  przedstawioną  w  pracy  [12]  (por.  [13, 14, 15]).
N a  koniec w punkcie siódmym uogólnimy  twierdzenia Melana i Koitera [7].

1.  Podstawowe  zależ noś ci

W  pracy stosujemy  wył ą cznie prostoką tne kartezjań skie  ukł ady współ rzę dnych, a także
konwencję  sumacyjną  odnoszą cą  się  do  takich ukł adów.

Równania  równowagi  rozważ anego  przez  nas  oś rodka  Cosseratow  z  niezwią zanymi
obrotami  czą stek  mają  postać  [6],  [9]

(1- 1)  sU

(1.2)  miJi.+2Tj  + Yj  =   0,  tj  =  1, 2,  3,

gdzie  Sij jest  niesymetrycznym  tensorem naprę ż eń, my  tensorem naprę ż eń momentowych;
Xj,  Yj  oznaczają  odpowiednio  siły  masowe  i  momenty masowe  (na jednostkę  obję toś ci).
Ponadto

(1.3) ~2  £jki  rki,  k,  I  =  1,2,.  3,

(1.4)  StJ  =  Oy+ Ty,  Oi]  =  Oj,,  rij=- Tji,

przy  czym  sy t  jest symbolem  Ricciego.

Jednostkowa  moc  odkształ ceń i  zginania- skrę cania  A  ma  postać

(1.5)  A  — Oijkjj + mijXij +  lQjT;,

gdzie

(1.7)  «y  -   d)y,„

przy  czym w; i  cb;  są  odpowiednio współ rzę dnymi wektora  prę dkoś ci  przemieszczeń  i  wek-
tora  prę dkoś ci  obrotów  wł asnych  (czą stki). Wektor  (w,)  jest  niezależ ny  od wektora  prę d-
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koś ci  obrotów  (yj);  ten  ostatni  okreś lony  jest  zależ noś cią

(1.8)  Yj  = j  ejkiń i >  ^1=^2  ("'• *  ~ "*• ')'

gdzie  hy jest  tensorem prę dkoś ci  odkształ ceń, ktj  tensorem prę dkoś ci  zginania- skrę cania,
zaś  yij  tensorem prę dkoś ci  obrotów  pola prę dkoś ci  przemieszczeń  ut.  Wzglę dna  prę dkość
obrotów  Qt  wynosi

(1.9)  A  =  yj- co(.

SAWCZUK  [16],  KOŁ OKOLCZYKOW  [25]  i  MICICU  [11]  przyjmują  Qt  =  0.

Zależ ność (1.5) wygodnie jest przedstawić w postaci

(1.10)  A  =  Qjq,  =  Qq,

gdzie  wektor  Q  =  (gi>  . . . , 21 8)  utworzony  jest  z  sześ ciu  niezależ nych  współ rzę dnych
tensora  au,  dziewię ciu  współ rzę dnych  tensora  mi}  i  trzech  współ rzę dnych  T ( ; natomiast
wektor  q  =   (qt,  ..., g18),  zbudowany  jest  z  ey  (i  = / )  lub  2kij{i=£j),Xi]   i iQt.  Wektory
Q  i q moż na również uważ ać  za wektory  sił  uogólnionych  (por.  [20]) i uogólnionych prę d-
koś ci odkształ ceń.

Przypomnimy  obecnie podstawowe  zał oż enia teorii  LIPPMANNA  [9], Ponieważ  rozważa
on  sztywno- plastyczny  oś rodek  Cosseratów,  więc  q( p n  =  q.

Przyjmijmy  postulat  Lippmanna on  n i e z a l e ż n y ch  warunkach  plastycznoś ci

(1.11)  / P ( Q )  =  0,  p  =  l,,..,n,

przy  czym  n  nie  przekracza  liczby  współ rzę dnych  wektora  Q  (tzn.  18).  Zakł adamy, że
funkcje  te  są  gł adkie,  tzn.  w  przestrzeni  fizycznej  o  osiach  współ rzę dnych Qs  w  każ dym
punkcie  powierzchni  (ś ciś le  hiperpowierzchni) fp  istnieje  wektor  normalny. Powierzchnie
fp  mogą  być w ogólnoś ci  rozł ą czne. Funkcje/P mogą zależ eć również od historii obcią ż enia,
temperatury,  mocy  dysypowanej  A  i  prę dkoś ci  q.  LIPPMANN  przyjmuje  ponadto, że  wa-
runki  (1.11)  są  r ó w n o c z e ś n ie  speł nione  (uplastycznienie  zupeł ne).  Jeś li  fp  <  0,
to  mamy  stan  sztywny, jeś li fp  =  0 —  stan  plastyczny.  Stan fp  >  0 jest  niemoż liwy  (przy
nieuwzglę dnieniu  efektu  wzmocnienia).

Sprecyzujemy  obecnie poję cie  obcią ż ania i odcią ż ania dla oś rodków Cosseratów  (w pra-
cy  [9] tego nie zrobiono). Otóż dla idealnie plastycznego  oś rodka Cosseratów  (powierzchnie
plastycznoś ci  nie zmieniają  się  w  procesie  odkształ ceń plastycznych)  obcią ż anie  okreś lamy
nastę pują co:

Jp  —  v,  Jp  u>

natomiast  zwią zki

fP  = o,  / ; < o
definiują  odcią ż anie.

Dla  oś rodków  Cosseratów  ze  wzmocnieniem  (powierzchnie  plastycznoś ci  mogą  się
zmieniać  w  procesie  odkształ ceń  plastycznych)  obcią ż anie,  stan  neutralny  i  odcią ż anie
dane są  odpowiednio zależ noś ciami:

/ P  =  0,  / p > 0 ;  fp  =  0,  / p  =  0;  f,  =  0,  / ,  <  0.

5  Mechanika Teoretyczna
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W  celu  otrzymania zależ noś ci  pomię dzy  Q  i  q  LIPPMANN  [9] postuluje  zasadę  Sado-
wskiego- Phillipsa- Hilla,  która  mówi,  że  dla  danego  stanu  prę dkoś ci  q,  siły  Q  są  takie,
że  moc dysypowana  osią ga  extremum  (ś ciś le  maximum). Stąd  wnioskujemy,  że  6A  =ś  o,
przy  czym  dokonujemy  wariacji  Q  o  <5Q. Po  prostych  przekształ ceniach  otrzymujemy
zwią zki

(1.12)

Z  ostatniej  zależ noś ci  wnioskujemy,  że wektor  q jest  kombinacją  liniową,  o współ czynni-

kach  nieujemnych,  gradientów- ^-.  LIPPMANN  wykazał,  iż  przyję cie  prawa  plastycznego

pł ynię cia  (1.12)  i  tylko jednego  warunku  plastycznoś ci  powoduje  trudnoś ci przy  przejś ciu
do  teorii klasycznej,  tzn. gdy  mi}  -> 0,  T,  -> 0. Trudnoś ci te polegają  na tym, iż  otrzymany
przez  przejś cie  m  ̂ -> 0,  rt  -> 0  ukł ad  równań  zawiera  wię cej  równań  niż  niewiadomych,
co  powoduje,  że nie posiada  on na ogół   rozwią zań.

2.  Uogólnienie postulatu  Druckera

W  klasycznej  teorii  plastycznoś ci  (tzn. w  teorii  bez  naprę ż eń  momentowych)  funda-
mentalną  rolę  odgrywa  postulat  D ruckera  (por. np.  [1,  7, 20]).  M a  on postać

(2- 1)  (a^- af^f  > 0,

gdzie  atj  speł nia  równanie  powierzchni  plastycznoś ci, natomiast  afj  jest  naprę ż eniem do
puszczalnym, tzn. znajduje  się wewną trz  lub na powierzchni plastycznoś ci, e^f ) jest  czę ś cią
tensora  prę dkoś ci  odkształ ceń zwią zaną  z  odkształ ceniami plastycznymi.  D la ciała  sztyw-
no- plastycznego  e\J'  ̂ =   ś y.  Wiadomo,  że  postulat  D ruckera  jest  równoważ ny  wypuk-
ł oś ci powierzchni  plastycznoś ci.

Postulat  (2.1)  moż na  uogólnić  na  przypadek  rozważ anej  przez  nas  teorii Lippmanna
nastę pują co:

(2- 2)  (Qs- Qf)hP  >  0,  jP  =  l , . . . , n,

*   d f  dfp
gdzie  qsp  =  ^.p- ^zr-  (pop  nie  sumować ).  Wektor  Q*(Qf)  nazwiemy  naprę ż eniami dopusz-

czalnymi.  Jest  to  wektor,  który  w  fizycznej  przestrzeni  naprę ż eń  znajduje  się  wewną trz
(lub na) wszystkich  powierzchni fp.  Z zależ noś ci  (2.2) wnioskujemy,  że każ da z powierzchni

fp  jest  wypukł a,  tzn.  obszar  ograniczony  przez  każ dą  z  tych  powierzchni  jest  wypukł y.
Sumując w  (2.2) po  „p"   mamy

(2.3)  £  (Q'- Qt)hr  -   (e.- fi?)«.  > 0.
p

Tak  więc  zwią zek  (2.3) jest  formalnie  podobny  do  klasycznego  postulatu D ruckera.
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3.  Niektóre moż liwe  warunki  plastycznoś ci.  Uplastycznienie czę ś ciowe

Przyję cie  n niezależ nych  warunków  plastycznoś ci,  które  mają   być równocześ nie  speł-
nione, jest  duż ym  ograniczeniem na moż liwe  drogi  obcią ż eń.

a

Q(Qj.Qz,Qi)

Rys. 1

Rozpatrzmy  przypadek  n — 2. N a rys.  la  przedstawiono  dwie  powierzchnie  fltf2

przecinają ce  się  w punktach A, B, C, D. Ponieważ  założ yliś my, że warunki  plastycznoś ci
mają   być  równocześ nie  speł nione, oznaczał oby to, że teoria  opisuje  tylko  stany  uplastycz-
nienia  odpowiadają ce  tym  czterem punktom. Jeś li  natomiast wektor Q odpowiada punk-
towi E, to bę dziemy mieć tzw. uplastycznienie czę ś ciowe: f2  =  0,ft  < 0. Podobnie sprawa
wyglą da z przypadkiem  przedstawionym  na  rys.  lb. W tym  przypadku  teoria Lippmanna
opisuje  tylko  takie  stany  uplastycznienia,  dla których

Jeś li  wektor  naprę ż eń  Q ( 2 i , 22> G 3)  odpowiada  na przykł ad  punktowi  A  (rys. lb), to
wówczas  stanu  takiego  nie  moż na  opisać  teorią   Lippmanna.

Rozpatrzmy  pewne  moż liwe  (teoretycznie)  sposoby  wł ą czenia  do teorii  Lippmanna
stanów  czę ś ciowego  uplastycznienia.  N iech wektor  Q  odpowiada  punktowi  E  (rys. la).
Powstaje  pytanie, co się  bę dzie działo na drodze EF przy  obcią ż aniu. Moż na sobie  wyobra-
zić  nastę pują ce  odpowiedzi  na tak  postawione  pytanie:

1°  Powierzchnia f2  doznaje  wzmocnienia  izotropowego,  przesuwa  się  i  obraca.  Włą -
czamy  tutaj  również  obroty,  gdyż  badania  eksperymentalne na gruncie  teorii  klasycznej
(por.  [18],  [21]) wykazał y,  iż w niektórych przypadkach  powierzchnia plastycznoś ci  może
się   obracać. Kiedy  punkty E i F pokryją   się  wówczas  mamy  sytuację   podobną   do  stanu
A  (rys.  la).

5*
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2° Oznaczmy  wektor  naprę ż eń  odpowiadają cy  punktowi  E  przez  Q((2S).  Wówczas

qs  = j=   .  Zakł adamy, że na  drodze  EF wektor  q nie doznaje  przyrostów.

Natomiast w punkcie F

a 2

gdzie  Q(QS) jest  wektorem  naprę ż enia odpowiadają cym  punktowi F. Cał kowita prę dkość

odkształ ceń qs  wyniesie

dfx df2(3.1)  qs  =  qs  + qs  =

SAYIR  [17] rozważa warunek plastycznoś ci  (w teorii klasycznej) w postaci  wielomianowej

gdzie  współ czynniki  Ko, Ku,  Kijk,,  ... są  tensorami  stał ych  materiał owych.  Ich  charakter
tensorowy  wynika  z zasady  obiektywnoś ci  materiału tzn.  niezależ noś ci  równania  konsty-
tutywnego  od ukł adu odniesienia. W teorii  plastycznoś ci  zasada  ta oznacza  niezależ ność
warunku  plastycznoś ci  od ukł adu współ rzę dnych,  stanowią cych  ukł ad  odniesienia. W na-
szym  przypadku  moż na by przyjąć  trzy  nastę pują ce  warunki  plastycznoś ci:

(3.2)  j \  = Ko + KijSij + Km  stJ skl+  ...,

(3.3)  f2  =  LQ + L ijmij+L imml]mki+   ...,

(3.4)  / 3  =  Mo+  Mijk,siJmki  + MiJklsklmij  + Mijk,,msiJski>n nm+  ....

Nie  bę dziemy  dalej  szczegół owo  rozpatrywać  zwią zków  (3.2)- (3.4),  gdyż  ze wzglę du  na
brak  danych  doś wiadczalnych  przyję cie  takiego  czy  innego  warunku  plastycznoś ci —•
w  teorii z naprę ż eniami momentowymi —jest, jak na razie,  sprawą  czysto  formalną.

LIPPMANN  [9] uogólnił   warunek  plastycznoś ci  Hubera- Misesa  i  warunek  Treski  na
przypadek  oś rodka  Cosseratów.

4.  Wnioski  wynikają ce  z pierwszej  i  drugiej  zasady  termodynamiki

ZIEGLER  [23] wykazał,  że w klasycznej  teorii  plastycznoś ci  warunek

(4.1)  au- Ą p  > 0

wynika  z drugiej  zasady  termodynamiki. Rozpatrzmy oś rodek  sztywno- plastyczny.  Przed-
stawiamy  energię  swobodną  / ,  przypadają cą  na jednostkę  masy,  w postaci

<4.2)  Qf=  Qf0- QS0@- &0)—£jL{# - &0)*,

gdzie /o  odnosi  się do stanu począ tkowego  • &  =  # 0 , & jest  temperaturą  bezwzglę dną, na-
tomiast s0 przedstawia  wartość entropii na jednostkę masy w stanie # 0 ,  Q jest stałą  gę stoś cią
{• w teorii mał ych  odkształ ceń ).
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Ponadto

__  du

przy  czym

(4.3)  QU

gdzie

(4.4)  QS =  ~9- % =  f

Zależ ność  (4.4) przedstawia  entropię  na jednostkę   obję toś ci.

Z  pierwszej  zasady  termodynamiki — dla  przedziału  czasu  dt — otrzymujemy  (por.

PL  [26])

(4.5)  <Tijdeij- hktkdł   = edu  =  gc- s- dd;
"o

gdzie hk jest wektorem  strumienia  ciepła.
Z  (4.4) i  (4.5) otrzymujemy  nastę pują cy  wzór  na przyrost  entropii w  czasie dt

,i~  i  Qc  i n  cdu  1  ,  hi  k

(4.6)  gds = A_rf# = V  df
Przekształ ć my  ostatnią   zależ ność  do  postaci

(4.7) ^ . ^

Druga  zasada  termodynamiki  (por.  [2],  [26]) mówi, że

(4.8)  grfy^O.

Ograniczając  się   do  procesów  adiabatycznych  (hk  =  0)  lub  izotermicznych  (§ik  = 0),
z  (4.7)  i  (4.8)  otrzymujemy  (4.1). Oznacza  to, że  powierzchnia  plastycznoś ci,  dla  mater-
iał u  sztywno- plastycznego  ze  wzmocnieniem,  nie  może  przesuwać  się   nieograniczenie,
lecz  musi  zawierać  począ tek  ukł adu  odpowiadają cy  stanowi  beznaprę ż eniowemu.  Fakt
ten  został  przez  ZIEGLERA  [23]  udowodniony  również  dla  materiał ów  sprę ż ysto- plastycz-
nych ze wzmocnieniem.

N ierówność  (4.1)  ł atwo uogólnić  na  przypadek  teorii  Lippmanna. Jak  wiemy, w  tym
przypadku  moc dysypowana  dana jest wzorem  (1.5), wię c zależ ność  (4.7) przyjmuje  postać

eds  = j  (ay dsij+mtj dxu+2rt  dQt) +  I   -   ~  #,* -   (- -)  J  dt.

Rozważ ają c,  podobnie jak  w teorii klasycznej,  tylko procesy  izotermiczne lub adiabatyczne
mamy

(4- 9)  atJ  kij+mtj  ku+2Q- ,  T ;  >  0.

Korzystając  z  poprzednio wprowadzonych  oznaczeń, zwią zek  (4.9)  zapiszemy  krótko
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w nastę pują cej  postaci:

(4.10)
p

Jeś li  więc  przyjmiemy,  że  powierzchnie  fp  mogą  przesuwać  się  (oś rodek  Cosseratów
z wzmocnieniem), to uwzglę dniając  (4.10) i niezależ ność warunków  plastycznoś ci  wniosku-
jemy,  że muszą  one zawierać  począ tek  ukł adu  współ rzę dnych  przestrzeni  fizycznej.

Uwaga 4.1.  VALANI S  [22] wykazał   również na drodze termodynamicznej, że powierzch-
nia  plastycznoś ci  (w  teorii  klasycznej)  musi  zawierać  począ tek  ukł adu.  N iemniej  jednak
wydaje  się,  iż dowód  ZIEGLERA  [23] jest  bardziej  interesują cy,  gdyż  VALANI S  [22]  korzysta
z postulatu Druckera  (2.1), zaś  ZIEGLER nie.

5.  Noś ność  graniczna dla oś rodka  Cosseratów

Niech  rozpatrywany  przez  nas  sztywno- plastyczny  oś rodek  Cosseratów  o  obję toś ci  V
bę dzie ograniczony powierzchnią  5".  Zał óż my, że w każ dym punkcie tej powierzchni  istnieje
zewnę trzny, jednostkowy  wektor  normalny o współ rzę dnych nt  i  niech Sun,  Su<,  STn,  STt,
Sw",  Sat,  SMn,  SMtcS,  przy  czym  zachodzą  nastę pują ce  rozł ą czne rozkł ady:

(5.1)  S  =  S>  U STn  =   S,,t U ST>  =   San  U SMn  =   Sa*  U SM>.

Przyjmijmy  nastę pują ce  warunki brzegowe  [6]:

(5.2a)

(5.2b)

(5.2c)

(5.2d)

(5.3a)

(5.3b)

(5.30)

(5.3d)

przy  czym wskaź niki  n  lub  /  oznaczają  odpowiednio  skł adową normalną lub  styczną  wek-
tora, tzn.

w» =   it"jfij,   iigi =  Uof~Uojnj^t>   u"  — iij nj>   w| =   Ui —  Ujnjł ii,

T  =   Sjknjnk,  Tt  =  Sjinj~Sjknjnkni,  sJk  =  Gjk+T Jk,

i  podobnie dla  <u;,  w y .

Ł atwo udowodnić, że

(5.4)  A  =   Oijeij+mijX ij  + 2QiTi  =  Sijfaj  ̂ — £ijka>k) +  mijXij.

Przez wektor  Q moż na więc rozumieć wektor  odpowiadają cy  tensorom s^,  Wy,  zaś  przez
q  wektor  odpowiadają cy  tensorom  Ay  =  Ujti — elikcok  i  «,7.

u"  =   tą

u\  -   uf

oi

cb"  =   0)"

ó)\  «•   col.

rplt  ,  rpIJ

rpt  nrt

M"  =  M"

M\   =   M't

na
na

na

na

na

na

na

na

S„n,

Suh

S>uh

STn,

STt,

SM"  J

SM',
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Zasada  mocy  przygotowanych  dla  oś rodka  Cosseratów  z  niezwią zanymi  obrotami
czą stek  ma postać  [6]

(5.5)  /   lSij(iij, i- eijka)k)  + miJklj]dV  =  /   (Xiui  + Yi<bi)dV+  f  T"u"dS+  f  flu\dS+

fM"a>"dS+  [M t

ić ><idS+ j  Tnu"odS+  J  T^dS- Y  J  M%"odS+  J A£\ótoidS,
S  s  s  s  VSM>>  M  „   «  ra  V

(po n i  /  nie sumować ).
Uogólnimy  obecnie  znane — z  klasycznej  teorii  noś noś ci  granicznej  (por.  [7,20,24])

poję cia  statycznie  dopuszczalnego  pola  naprę ż eń  i  kinematycznie  dopuszczalnego  pola
prę dkoś ci  przemieszczeń.

Przez  statycznie  dopuszczalne  pole  naprę ż eń  Q°  rozumieć  bę dziemy  pola  naprę ż eń
sfj  i  naprę ż eń  momentowych  mij  speł niają ce  nastę pują ce  warunki:

1°  speł nione  są  warunki  równowagi

sfa+X,  m 0,  - mfu+W  + Y,  -   m°JU+  6,  ̂ + 7,  -   0,

i  warunki  brzegowe  (5.3a)- (5.3d);

2°  / ,(Q°)  «S 0,  p  =  !, . . . , «.

Mówimy,  że  zbiór  {U* }  =   {ii*,   w*}  stanowi  kinematycznie  dopuszczalne  pole prę d-
koś ci  przemieszczeń  uf  i  mikroobrotów  ć of  jeś li:

I .  Pole  to  speł nia kinematyczne  warunki  brzegowe  (5.2a)- (5.2d).
I I .  Moż na z niego  otrzymać pole q*,  tzn. pole prę dkoś ci  odkształ ceń Xfj i pole kfj  (lub

II I .  Okreś lona  prawą  stroną  wzoru  (5.5)  moc  obcią ż eń  zewnę trznych —•  oznaczmy  ją
przez  L —jest  dodatnia, tzn.  L  >  0.

D la  prostoty  rozważ ań  rozpatrzmy  szczególny  przypadek,  gdy

SU"  —  Sut  =   Scan  =   Sat  =   Su,  Srn  =   STt  =   SMn  =  iSjtft  —  $T-

Wówczas  warunki  brzegowe  (5.2a)- (5.2d),  (5.3a)- (5.3d)  przyjmują  odpowiednio  postać

(5.6)  iii   =   uotl  (o;  =  o )o i na  Su,

(5.7)  Tt  =   SjiHj,  Mi  =  mjiitj  na  ST.

Zał óż my ponadto, że uoi  =  cooi  =  0. Uwzglę dniając  (1.10),  (5.4), (5.6) i  (5.7) w  (5.5) otrzy-
mujemy

(5- 8)  j'Qs'qsdV  =   f  (Xiui + Yló)i)dV+  {7^8+  JM&dS.
V  V  ••   .  ST  ST

Weź my  pod  uwagę  obcią ż enie  jednoparametrowe, tzn.  obcią ż enie  dane zależ noś ciami
(por.  [25])

(5.9)  Xi  =   fiXfixj),  Yt  =  juY,°(xj),  f{  -   / uTHxj),  Mt  =   fiM?(xj),

gdzie n  >  0 jest  parametrem obcią ż enia.
Moż na  również  wprowadzić  poję cie  statycznie  dopuszczalnego  / is  i  kinematycznie

dopuszczalnego pik mnoż ników obcią ż enia. Zdefiniujemy  je podobnie jak w teorii  klasycznej
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(por.  [7, 20, 24]). I  tak, jeś li  dla obcią ż enia  pX?,  (xY°, / j,T°, fiM°  moż na  wyznaczyć jakie-
kolwiek pole g°,  to odpowiadają ce  temu (i nazwiemy  statycznie dopuszczalnym mnoż nikiem
obcią ż enia  / J,S. Kinematycznie dopuszczalny mnoż nik / uk okreś lony jest  nastę pują co:

(5.10)
J  (X?ń f  + Yiayf)dV+  J (
v  s

Z postulatu  II I  wynika, że mianownik  we  wzorze  (5.10) jest dodatni.
Przez  rozwią zanie  zupełne  rozumiemy  takie  rozwią zanie,  które  spełnia  zarówno  wy-

magania  strony  statycznej,  jak  i  kinematycznej  (por.  [20]). Odnoszą cy  się   do  rozwią zania
zupełnego  mnoż nik  obcią ż enia  oznaczmy  symbolem  fiG.  Łatwo  udowodnić,  że

(5.11)  ft* *ś  fa  **   f*k-

Dowód  przebiega  jak  w  przypadku  klasycznym.

Uwaga 5.1.  Ponieważ  zasadę   mocy  wirtualnych  (5.5)  moż na  uogólnić  na  przypadek
niecią głych  pól  naprę ż eń stJ  i  naprę ż eń momentowych  m-ti  [6],  zależ ność  (5.11)  pozostaje
słuszna i dla  takiego  przypadku.

Uwaga  5.2.  Rozpatrzmy  zagadnienie  niecią głoś ci  pól  prę dkoś ci  przemieszczeń  in
i  prę dkoś ci  mikroobrotów  &>;  Oznaczmy  przez  Shk  powierzchnie  niecią głoś ci  prę dkoś ci
przemieszczeń  mię dzy  obszarami  Rh,  Rk  rozpatrywanego  oś rodka,  zaś  przez  MXm  powierz-
chnie  niecią głoś ci  pola  mikroobrotów  cb;  pomię dzy  obszarami  Zt,Zm.  N iech  ponadto
pole iti jest niecią głe w kierunku stycznym  do powierzchni Shk,  natomiast pole ó); w kierunku
normalnym do Mlm.  Wówczas moc dysypowana  na powierzchniach  niecią głoś ci ma postać
(por.  [24],  [14])

(5.12)  D  =  S

gdzie Tihk)  oznacza naprę ż enie styczne przekazywane  przez element powierzchni dS z  obsza-
ru  Rk  do  Rh;  u^,  u  ̂ są   składowymi  stycznymi  prę dkoś ci  przemieszczeń  odpowiednio
w  obszarach  Rh,Rk,  natomiast  M ( ' m )  oznacza  normalne do powierzchni  Mlm  naprę ż enie
momentowe przekazywane  przez  element powierzchni  dS  z  obszaru  Z,  do  Z,„ ;  cb^', cójif}

są   składowymi  normalnymi  prę dkoś ci  mikroobrotów  w  obszarach  Zi,Zm.
Naprę ż enie  styczne  T ^ ,  zwią zane  z  naprę ż eniami  stJ  na  powierzchni  Shk,  wynosi

(por.  [9]  rys.  2).

(5.13)

natomiast  momentowe  naprę ż enie  normalne  M(tm),  zwią zane  z  naprę ż eniami  momento-
wymi my  na powierzchni  Mu„,   dane jest  wzorem

(5.14)  Af<'«)  =   mJknjnk,

przy  czym  w  (5.13) wektor  jednostkowy  nj jest wektorem  normalnym  do  powierzchni*?/ *,
natomiast w  (5.14) — do Mim.  .  ,
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Cał kowita  moc dysypowaną   D  wynosi

(5.15)  D =>  f  AdV+J).

Jeś li w (5.10) uwzglę dnimy  moc D, dysypowaną   na powierzchniach niecią głoś ci, to zwią zek
(5.11)  pozostaje  słuszny.

6.  Uogólnienie  zasady  wariacyjnej  T. Mury  i S.  Lee

W  pracach  [12], [14] MU RA  i  LEE  podali  zasadę   wariacyjną   przydatną   w noś noś ci
granicznej.  Zasadę   tę  bę dziemy  krótko  oznaczać  symbolem  ML. W pracy  [13] autorzy
ci  stosują   zasadę  ML do analizy granicznej ortotropowej pł yty kołowej swobodnie podpar-
tej i poddanej  obcią ż eniu  rozł oż onemu.  SACCHI i SAVE  [15] stosując  zasadę   ML,  rozważ yli
statyczne  i  kinematyczne  podejś cie  dla trójwymiarowego  kontinuum.

Obecnie naszym  celem bę dzie uogólnienie zasady  ML na oś rodki  Cosseratów.

Rozważ my  funkcjonał

(6.1)  F(sij,mij,it i,u)i,Ri,Mfi,[ł ,(pp)=   js,j(Ujji- eijkmk)dV+  J m,jOj,tdV-
v v

-   f Ą utdS-  f Mfm,dS- Ą  f  (Tfut + MfcoddS-1] -  /  W A
Ś  S  S  V

Z  zasady  stacjonarnoś ci  funkcjonału F dla  dowolnych  wariacji  jego argumentów — przy
dodatkowym  warunku  Xp ̂   0, p  = 1, ..., n — otrzymujemy

(6.2)  6F =  j  ósij(uhi- eiJkwk)dV+  {siJ(dUjti- eijkdć ok)dV+  f  dmiJwJ,idV+
V V V

+  jmijócQjtldV-  j  dRiiiidS-  j  Rtdu,dS~  j  &M?widS-  J  Mfó^dS-
V  Su  Su  Su  «„

-   dĄ   f  (TftH+ MiwddS- l]- / *  }  (TfSui + MfÓaiddS-  }  dkp[f f(sijtmtJ)  + <fi)dV-
ś  s  v

Ponieważ  speł nione są   zwią zki

(6.3)  JSijdUjjdV-   J  StjelJkdć okdV  =   j  (Si]duj)ti-   f  StjjdiijdV-  f  Stj8i]kd<hkdV  -
V  V  V  V  V

=  JSijdUjiiidS-   J  Stj,tdiijdV-  j  sueiikdwkdV,
v  v  v

(6.4)  J  mijdcojjdV  = J mijóć ojnidS—  J  mijtibu)jdV,  • "- -i



422  -   J.  J.  TEŁ EGA

więc  z  (6.2), po  uwzglę dnieniu  (6.3),  (6.4)  i  z  dowolnoś ci  wariacji  otrzymujemy

(6.5)  su,t  =  0  j  ^  v

(6.6)  mlhi  + eijksjk  =  0  |  W  '

(6.7)  Ri  =   Sijtii  na  Su,

(6.8)  nTf  =  Sijtii  na  ST,

(6.9)  Mf  m mijiii   na  5„ ,

(6.10)  p- Mi  =  W(;»i  na  ST,

(6.11)  Mi =  0  na ^ „ ,

(6.12)  cbf =   0  na  5„ ,

(6.13)  Uj,i — £ijkK>k — K~pT~

(6.14)  W; i =   K"—-
"  dmij

(6.15)  f  (Tfiii+MfwddS  =   1  na  SV,

(6.16)  / j>Ou,>Wy)+<$ = 0,  p  =  1, . . . , «, w  F

(6.17)  Xpęp  =  0  w F.

Podobnie, jak  uczyniono  to w pracy  [15], moż na wykazać,  że FG  =   / uG, gdzie FG  jest  war-
toś cią  funkcjonahi  F  odpowiadają cą  zależ noś ciom  (6.5)—(6.17).

7.  Twierdzenia  Molami  i  Koitera  o dostosowywaniu,  uogólnione  na  przypadek  oś rodków  Cosseratów

W  dotychczasowych naszych rozważ aniach przyjmowaliś my  model  sztywno- plastyczny.
Aby  mówić o zagadnieniach dostosowywania,  należy  rozpatrywać  oś rodek  sprę ż ysto- pla-
styczny  [7].

Przez  sprę ż ysto- plastyczny  oś rodek  Cosseratów  z  niezwią zanymi  obrotami  czą stek
bę dziemy  rozumieć  taki  oś rodek  Cosseratów,  dla  którego  cał kowite  odkształ cenia  Ay
i  cał kowite zginanie- skrę canie  xij  są  dane zależ noś ciami

(7.1)

(7.2)

gdzie czę ś ci sprę ż yste  Ą ft  x\ f  są  dane wzorami  [6]

(7- 3)  X\ f>  m PiJklskl+QiJklmkl,  Pijkl  -   Pm,

(7- 4)  xip  = Q

przy czym tensory Pijki,   QiJkl  SiJki  są  stał ymi materiał owymi.
Uogólnimy  obecnie poję cie  naprę ż eń resztkowych.  Mianowicie rzeczywiste naprę ż enia
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S(li'rzeczywiste  naprę ż enia momentowe my moż na zapisać w postaci

(7.5)  % -   ty+Qtj,

(7.6)  Wy =  m\p + (fij,

gdzie  sffl, m\ f  oznaczają   odpowiednio  naprę ż enia  i  naprę ż enia momentowe w doskonale
sprę ż ystym  oś rodku  Cosseratów,  poddanym tym samym obcią ż eniom i warunkom brzego-
wym,  zaś  gy, (pij oznaczają   odpowiednio  naprę ż enia  resztkowe  i  resztkowe  naprę ż enia
momentowe.  Resztkowe  naprę ż enia i  resztkowe  naprę ż enia momentowe definiujemy  jako
stałe  naprę ż enia,  pozostają ce  w  oś rodku  po  odcią ż eniu,  tzn.  usunię ciu  zewnę trznych
obcią ż eń  i  powrocie  przemieszczeń  i  obrotów  na  S„ do  zera,  przy  czym  odcią ż anie to
zachodzi bez plastycznych odkształ ceń i bez plastycznego zginania- skrę cania.  Przyjmujemy,
że  odcią ż anie opisywane  jest zależ noś ciami  (7.3),  (7.4). Resztkowe  naprę ż enia i  resztkowe
naprę ż enia  momentowe  spełnianiają   równania  równowagi  (1.1),  (1.2),  (5.7), gdzie Xt  =

= : ; y ; •  =   T,  = M, = 0.
•  Przez doskonale sprę ż ysty oś rodek Cosseratów  bę dziemy rozumieć oś rodek, dla którego

równania  konstytutywne  mają   postać  (7.3),  (7.4).
•  D la  prostoty  przyjmujemy,  że  na  Su:  ut  =  a>,- .=  0.  N iech  oś rodek  bę dzie  poddany

pewnemu  programowi  obcią ż enia,  tzn. Tt,Mi,Xx,  F; są   funkcjami  czasu  i  zmieniają   się
w pewnych przedział ach w sposób na ogół  dowolny, ale quasi- statyczny  (por.  [19]). Oznacz-
my  przez  Sij(ł ),  Ą f(t),  tfp(t)  odpowiednio  rzeczywiste  wartoś ci  naprę ż eń,  odkształceń
sprę ż ystych  i odkształ ceń plastycznych,  natomiast przez mij(t)t  Ą f(t)t  Ą f{t)  odpowiednio
rzeczywiste  naprę ż enia  momentowe,  sprę ż yste  zginanie- skrę canie  i  plastyczne  zginanie-
skrę canie.

Rozważ my  idealnie  sprę ż ysty  oś rodek  Cosseratów  poddany  tym samym  obcią ż eniom
i  warunkom  brzegowym,  co oś rodek  sprę ż ysto- plastyczny.  N iech sffl(t),  m$(t)  oznaczają
odpowiednio  naprę ż enia i naprę ż enia momentowe w oś rodku  idealnym, a  odpowiadają ce
im  odkształ cenia i  tensor  zginania- skrę cania  oznaczmy  odpowiednio  przez  X\p(t),  %\ f(t).
Resztkowe  naprę ż enia oznaczmy przez  Qij(ł ),  resztkowe  zaś naprę ż enia momentowe przez
<Pij(t).   Wstawiając  do (7.3), (7.4) Qij zamiast 5;j-  oraz cptj  zamiast my otrzymujemy  sprę ż yste
odkształ cenia A^ r )(f) i sprę ż yste zginanie- skrę canie x\ej} r){t). Spełnione są  oczywiś cie zwią zki

(7- 7)  Xi} -   W + X\ f  =   X\ f

(7.8)  xu  =  x\? + Ą f =

(7110)  mtJ =  mff
V  '• '- • 'A  '  '  •   '

Pozostajemy  na  gruncie  rozważ ań  quasi- statycznych,  wystę pują ce  wię c  w  (7.7)- (7,10)

funkcje  zmieniają   się  «powoli» wraz ze zmianą   czasu  t.
Dopuszczalny cykl prę dkoś ci odkształ ceń plastycznych  h$(t)  definiujemy  w ten sposób,

że  cał ka
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przedstawiają ca  przyrost  odkształ ceń plastycznych  za  cykl  okreś lony  czasem  T,  stanowi
kinematycznie  dopuszczalne  pole  odkształ ceń, tzn. odkształ cenie (7.11)  moż na  otrzymać
wiedzą c,  że  A,7  =  Ujii — sijkaik  (por. punkt  5), z  odpowiednich  pól  przemieszczeń  i  mikro-
obrotów,  które z kolei  znikają   na Su.  .  ,

Tensor odkształ ceń X  ̂zależy od pola przemieszczeń ux i pola mikroobrotów ft>;. Musimy
wię c wprowadzić poję cie  dopuszczalnego  cyklu  prę dkoś ci plastycznego  zginania- skrę cania
tffl].   Dopuszczalny cykl  prę dkoś ci  plastycznego  zginania- skrę cania  x\?l  okreś lamy  w  ten
sposób, że  przyrost

(7.12)

zaś  cykl  wyznaczony  przez  przedział   czasu  T  stanowi  kinematycznie  dopuszczalne  pole
zginania- skrę cania.  Oznacza  to,  że  tensor  (7.12)  moż na  otrzymać,  korzystając  z  (1.7),
z pola mikroobrotów Acot0,  przy  czym pole  to znika  na S„  (zgodnie z warunkami  brzego-
wymi).  Ponieważ  przyrosty  odkształ ceń  plastycznych  (7.11)  mają   być  kinematycznie
dopuszczalne,  moż na  je  otrzymać  z  pola  przemieszczeń  Aui0,  które  znika  na  S„,  oraz
z  pola  Acoio-

Polom  Mjfo{t),  k\ fa(t)  towarzyszą   resztkowe  prę dkoś ci  naprę ż eń  gyo(O  i  resztkowe
prę dkoś ci  naprę ż eń momentowych  jf> iJ0(t). Z kolei  tym  resztkowym  polom naprę ż eń i na-
prę ż eń  momentowych  odpowiadają   sprę ż yste  odkształ cenia  i[f o{t)   i  sprę ż yste  zginanie-
skrę canie  k\ fo{t).  N iech  iĄ (t)  i  «?(/)  oznaczają   odpowiednio pole  prę dkoś ci  przemieszczeń
i pole mikro- obrotów, z których  otrzymujemy  kinematycznie dopuszczalne pole prę dkoś ci
odkształ ceń

i  kinematycznie dopuszczalne pole  prę dkoś ci  zginania- skrę cania

(7.14)  ktJ0 =   ą i+Ą ji

Przyrosty  przemieszczeń  i  mikroobrotów  za  cykl  dopuszczalnych  prę dkoś ci  odkształ ceń
plastycznych  i  dopuszczalnych  prę dkoś ci  plastycznego  zginania- skrę cania  są   dane  zależ-
noś ciami

(7.15)  Aui0  =   /   ufdt,
o

T

(7.16)  Awi0  =  j  mtdt.
o

Resztkowe  naprę ż enia  i  resztkowe  naprę ż enia  momentowe  w  chwili  t  =   T  przyjmują

wartość  taką,  jak  w  chwili  t  =  0,  gdyż  przyrosty  odkształ ceń plastycznych  i  przyrosty

plastycznego  zginania- skrę cania  są   kinematycznie  dopuszczalne.  Stąd  wynika,  że
T

(7- 17)  f  \ \%dt  = 0,
ó

T

(7.18)  /   k\ fQdt  =  0.
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Po  tych długich, aczkolwiek  niezbę dnych  okreś leniach, moż emy sformułować  twierdze-
nia  o  dostosowaniu,  uogólnione  na  przypadek  oś rodków  Cosseratów  z  niezwią zanymi
obrotami  czą stek.

Uogólnione twierdzenie  Melana

a) Jeś li  istnieją   niezależ ne od czasu  pola, odpowiadnio naprę ż eń resztkowych  gy  i  reszt-
kowych  naprę ż eń  momentowych  c?y  takie,  że  wektor  Q{s\ f, m\ j)),  gdzie  sf-  ̂=   $ ' + gy
mty  — m\f  + (pij  leży  w e w n ą t rz  wszystkich  powierzchni  plastycznoś ci,  w  każ dym
punkcie oś rodka  i dla  wszystkich  moż liwych  kombinacji  obcią ż eń  dla  danego  programu
obcią ż enia,  to  ukł ad  dostosowuje  się ,

[  b)  Dostosowanie  nie  nastą pi,  jeś li  nie  istnieją   niezależ ne  od  czasu  pola  resztkowych
naprę ż eń  i  resztkowych  naprę ż eń  momentowych,  dla  których  wektor  Q  o  składowych,
jak  w  a) byłby  dopuszczalnym  (por. punkt  5) w każ dym  punkcie oś rodka  i dla  wszystkich
moż liwych  kombinacji  obcią ż enia.

Uogólnione twierdzenie Koitera

a)  Ukł ad  nie  dostosowuje  się ,  jeś li  istnieje  dopuszczalny  cykl  prę dkoś ci  odkształceń
plastycznych  X$l(t)  i  dopuszczalny  cykl  prę dkoś ci  plastycznego  zginania- skrę cania  k\ fa(i),
a  ponadto  istnieją   obcią ż enia  zewnę trzne  Xt(t),  Yi(t),  T((t),  Mi(t)  wewną trz  danych
przedział ów  zmiennoś ci  tych  obcią ż eń,  takie  ż e,

• . - . .  • • •   T  T .

f  dt[J(Xtu°t + Yteo°i)dV+  J  (TiiĄ  + M&ftds] > J  dt j '  {s- ^l+m^k^dV.
o  v  ST  6  v

;•  ,,b)  Ukł ad  dostosowuje  się ,  jeś li  istnieje  k  >  1,  o  takiej  własnoś ci,  że  dla  wszystkich
dopuszczalnych  cykli  odpowiednio  prę dkoś ci  odkształ ceń plastycznych  Ą fo{t)   i prę dkoś ci
plastycznego zginania- skrę cenia«^(O  oraz wszystkich  obcią ż eń  zewnę trznych  (wewną trz
danych  przedział ów), zachodzi

T  '  T

k f  dt[j  {XiiĄ  + 7,ć >°t)dV+  j  (JiiĄ +Mi»?)*]  <  J  dt J  (%Ujl+ myM
v

Dowodów  powyż szych  twierdzeń  nie  podajemy.  Chcąc je  dowieś ć,  należy  skorzystać
z  prac  [6],  [7].
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P  e  3  IO  M e

O  H E KOTOP BIX  OE OE m E H H flX  T E O P EM   O  H EC YIH Eft  C n O C O E H O C TH

CPEflŁI   KOC C E PA

B  paSoTe  flatio  o6o6meHHe  Ha  cJiy^aii  cpeflti  Koccepa  Teopeiw  o  Hecymeii  CIIOCOSHOCTH  H Teopeirt

M enana  n  KoflTepa  o  npHcnocoSjweMOCTH.  flanw  o6o6meHHH  BapHaicnoHHoro  npHinjHna  M iopa- JIn,

BbiBOflOB  D jirnepaj  BbiTeKaiommc H3 nepBoro  H Bxoporo  npuHHnnoB  TepMOfliraaMUKHj  a TaK«e o6o6me-

HHe nocTyjiaTa Jlpyracepa. BbinoiraeHHoe  HCcneflOBaHHe  OCHOBSHO Ha npeflnaraeMoii  JlnnniwaHHOMTeopHH

TeqeHHH  cpeflbr  Koccepa.
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S u m m a ry

ON  SOME  GENERALIZATIONS OF LIMI T ANALYSI S  THEOREMS FOR  COSSERAT  MEDIA

This paper presents the generalizations of limit analysis and shake- down  theorems of Melan and Koiter
to the case of Cosserat  media. Moreover,  the variational  principle of Mura- Lee, Ziegler's  conclusion  from
the first and second laws of thermodynamics and Drucker's postulate have been generalized. The problems
discussed  in the paper are based  on Lippmann's  theory  of plastic  flow  of Cosserat  media.
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