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1. Wstep

W niniejszej pracy rozpatrzymy mozliwosci opisu wzmocnienia plastycznego metali
przy uwzglednieniu efektdw anizotropii. Nasze rozwazania dotyczy¢ bgdg malego zakresu
odksztalcers (rzedu kilku procent), przy ktérym efekty zmiany struktury wskutek obrotéw
ziaren i tworzenia si¢ mikropgknigé moga by¢ pominigte. Anizotropia wzmocnienia jest
zatem wynikiem naprgzen resztkowych, powstalych w wyniku niejednorodnosci od-
ksztalceri plastycznych, koncentrujacych si¢ gtéwnie wzdtuz okreslonych ‘ptaszczyzn
poslizgu. W jednoosiowym stanie naprezenia uwidacznia si¢ ona jako tzw. efekt Bau-
schingera; w ztozonym stanie napre¢zenia (dla teorii opartej na istnieniu powierzchni pla-
stycznoéci) anizotropia prowadzi do zmiany poczatkowej powierzchni plynigcia. Uwi-
dacznia si¢ to kierunkowa zmiang sztywno$ci elementu po wstgpnym odksztalceniu pla-
stycznym, Zatem gdy chcemy opisaé proces deformacji plastycznej dla zloZzonych drég
obciazenia, a w szczegblnoSci dla obciazen cyklicznych, musimy uwzgledni¢ efekty anizo-
tropii wzmocnienia.

Poniewaz naszym celem jest przedstawienie i omo6wienie dostatecznie prostych zwigzkéw
fizycznych, tak aby mozna bylo efektywnie okre§la¢ stany naprezenia lub odksztalcenia
dla ztozonych proceséw deformacji, nie bedziemy rozpatrywali mechanizméw- dysloka-
cyjnych ani proceséw zachodzacych w pojedynczych krysztatach. Rozpatrywany makro-
element ciala potraktujemy jako zbiér podelementéw o jednorodnych lecz réznych sta-
nach naprezenia lub odksztalcenia i réZnych wlasno$ciach plastycznych. Do podobnego
opisu wzmocnienia dojdziemy réwniez przyjmujac pewne hipotezy o zmianie pola modutéw
wzmocnienia lub o ztozonym charakterze zmiany mikronaprezen resztkowych. Przedsta-
wimy opis poszczeglnych modeli oraz sposoby calkowania rézniczkowych réwnan ply-
nigcia wzdhuz zadanych trajektorii naprezenia czy odksztatcenia. Ograniczymy sie do szcze-
goélowego rozpatrzenia plaskiego stanu naprezenia, gdyz wigkszo§¢ badan doswiadczalnych
przeprowadza si¢ w tym stanie na prébkach plaskich lub rurkowych; dlatego tez przed-
stawiona analiza moze by przydatna przy opracowywaniu programéw badaf doSwiad-
czalnych oraz przy interpretacji ich wynikéw. W rozdziale 4 przedstawimy wyniki obli-
czen poréwnawczych dla kilku modeli wzmocnienia i dla trzech zlozonych programéw
obcigzenia. ,
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2. Proste modele wzmocnienia

Ciato idealnie plastyczne okreslone jest warunkiem plastycznosci zaleznym tylko od -
stanu napreZenia, f = f(0;;) = 0. W czasie deformacji warunek ten nie ulega zmianie;
geometrycznie oznacza to, Ze w przestrzeni napregzen powierzchnia oddzielajgca stany
sprezyste od plastycznych jest ustalona. W przypadku jednoosiowego stanu naprezenia
otrzymamy krzywa odksztalcenia przedstawiona na rys. la.
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Bardziej realistyczny. opis otrzymamy, zakltadajac, Ze

@.1) f=f(0,2)=0;
to znaczy warunek plastycznosci zalezy od skalarnego parametru 1, rosnacego monotonicz-
nie wraz ze wzrostem deformacji plastycznej. Jako miarg parametru 1 mozemy przyjaé

t I
2:2) A= [oyend, Wb A, = [ (@R,
0 0

gdzie &f; oznacza predkosé odksztalcen plastycznych. W szczegblnym przypadku, gdy
(2.3) f=S(o)—F@ =0,
poczatkowa powierzchnia plynigcia nie zmienia swego ksztattu, lecz rozszerza sig (lub
kurczy) réwnomiernie w miare wzrostu odksztalcenn plastycznych. Méwimy, ze rdwnanie
(2.3) opisuje wzmocnienie izotropowe materiatu, bowiem nie zalezy ono od kierunku trajek-
torii obciazenia. Na rys. 1b przedstawiona jest krzywa jednoosiowego obciazenia odpowia-
dajaca temu modelowi wzmocnienia. Poczatkowy obszar sprezysty ograniczony punktami
A1 A’ rozszerza sie i po obcigZeniu do punktu B oraz zmianie znaku naprezenia, odksztat-
cenie plastyczne pojawi si¢ po dojéciu do punktu B’, symetrycznie polozonego wzgledem
osi odksztalcenia. Krzywa obciazenia B'C” jest symetrycznym odbiciem odecinka AC krzywej
pierwotnego obciazenia. ‘

Aby uwzglednié efekt Bauschingera przyjmiemy, ze réwnanie powierzchni uplastycz-
nienia ma postaé

2.4) S=flo;—u;)—F (%) =0,
W szczegblnym przypadku, gdy F(1) = const otrzymujemy tak zwany model wzmocnienia
kinematycznego. Poczatkowa powierzchnia uplastycznienia doznaje jedynie sztywnego



O ZrOZONYCH MODELACH WZMOCNIENIA PLASTYCZNEGO 261

przesuniecia, bez zmiany ksztattu poczatkowego. Odpowiadajgca temu modelowi krzywa
umocnienia w przypadku jednoosiowym pokazana jest na rys. lc.') Dla pemosci
opisu podajemy jeszcze prawo plynigcia. Zakladajac, Ze wektor przyrostu odksztalcei
plastycznych jest skierowany wzdiuz zewnetrznej normalnej do powierzchni plyniecia,
mozemy napisaé

1 of | of
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gdzie n, jest wektorem jednostkowym, normaluym do powierzchni plynigcia, to znaczy

3f/3g . lfa

@7) Y P T A

a doy = do - ny jest rzutem wektora przyrostu naprezenia na kierunek n, (kropka pomiedzy
dwoma wektorami oznacza¢ bedzie ich iloczyn skalarny, |g| = a = (g -g)”z oznacza modul
wektora, za$ f, = df/dx). Skalar K nazywaé begdziemy modulem wzmocnienia, gdy?z zgodnie
ze zwiaczkiem~(2.6) okre§lony on jest stosunkiem K = da/de?, to znaczy sktadowej normalnej
przyrostu napr¢zenia do modulu wektora przyrostu odksztalcen plastycznych. Modut
wzmocnienia K jest zatem uogélnieniem modutu stycznego krzywej obciazenia w przypadku
jednoosiowego stanu naprezenia. Zwiazany on jest z funkcjami oy; i F(A) wystepujacymi
w zaleznoSci (2.4). Aby okreélié t¢ zalezno$¢ rozpatrzmy dwie hipotezy o przesuwaniu sig
poczatkowej powierzchni plynigcia. Zgodnie z propozycja wysunieta przez MELANA [1],
a pOzniej PRAGERA [2] i ISZLINSKIEGO [3], chwilowe przesunigcie powierzchni zachodzi
wzdtuz zewnetrznej normalnej, to znaczy

(2.8) ! do = cdg®.

1 Opis prostych modeli wzmocnienia mozna znaleZé w ksigzkach [30, 31].
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Zgodnie z propozycja ZIEGLERA [4] powierzchnia plyni¢cia przemieszeza sig w kierunku
wektora g—a, a zatem

Q9 dy = du(o—co), gdzie  du= c,der.

Roézniczkujac zwiazek (2.4) i pamietajac, ze f, = —Nfa =f,,_a, mamy

(2.10) fordo—f,-da—F'(A)di =0,

gdzie F'(X) = dF/dl. Przyjmujac zgodnie z (2.2) dA = di, = de? = (de¥;de?))"/* oraz
pamietajac, ze f, = n;|f,| dla hipotezy (2.8) otrzymujemy ze zwigzku (2.10) nastgpujace
wyrazenie okre$lajace modut K

F'() ol O o\
2.11 = = ¢ F'(A AR
@1 K=c+ i ?-I— ( }(&rk, aak’)
za$ dla hipotezy (2.9) mamy
@12) K=cilg—o)nr f“l) .

Wzory (2.11) i (2.12) umozliwiaja przeprowadzenie ogdlnej dyskusji praw wzmocnienia
i ich mozliwo$ci opisu procesu odksztalcenia plastycznego. Rozpatrzymy dla przyktadu
zwiazek (2.11). Gdy F’() = 0, wzmocnienie ma charakter kinematyczny i K = ¢. Zazwy-
czaj przyjmuje sig, ze ¢ = const i wtedy model teoretyczny opisuje wzmocnienie liniowe,
dla ktérego modul wzmocnienia ma stala warto$é. Bardziej ogdlnie mozemy przyjaé, Ze

(2.13) c=c(lf) b c=c(),

gdzie 15 = 785’1871 jest drugim niezmiennikiem tensora odksztalcenn plastycznych, za$

parametr A, jest okre$lony przez zwigzek (2.2). Modul wzmocnienia zmienia sig teraz
wraz z odksztalceniem plastycznym i zmienno$é t¢ mozemy opisaé opierajac si¢ na krzywej
umocnienia dla jednoosiowego stanu naprezenia. Model kinematycznego wzmocnienia
przy nieliniowej krzywej obciazenia rozpatrywany byl szczegétowo w pracy EISENBERGA
i PaiLipsA [5], ktorzy przyjeli, Ze tensor przemieszczenia o;; poczatkowej powierzchni
plynigcia wyraza sie wzorem '

(2.14) oy = c(Az) el

Przy przyjeciu zaleZnosci (2.14), chwilowe przemieszczenie powierzchni nie zachodzi
wzdluz zewnegtrznej normalnej, gdyz

(2.15) C duy = c(Aa)del (A dhy el

Dlatego tez wydaje si¢, ze prostsza jest propozycja wprowadzenia nieliniowo$ci w zwigzku
przyrostowym (2.8), zgodnie z zatoZeniem (2.13). Gdy do opisu wprowadzimy dwie funkcje
¢ = c(A) i F= F(}), otrzymamy mnie tylko nieliniowa krzywa umocnienia, ale i zmienny
obszar sprezysty, bowiem poczatkowa powierzchnia plynigcia nie tylko przesuwa sie, ale
i rozszerza przy wzroécie odksztalcer plastycznych.
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Zmiang ksztaltu poczatkowej powierzchni plynigcia, jej obrét i przesunigcie mozemy
opisaé przyjmujac warunek plastycznosci w postaci
(2.16) F(oy)) = Kiju (01— 0ti) (O~ o) —1 = 0,
gdzie tensory Kjj 1 oy; sa funkcjami odksztalcenia plastycznego. Bardziej szczegdlows
dyskusje tego warunku mozna znalez¢ w pracach BALTOWA i SAWCZUKA [6] oraz BACKHA-
usaA [7].

Wzory (2.11) i (2.12) wskazuja jednak, Ze model wzmocnienia przy uzyciu jednej
powierzchni plastycznoéci ma ograniczone mozliwosci opisu w przypadku, gdy bedziemy
rozpatrywali procesy odcigzania i nastgpnego obcigzenia w przeciwnym kierunku. Istotnie
modul wzmocnienia K przy poruszaniu si¢ po powierzchni plyni¢cia przyjmuje albo statg

[}

d

Rys. 1d

warto§¢, albo warto§¢ zmienna, zalezna od ksztaltu tej powierzchni, ale nie od procesu
obcigZenia. Tak na przyklad, je$li chwilowa powierzchnia plyniecia okreflona jest wa-
runkiem Hubera—Misesa, to réwnanie (2.4) przyjmie postaé

1
(217) f: E(Sij_aij)(sij-afj)—F(}') =0.
Poniewaz N/ = 2F(%), to wyrazenie (2.11) przyjmie postaé
30‘,-1 30,-1
F@)
2. = i
@19 K=t graype

i oczywiécie modut K ma stalg warto$¢ na chwilowej powierzchni plyniecia, osiagnigtej
Po okreslonej drodze obcigzenia.

Roéznice, jakie powstaja pomiedzy wskazaniem modelu teoretycznego a rzeczywistym
zachowaniem si¢ materialu ilustruje rys. 1d. Po obcigzeniu do punktu B i nastgpnej zmianie
znaku obcigzenia, pierwsze odksztalcenia plastyczne pojawiaja si¢ w punkcie F i krzywa
odwrotnego obcigzenia FC posiada modul'styczny zmieniajacy sie w sposéb ciagly, po-~
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czynajac od wartosci modulu sprezystego. Stosujac model wzmocnienia izotropowego,
kinematycznego lub model bardziej ztozony (2.4), otrzymaé mozemy doé¢ dobrg aproksy-
macje pierwotnej krzywej obcigZenia OB, natomiast duze rozbieznoéci powstaja, jesli
chodzi o krzywa obciaZenia odwrotnego FC, bowiem moduly styczne w punktach B’
1 B, zgodnie z (2.18) musza byé takie same, jak w punkcie B. Podobna sytuacja powstanie
dla innego rodzaju ztozonych drég obciaZenia, a w szczegbdlnosci dla obciazen cyklicznych,
gdzie proces obciazania i odcigzania wystepuje przy kazdym cyklu. Aby méc dostatecznie
doktadnie opisa¢ tego rodzaju procesy, musimy sie uciec do bardziej ztozonych modeli,
przez wprowadzenie dodatkowych parametréw opisujacych stan materiatu. Tego rodzaju
modele rozpatrzymy w nastepnym paragrafie.

Mozliwo$¢ skonstruowania teorii plastycznosci przy uzyciu parametréw wewngtrznych
rozpatrywana byla w pracach wielu autoréw. Celem obecnej pracy bedzie przedstawienie
konkretnych form zwigzkdéw, mozliwych do wykorzystania przy opisie wlasno$ci plastycz-
nych metali. Wprowadzimy przy tym nowa strukture matematyczna zwiazkéw, nie roz-
patrywang do tej pory w literaturze naukowej.

3. Zlozone modele wzmocnienia

Zalézmy teraz, ze dla opisania zachowania sie¢ materiatu przy zmiennych obcigZeniach
wprowadzimy wigkszg iloé¢ parametréw okreflajacych stan materiatu. Nasuwaja si¢ tu
dwa sposoby podejécia do zagadnienia: parametry te mozna traktowaé jako wewnetrzoe,
to znaczy nie wchodzace do réwnan réwnowagi ani do zwigzkéw geometrycznych; wy-
stepuja one jedynie w zwigzkach fizycznych, a tym samym w wyrazeniach na dysypacje,
czy energie wewnetrzng. Drugi sposéb polegalby na potraktowaniu ciala jako zbioru
elementéw o prostych wlasno$ciach sprezysto-plastycznych czy lepkich i okre$leniu zwigz-
kéw fizycznych dla makroskopowo jednorodnego zbioru takich elementéw. Podejécie
tego rodzaju stosuje si¢ np. przy probach okre§lania wlasnoéci mechanicznych polikrysz-
talow, wychodzac z wlasno$ci pojedynezych krysztatéw. Nazywad je bedziemy podejéciem
strukturalnym. Istnieje podobiefistwo migdzy obydwoma podejéciami bowiem stany na-
naprezenia w poszczegblnych fazach moiemy traktowaé jako parametry wewnetrzne.
Jednak przy podejéciu strukturalnym, naprezenie i odksztalcenie makroskopowe otrzymu-
jemy przez odpowiednie uérednianie po wszystkich podelementach, ktére powinny spetniaé
warunki rownowagi i zgodno$ci odksztalcen. Wprowadzajac pojecie parametréw wewnetrz-
nych omijamy trudny problem uéredniania.

3.1. Opis wzmocnienia przy pomocy wewnetrznych parametréw stanu. Zalézmy, ze stan materiata
okreSlony jest przez stan naprezenia o, odksztalcenia & = &°+-¢?, gdzie ¢° i & oznaczaja
czg$¢ odwracalng i nieodwracalng odksztalcenia, oraz przez N+ M parametréw wewnetrz-
nych, ktére w naszym przypadku beda skalarami p(7(r = 1,2, ...,N) i tensorami drugiego
rzedu afP(s = 1, 2,...,M). Niech warunek plastycznoéci bedzie funkcja stanu naprezenia,
pewnej liczby parametréw wewnetrznych, oraz temperatury 6, to znaczy
(3.0 S Oa, a9,y 6) = 0.

Przy odksztalcaniu materiatu w zakresie sprezystym parametry wewngtrznie nie ulegaja
Zmianie, to znaczy

32) d? =0, du® =0, dy®=0, gdy f°<0.
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Zakladamy, ze oprocz zwigzku skalarnego (3.1), parametry wewnetrzne spelniajag K+L
dodatkowych zwigzkéw skalarnych, okre$lajacych obszary wewnetrznej nieodwracalnosci

fa(w(q’ g(S)’ ,y(")’ 0) = 0’ q= 1’ 2) ey K)
¢ G d 70, 6) =0, v =1,2,...L

przy czym pierwsza grupa réwnosci skalarnych (3.3) odnosi si¢ do parametréw o, za$
druga do parametréw p. Na przyktad, gdy zachodzi réwnoéé f{9 =0, to parax;letr @
ulega zmianie W czasie procesu wedtug okreslonego prawa; natomiast, gdy f{® < 0, to
do® = 0, podczas gdy pozostale parametry moga si¢ zmieniaé. Zalozymy nastepnie, Ze
przyrost parametréw wewngtrznych jest liniowo zalezny od przyrostu odksztaicen plastycz-
nych, to znaczy
duy = AGhdefy = bPdA, gdy f =0,

34 doc N =0, edy £9 <0

oraz
dy\" = C{Pdef; = ddA, gdy f\0 =0,
3.5) d,y(r) =0, gdy fy(r) <0,

gdzie AS), b, C{}, () sa funkcjami naprezenia oraz parametréw stanu. Wykorzystujac
prawo plyniecia (2.6) mozemy napisa

(3.52) AQuni) = b9, CPrP = do,

Na ogét ilo§¢ zwigzkéw skalarnych fi® = 0 i f{*) = 0 moZe by¢ mniejsza aniZeli ilos¢
parametréw wewnetrznych.

Zalézmy, ze spelniony jest warunek plastycznoém (3.1) oraz niektdre z warunkoéw (3.3);
odpowiadajace tym warunkom parametry wewngtrzne ulegaja zatem zmianie w czasie
procesu odksztalcenia. Rézniczkujac réwnania (3.1) i (3.3) i rozpatrujac jedynie proces
izotermiczny, otrzymujemy

(363) ......................................................................................................

> D or S
Zay Ao+ de()=0.

r=1

Wykorzystujac prawo plynigcia (2.6) i ZW1qzk1 (3.4), (3.5) mozemy réwnoéci (3.6a) przed-

stawi¢ w postaci
NEi 3f°
s=1 ~

BUD) e

(S)+ 2 afy d(r)

r=1

przy czym sumowanie dotyczy tych s i r, dla ktérych spetnione sa réwnoéci (3.3).
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Zwiazki (3.6) bedziemy nazywali rownaniami zgodnoSci. Nakfadaja one ograniczenia
na wspolezynniki K, 6%, d"), wystepujace we wzorach (2.6), (3.4) i (3.5).

Mozemy réwniez alternatywnie zalozy¢, ze réwnoéci skalarne (3.3) okre$laja obszary,
w ktérych obowiazuja rézne prawa zmiennoSci parametréw wewnetrznych. Wtedy zamiast
(3.4) mozemy napisac
dofp =bpdr, gdy [ =0,
dolp) = g0dA, gdy fI9 <0

i podobne zaleznodci w miejsce zwigzkow (3.5). Ogoélna posta¢ warunkow zgodnoéei (3.6)
nie ulega zmianie,

Uktad réwnan (2.6), (3.1), (3.3-3.5), (3.6) ﬁl'zedstawia matematyczng strukture teorii
plastycznosci przy istnieniu wigkszej ilo§ci parametrow stanu. Wychodzac z tych rownan,
mozemy przesledzi¢ dowolny proces odksztalcen plastycznych, gdyz majac zadany pro-
gram obcigZenia moZemy, calkujac réwnania przyrostbwe, okre§li¢ zmiany wielkosci
makroskopowych oraz parametréw wewnetrznych, a tym samym stan materiatu. Otwartym
problemem pozostaje okre$lenie funkcji materialowych w (2.6), (3.4) i (3.5) oraz samych
parametréw stanu. Ponizej rozpatrzymy. kilka modeli wzmocnienia, dla ktérych parametry
wewnetrzne maja prosta interpretacje mechaniczna, za§ stan materialu opisany jest po-
daniem gestoéci rozktadu wielkodci tensorowych lub skalarnych. W ogdlnym przypadku
wyb6r parametréw wewngtrznych powinien opieraé si¢ o statystyczny opis rozktadu
dyslokacji i mikronaprezenn w elemencie makroskopowym.

Mode!l 1. Niech parametrami stanu bedzie n+1 wielkoéci tensorowych ofy?, ..., af
oraz n+1 wielkoéci skalarnych »(9, (1 .. 9™ Warunek plastycznoéci ma postaé

6y - FOg—g)—y® =0,
za$ rownania skalarne okreélajace obszary nieodwracalnych zmian parametréw wewnetrz-
nych wyrazimy nastgpujaco:
: f"z(l)(a(o)__a(l))__,y(l) — O’

(B9) e

fa(k)(%(k_l)_ g(k)) _y(k) =0,
przy czym dla prostoty zatozymy, ze parametry y¢" sa stale, za§ w czasie procesu ulega
zmianie jedynie k+1 kolejnych parametréw ¢'®. Prawo zmiany tych parametréw mozemy
zapisaé w postaci
(3.10) do/® = p%dA, ..., de™ = b®dh,  dg* D =0,
o ile spelnione sa réwnoéci (3.9). Rézniczkujac zwiazki skalarne (3.8), (3.9) i stosujac
prawo plynigcia (2.5), otrzymamy warunki zgodnoéci w postaci

G.11) Ko = b0 .50 p(1) . pO) — (1. p(1) k)  plk=1) — k), pE),

(3.7

gdzie np = n®, i, ... 1™ sa jednostkowymi wektorami normalnymi odpowicdnio do
powierzchni plynigcia (3.8) oraz do powierzchni (3.9), w punktach okre§lonych stanem
naprezenia g oraz odpowiednio parametrami g(®, 2", ... o1 Uktad réwnan (3.8)-(3.11)
przedstawia pelny opis modelu wzmocnienia. Z réwnan zgodnosci (3.11) wynika, ze modut
styczny bedzie si¢ zmienial, w miarg jak ilo§¢ spetlnionych warunkéw skalarnych (3.3)
bedzie rosta. Istotnie, zatézmy, ze w chwili poczatkowej a(® = (1) = ... ¢! = 0. Gdy
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spelniony jest warunek plastycznosci (3.8), zmieniaé si¢ zaczyna parametr o(®) i modut
styczny krzywej umocnienia okre$lony jest pierwsza zaleznoscia (3.11). Gdy z kolei spel-
niony zostanie pierwszy warunek (3.9), zmienia¢ sig¢ zacznie parametr «(*) i spetnione bgda
dwie réwnosci (3.11). Przyjmujac, ze parametr b(") jest zadany, warto§¢ b(°) musi ulec
zmianie, aby spelniony byt drugi zwiazek (3.11). W szczegélnym przypadku, gdy n'® =
=nM . a® mamy 5O = bp™") = p®. Zatem spelnienic kolejnego warunku (3.9),
np.: /@ = 0, prowadzi do zmiany parametréow bV.dlai=0,1,2, ..., /—1.

 Mozemy parametrom b(") nadawaé pewna interpretacje mechaniczna, rozpatrujac model
przedstawiony na rys 2a. Omawiany on juz byt przez IwLEwa [21] | PRAGERA [10] i jest
uvogdblnieniem modelu wprowadzonego przez KADASZEWICZA | NOWOZYLOWA [12]. Rozwai-

a

¢? P 6@ 6 s
a(%) i [’%)l: ::L(o)]dw/’

s ¥

Rys. 2a

my ukiad zlozony z szeregu sztywnych blokéw polaczonych elementami spregzystymi
i spoczywajacych na sztywnym podiozu o zadanej granicznejsile tarcia (@, p. . p™,
Przemieszczenie bloku O i sita nani dziatajaca odpowiadaja plastycznemu odksztatceniu
i napreZeniu makroskopowemu. Natomiast sily w elementach sprezystych a(®), ot*), ...,
«{™ oraz przemieszczenia trwale blokéw 1, 2, ..., n odpowiadaja mikronapr¢zeniom
i trwalym mikroodksztalceniom, ktére oznaczaé bedziemy przez det™), de(®), ... de™.
Zat6ézmy, ze ukiad pod dzialaniem sily zewnetrznej osiagnal taki stan, w ktérym wa-
runek plastycznosci (3.8) oraz dwa pierwsze warunki (3.9) sg spelnione. Przyrosty mikro-
odksztatcen plastycznych odpowiadajace przemieszezeniu blokéw 1 i 2 wyniosa:

(3.12) et — —K—(1174<1>(dg<°> D), de® —

2 1 2
K“)"J( (da'D on),

za$§ przyrosty mikronaprezen modelowane jako zmiana sit w elementach sprezystych
wyrazg si¢ nastepujaco:
(B13) dul® = GOYdsD —det ),  dal)) = G(l)(dg(l)-dg(“z)), dul® = Gde?),

gdzie G0, GV, G oznaczajg sztywnosci elementéw sprezystych. Wykorzystujac warunki
zgodno$ci w postaci

(3.14) yf-da‘ — L,lf_dm(O)’ A . dol®) — n(l).da_(l)’ 72 o) = n(z),dg(z)

oraz réwnania (2.5), (3.12) i (3.13) mozemy otrzymaé zalezno$ci pomigdzy wspoiczynnikami
G i KO, mianowicie:

(1) () (E(l)'E(O))
(3,15) K® = G, KD f_'vG(%)—G(l)z(%UL,_-b—(Z))’ K0 . G(O)~G(O)2G(°:')+G(li’
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za§ rugujac wielkodci delV), det®), otrzymujemy ostatecznie zaleznoéci analogiczne do
zwiazkow (3.10), mianowicie

G(O) (0
® .1y 2

G g 42 E(B_(U(O)'Q(l))
(. nl2)y ~ GO LK

GO —KW  GORO.p1)
G(l)@(l).Q(Z))' GO LK™

Roéwnanie powyzsze mozna uogdlni¢ na dowolnie duzg ilo§¢ spetnionych réwnosci (3.9),
odpowiadajacych uplastycznieniu w poszczegblnych elementach. Stosujac model przedsta-
wiony na rys. 2a, nie musimy juz okre$laé parametréw b() w zwiazkach (3.10), lecz jedynie
znaé rozklad wielkoéci skalarnych y® i G.

(@) — [G<°);g<°)— <”]dl — O,

(3.16) datt) = [G(”rg“)—— di = bda,

do(® = G ndi = b3},

sh¢

! b
0 -
— ‘U Sx
B Gey;
Gef _
Rys. 2b Rys. 2¢

Rysunek 2b przedstawia odpowiadajaca temu modelowi krzywa umocnienia, za$ rys. 2c¢

pokazuje dwuwymiarowa reprezentacje na plaszczyZnie sil, ktéra mozZemy utozsamiaé

z plaszezyzna naprezen makroskopowych. Ruch poszczegélnych blokéw uwarunkowany
jest spetnieniem odpowiednich warunkéw plastycznosci, ktére przyjmujemy w postaci

O = (se— )24 (sy— o2 — (2 = 0,

3.

1 1 = 40— D) = 0.

Warunki te odpowiadaja okr;:gom na plaszczyZnie (Sx, S’y). Wektory 00, /G‘”,Oﬁ JGY,
00,]G przedstawiaja wzgledne przemieszczenia blokéw; zatem calkowite przemieszcze-
nie bloku O odpowiadajace odksztalceniu plastycznemu wyraza si¢ suma 00,/G+
+00,/GD+00,[G®. Catkowity site dzialajaca na blok O przedstawia wektor OP, za§
wektor OP|G przedstawia makroskopowe odksztalcenie sprezyste. Wykorzystujac: repre-
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zentacje na plaszczyznie sit i catkujac w sposéb graficzny réwnania przyrostowe, mozemy
okresli¢ odksztalcenia plastyczne oraz stan naprezen wewnetrznych dla dowolnie zadanego
programu obciazenia.

Model 2. Oznaczamy jak poprzednio parametry wewnetrzne przez o(!), a(®) ..., o™
1, p(2) M, Zaldzmy, ze warunek plastycznoSci ma postaé

(3.18) SO g — D) —p(®) =0,
za$ réwnania skalarne, ktére powinny speinia¢ parametry a) w pewnym zakresie swej
zmienno$ci maja postaé

(3.19) SO -y =0 (=1,2,..,n).
Przyjmiemy, ze parametry y(*) sa state w czasie procesu. Rézniczkujac (3.19), otrzymujemy
(3.20) : . dald =0,

gdzie n'? oznaczaja wektory jednostkowe do powierzchni /¥ = 0. Zalézmy, ze spetnionych
jest [ pierwszych réwnosci (3.19). Wtedy réwnanie przyrostowe dla parametréw o,
spelniajace warunki zgodno$ci (3.20), mozemy zapisa¢ w postaci:

do = GO[de? —(deP - p'N)pD], [ =0, i=12..,1,

3-21) da'D =G@Wder, [0, i=I+1,..,n
cx{n)
| W
I A
o o
[ NA—s
7@ 3(0’,4
O(H)
1
! 3('1)/

Rys. 3

Modut styczny K krzywej umocnienia otrzymamy rézniczkujac (3.18) oraz wykorzystujac
(2.5)1 (3.21). W wyniku otrzymamy:

{
2 GO a{;) Ty— a{, - nny- n('))] + Z G* 3f) Hy
(3.22) K== %% - %

' B 18] )

Widzimy, ze w naszym przypadku réownania skalarne (3.19) maja inny sens, anizeli dla
modelu poprzedniego. Zmiana wszystkich parametréw ot zachodzi, jesli tylko spetniony
jest warunek plastycznosei (3.18), zgodme z drugim réwnaniem (3.21), gdy /) < 0 dla
i==1,2, ..., n. Spelnienie zwiazku skalarnego (3.19) dla dowolnego parametru implikuje
zmiang jego prawa przyrostowego, gdyz dla £ = 0 obowiazuje pierwszy zwiazek (3.21).
Mamy zatem przypadek opisany ogblnie réwnaniem (3.7). )
Interpretacje mechaniczng tego modelu przedstawia rys. 3. Sztywny blok, ktérego
przemieszczenie odpowiada odksztatcenin plastycznemu spoczywa na plaszczyZnie o sile
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tarcia granicznego y(®). Z blokiem potaczone s réwnolegle elementy spreZyste i bloki
o granicznych wartoéciach sity tarcia p(1), 9, ..., (M, Parametry o) odpowiadaja sitom
w elementach sprezystych.

Model 3. Zalézmy, ze parametrami stanu jest n+1 wielkoSci tensorowych (%),
e, ., e™, oraz 2(n-+1) wielkodci skalarnych y(9, () ™M § KO KO K™,
Warunek plastycznoéci ma postaé

(3.23) fO@G—a®)—p® =0  (=1,2,..,n),
za§ warunki skalarne okre§lajace obszar zmiennoéci parametréw maja postad
(3.24) SOg—aN—ypD =0 (=12,..,n).

Jesli spetniony jest warunek plastycznoéci oraz / pierwszych zwigzkéw (3.24), zaktadamy,
7e wszystkie powierzchnie sa styczne do siebie w przestrzeni naprgzen w punkcie okreslo-
nym przez stan naprezenia o. Kazdej z powierzchni (3.23) i (3.24) odpowiada okreslony

Y

61

Rys. 4

modul wzmocnienia K9; jesli w danym punkcie P), / powierzchni jest stycznych do siebie,
to modut wzmocnienia ma warto$¢ K = K iprzyrost odksztalcen plastycznych okreslamy,
zgodnie z rownaniem (2.5) przy K = K). W ten sposéb konfiguracja powierzchni (3.23),
(3.24) okreéla w przestrzeni naprezen pole modutéw wzmocnienia, ktérego zmiang mozemy
$ledzi¢ calkujac zwiazki przyrostowe wzdluz programu obcigZenia. Tego rodzaju model
byt rozpatrywany przez MrozA w pracach [16, 17].

Ruch chwilowy powierzchni f¢ zachodzi w kierunku wektora .g(+"—g®, gdzie
¢+ jest punktem na powierzchni f¢+1) o tej samej normalnej, co w punkcie P, Wszystkie
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powierzchnie /1, f(1), .., f¢=1) poruszaja si¢ wraz z powierzchnia /¥, zachowujac z nia
styczno$¢ (rys. 4). Mozemy te zalozenia ujaé matematycznie piszac:

dgc“) — d'u(g(wl)_g(l)) — g%_[(y(lﬂ)_y(l))(g(l)__g(l)y(l+1)__q:(l+1)y(l)],

(-1
029 @D == T @),

dalHD) = .. = dg™ =0,
Ay =COMNdA, i=1,2,..,n,

przy czym przyjmujemy, ze wszystkie powierzchnie posiadaja Srodek symetrii, a wigc réwna-
nia (3.23) i (3.24) sa jednorodnymi funkcjami argumentéw g—a". Wykorzystujac réwnania
zgodnoéci w postaci:

o arm o o

oo of®

da dg— dolD

oraz zwiazki (3.25), otrzymujemy z pierwszego réwnania (3.26)

arw

; KW _cm
(3.27) dp = 2 —

PR0) '
f—cr (g(l+1) —g(”)'?;lf

(3.26)

A~y =0, i=0,1,..., (=),

>

za$ pozostale réwnania (3.26) sg spelnione automatycznie przy zatoZeniu jednorodno$ci
zwigzkéw (3.23)1 (3.24)%,

Niniejszy model jest skonstruowany bardziej formalnie, aniZeli poprzednie i nie ma
bezpo$redniej interpretacji mechanicznej. Jest on natomiast wygodniejszy do badania
whasnoéci materiatu, bowiem pole moduléw wzmocnienia bezpoérednio ilustruje kierunkowy
rozkiad sztywnosci w materiale i jego zmiang pod wptywem odksztalcenia plastycznego.
Podobna koncepcje pﬁzedstawiania wlasnoéci materialu odksztalconego plastycznie
oméwit réwniez HAYTHORNWAITE [22]. '

Jest rzecza jasna, Ze podobnych modeli mozemy konstruowaé wigcej, lecz wszystkie
one dadza si¢ umieéci¢'w jednym schemacie ogdlnym oméwionym na poczatku tego
rozdziatu. Istotna cecha wszystkich modeli jest wprowadzenie obok warunku plastyczno$ci
odpowiedniej iloSci zwiazkéw skalarnych okre$lajacych obszary zmiennoéci parametréw
wewnetrznych oraz odpowiadajacych im przyrostowych réwnan zgodnosci.

3.2, Opis wzmocnienia przy uwzglednieniu niejednorodnosci struktury. Zatézmy, ze element makro-

skopowy jest ukiadem utworzonym z podelementéw o pewnych, okre§lonych wlasnosciach
sprezystoplastycznych, czy lepkich. Powstaje problem, jak okre§li¢ wiasnoéci tego makro-

2 Istotnie, warunki zgodno&ci (3.26) dla i = 0, 1,..., I—1 prowadza do réwnan
o
ag(D

ktére sa spelnione, jefli (1) s funkcjami jednorodnymi rzedu pierwszego.

(@ — D) —ph) = 0,
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-elementu, o ile znamy konfiguracje geometryczna podelementéw 1 ich wiasno$ci. Préby
matematyczne rozwigzania tego zagadnienia dotycza w pierwszym rzedzic cial polikrysta-
licznych. Sposérdéd duzej ilosci prac wymieni¢ tu nalezy w pierwszym rzedzie prace TAYLORA
[23], BATDORFA i BUDIANSKY’EGO [24], HILLA [26] oraz Lina i ITo [25], ktérzy rozpatrywali
problem okreélenia zwiazkéw fizycznych i warunku uplastycznienia agregatu polikrysta-
licznego, wychodzac z wlasnoéci monokrysztaléw. W rzeczywistoSci nasza informacja
zaréwno o wiasnodciach fizycznych monokrysztaldw, jak i ich geometrii jest ograniczona,
gdyz do tej pory nie dysponujemy metodami pomiaru wiasnosci poszczegdlnych ziaren
krystalicznych, za$ ich geometric moZemy opisaé jedynie w sposéb statystyczny.

Dlatego w wielu przypadkach cenna jest mozliwo$¢ podania oszacowaii rzeczy-
wistych wiasnosci. Mozemy to uczynié przyjmujac pewne zatozenia o rozkiadzie naprezen
lub odksztalcenn wewnatrz makroelementu. Najprostszym zatozeniem bedzie przyjecie,
Ze stan naprezen jest jednorodny, natomiast niejednorodno$¢ wystgpuje jedynie w rozktadzie
odksztalcefi; otrzymamy w ten spos6b krzywa umocnienia, ktéra bedzie dolng ocena
rzeczywistej krzywej. Mozemy réwniez zalozy¢ odwrotnie, ze w makroelemencie panuje
jednorodny stan odksztalcenia, a niegjednorodno$é wystepuje jedynie w rozktadzie naprezen;
odpowiadajaca temu zatozeniu krzywa umocnienia bedzie gérng ocena krzywej rzeczy-
wistej. Podobne podejécie stosowane juz bylo od dawna przy szacowaniu wiasnosci spre-
zystych polikrysztaléw (tzw. oceny Reussa i Voigta) przy okre§laniu modulu Younga
dla polikrysztatéw. W teorii BATDORFA i BUDIANSKY’EGO [24] przyjmuje si¢ réwniez, Ze
w kazdym monokrysztale panuje ten sam stan naprezenia co w elemencie makroskopo-
wym, zatem ich teoria prowadzi do dolnej oceny krzywej umocnienia. Na odwr6t TAYLOR
[23] oraz. Lini IT0 [25] wychodzg z zaloZenia jednorodnodci stanu odksztalcenia. Teorie
uwzgledniajace niejednorodnoéé naprezen i odksztatcer w polikrysztale [27, 29] prowadza do
bardzo zlozonych zwiazkdw, ktére maja charakter bardziej poznawczy anizeli praktyczny.

Poniewaz warunek plastycznoéci monokrysztalu jest powierzchnia odcinkowo regular-
na, z wystepujacymi na niej krawedziami, analiza teoretyczna prowadzi do wniosku, Ze
na powierzchni uplastycznienia dla makroelementu powstajg réwniez naroza. Aby uzyskac
bardziej proste zwiazki, ktére mozna by stosowaé w praktycznych zagadnieniach przyj-
mijjmy, ze makroelement utworzony jest z podelementéw o regularnych powierzchniach
ptyniecia. Przyjmujgc hipoteze o jednorodnym stanie napreZenia, mozemy ja zilustrowac
jako model w szeregowym uporzadkowaniu podelementéw; odwrotnie, zaloZenie o jed-
norodnym stanie odksztatcenia bgdziemy modelowaé przyjmujac réwnolegle utozenie
podelementéw. W ten sposéb wyniki uzyskane z tych dwéch zatozed powinny daé obu-
stronne oszacowanie rzeczywistych wlasnoéci sprezysto-plastycznych, ktére wystapia przy
dowolnej konfiguracji podelementéw, o tych samych wlasnoéciach.

Model 4. Zatézmy, ze w elemencie makroskopowym panuje jednorodny stan na-
prezenia; odpowiada to przyjeciu szeregowego polaczenia elementéw sprezysto-plastycz-
nych, z ktérych kazdy charakteryzuje si¢ powierzchnig plastycznosci

(3.28) SO g —a)—pt) = 0;
zakladamy przy tym, ze y(") s stale, za$
(3.29) dy) = Cthgghp,
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Prawo plyniecia dla kazdego elementu przyjmiemy w postaci

(3:30) . ds? = PP,

gdzie K = C®, zgodnie z réwnaniem (2.11). Makroskopowy stan odksztatcenia otrzy-
mujemy jako $rednia warto$¢ odksztalcefi plastycznych poszczegdlnych elementdw, to
zZnaczy

n

57 dethe,
—

i=0

N[~

(3.31) de? = %ng(")", de® =
i=0

Powyzszy model rozpatrywany byt w pracy Iwana [14, 15].

Model 5. Zatézmy, Ze w elemencie mamy jednorodny stan odksztalcenia & = .
Odpowiada to réwnoleglemu potaczeniu elementéw sprezysto-plastycznych. Odksztalcenie
sprezyste dowolnego elementu wynosi )7 = ¢—g("P, za$ naprezenie ¢ = K(s—g(r)
gdzie K ozhacza tensor moduléw sprezystosci. Warunek plastycznoéci dla dowolnego
elementu ma zatem postac

(332 SOIK (e—£1P) — gD —p) = 0,

za§ przyrost da(?) jest zwiazany zaleznoscig (3.29) z przyrostem odksztalcenia plastycznego.
Réwnanie (3.32) przyjmuje zatem postac

(339) SOOI —(K-+9) 27—y =0,
Naprezenie makroskopowe okreslimy ze wzoru

n

(3.34) P Z o) = ke — & Z 502,
n i=0 i o n i

=0

W przypadku warunku plastycznosci Hubera-Misesa, jedynie naprezenia dewiatorowe S
wchodzg do tego warunku, otrzymujemy zatem (9 = 2G(e—e!!)?), gdzie ¢ i ¢'? oznacza-
Jja odksztatcenia dewiatorowe, G—modul Kirchhoffa, za§ warunek plastyczno$ci ma postaé

(3.35) %@0 o). (5 — gDy —y2 — 0.

WyraZéjqc ten warunek przez odksztalcenia, mamy
y(i)2

gz =9

(336) (g _kg(i)P).(g.__ke(‘)P)_,

gdzie k = 1+§%. W danym przypadku wygodniej jest zatem postugiwaé si¢ przestrzenig

odksztalcen. _ o :
Tego rodzaju model byt rozpatrywany przez BESSELINGA [18,19] oraz WELLSA i PASLAYA
[20], do opisu anizotropii wzmocnienia oraz w teorii pelzania.

7 Mechanika Teoretyczna
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4. Obliczenice poréwnawcze dla czterech modeli wzmocnienia

‘Aby uzyskaé dane poréwnawcze o wilasno$ciach poszezeg6élnych modeli, przeprowa-
dzimy obliczenia dla trzech réznych programéw obciazenia. Ograniczymy si¢ do plaskiego
stanu naprezenia, okreslonego ogbinie przez trzy sktadowe naprezenia oy, 0y, Ty, odniesione
do obranego uktadu kartezjaniskiego (x,y). Rozpatrzymy szczegdlny przypadek, gdy
materiat poddany jest jednoosiowemu rozcigganiu naprezeniem o, i §cinaniu naprezeniem

a b c
Txy 3 Xx_q k Txy }
A 0 q————E———-—
!
Pragram A ° Program B E Program C Ox
Rys, 5

T,y. Stan taki uzyskujemy w probce rurkowej poddanej dziataniu sily rozciagajacej i mo-

mentu skrecajacego. Trajektorie naprezenia i odksztalcenia mozna wtedy rozpatrywaé

na plaszezyinie oy, Txy 1 8y, Viy-

Zatozmy trzy nastegpujace programy obcigzenia (rys. 5).

Program A: po wstgpnym obcigzeniu naprezeniem 7.,, material poddajemy rozcigganiu
przy zachowaniu stalej wartoéci 74,(rys. 5a),

Program B: po wstegpnym odksztalceniu §cinajacym do wartosci ¥€,, material poddajemy
rozciaggariu przy zachowaniu statej wartosci y5, (rys. 5b),

Program C: po wstgpnym obcigZeniu napr¢zeniem 7., material poddajemy cyklicznemu
$ciskaniu i rozcigganiu przy zachowaniu statej wartoéci 7, = 7%,

\ 6/kp/mm?]
b /3y

Rys. 6

Zal6zmy, ze krzywa wzmocnienia przy jednoosiowym rozcigganin ma postaé przedsta-
wiong na rys. 6 (jest to krzywa rozciagania stopu aluminium). Aproksymujemy ja w zakresie
plastycznym trzema odcinkami prostymi 1—2, 2—3, 3—4. W stanie zlozonym tego ro-
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dzaju aproksymacja odpowiada¢ bedzie wprowadzeniu trzech parametréw tensorowych
4@, gD, ¢ i sze$ciu parametréw skalarnych y(®), p(1), 4 GO, GO G dlamodelu 1,
lub K@, K, K® dla modelu 3. Zatozymy, ze parametry skalarne sa stale w czasie procesu
deformacii, za§ poszczegélne powierzchnie ulegaja jedynie przemieszczeniu. W przypadku
warunku Hubera-Misesa mozemy powierzchnie te przedstawic jako okregi na plaszezyZnie
tey = V/ 3Ty, by = Oy, mamy bowiem (f,—elV)+ (e, —al)2—y(M2 = 0 i analogiczne
réwnania dla pozostalych powierzchni. . ,

Rysunek 7 przedstawia przykladowo sposob catkowania graficznego przyrostowych
réwnat plyniccia dla programu A, przy zastosowaniu szeregowego modelu 4. Dla wigkszej
przejrzystosci przedstawiono jedynie dwie powierzchnie. Odcinek 4B dzielimy na male

Rys. 7

czesel odpowiadajace przyrostom do,. Powierzchnie f(©, f().., przemieszczaja si¢ wzdtuz
zewnetrznych normalnych w punkcie odpowiadajacym stanowi naprezZenia, przy czym
muszg jednocze$nie przej§é przez odpowiednie punkty podziatu na odcinku 4B. Warunek
ten okrela chwilowy ruch okregdw, za§ polozenie ich $rodkéw aff), aff’, ... pozwala na
okreslenie odksztatcen plastycznych

1
0 0] K o] 0 2
EgJ )p —_— “SJ )/ ( ), gi(l)P p— gl)/K(l), . . 8‘;] J— __(Cb )p_{__sgjl)P_{,_gh )P)_

W przypadku zadanego programu w odksztatceniach (program B) catkowania dokonujemy
droga kolejnych przyblized. Zaktadamy najpierw przyrost naprezenia i okreSlamy odpo-
wiadajacy mu przyrost odksztalcenia. Je§li nie pokrywa si¢ z kierunkiem zadanej trajektorii
odksztafcenia, poszukujemy rozwiazania dla nowego przyrostu naprezenia az do uzyskania
zgodnoéci. W podobny sposéb przeprowadzimy catkowanie dla pozostatych modeli. Dla

rid
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modelu 1 wykorzystujemy reprezentacj¢ na plaszczyZnie naprezen przedstawiona na rys. 2,
za§ dla modelu 5 postugujemy si¢ plaszczyzna odksztalces. .

Rysunki 8a i 8b przedstawiaja przebieg zmiany naprezen ¢,, = ]/ §rxy it, = o, dlapro-
gramu B obliczony przy uzyciu szeregowego modelu 4 i réwnoleglego modelu 5. Przebieg

V3 Ty b
2

. [kp/mm?]

20 -

10

.

70 ) 0 20 40 60
ox [kp/mm?] Ox [kp/mm?]

[} 10 30 50

Rys. 8a Rys. 8b

zmian odksztalcen plastycznych &2, = ygy/\/i, s = e, dla programu A przedstawia rys. 9.
Widoczne sg znaczne réznice w zachowaniu poszezegélnych modeli, szczegblnie dia
wigkszych wartoéci naprezenia o,. NaleZy przypomnieé, Ze przy prostym rozciaganiy

W3y Plo%]
) ]
|
~—— Model 1~ —— Model 4 ll
8{— —-— Model 5 ——— Model 3 i
' I! 7
Il /
6 |G 77
/ 7
i = L// :
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4 ; /L//' o
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W4 =] 7
) . L7 i /// J
, ] ././ ////n
= Z Vi
""" — .’4—/’:'\/
a 20 ] 60 -
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Rys. 9

Wsz_ystkie modele daja te¢ sama krzywa wzmocnienia. Rysunek 10 przedstawia krzywe
z rys. 9 przeniesione na ptaszczyzne odksztalcer.
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Rysunek 11 przedstawia narastanie odksztalcen ef,, wywolane cyklicznie zmiennym
naprezeniem rozciagajacym i Sciskajacym, natozonym na stale naprezenie f,, (program C).
Widzimy, ze odksztalcenia eZ,, po poczatkowym szybkim wzroscie, daza do pewnej wartoéci

INT gp %]
20
16
Maodel 5
42 Sl Model4
| _4~ Model 3
L=
: -
//,’:"
st /1
1A Mode
Z el 1
vA ||
q 8 12 6 , 20
& [%)

Rys. 10

asymptotycznej. Widoczne sa réwniez réznice w zachowaniu si¢ poszczegdlnych modeli:
oile modele 1i 5 przewidujg bardzo maty wzrost odksztatcen eZ,, dla modeli 2 i 4 wzrost ten
jest kilkakrotnie wigkszy. Tego typu do$wiadaczenie mogloby zatem stuzy¢ jako do$wiad-

czenie krytyczne przy ocenie przydatno$ci poszczegbélnych modeli. Nalezy zauwazyC,

13 yF[%)
6
|
Mode! 4
=T Mode! 3
4 Lot
Vs @
i
7
/
2
A A S N ot i Model 5
[T
l/; | ——— —tee — _.-_.J R Made[']
2 4 6 8 0 12 4 6
n{pdteykti)

Rys. 11

ze w rzeczywisto§ci obserwuje sig staly wzrost odksztalcen ef, wywolany cykliczng zmiana
ly; krzywa zaleznoéci e?, od iloSci cykldw przypomina klasyczna krzywa petzania metali

przy podwyzszonych temperaturach, por. np. [28].
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5. Whioski koicowe

W pierwszej cze$ci pracy przedstawiliémy strukturg matematyczna teorii plastycznosci
przy uzyciu wiekszej ilosci parametréw materialowych do opisania wlasnoéci plastycznych.
“Widzimy, Ze istotnym elementem jest wprowadzenie odpowiedniej iloéci zwiazkéw skalar-
nych, okreslajacych obszary wewngtrznej nieodwracalnosci. Komplikuje to podstawowy
uktad réwnafi przyrostowych, pozwala jednak na bardziej realistyczny opis wlasnosci
plastycznych metali. Dia uproszczenia analizy pomineliémy efekty cieplne oraz zjawisko
pelzania towarzyszace zazwyczaj natychmiastowym odksztalceniom plastycznym.

Uzyskane obliczeniowe wyniki poréwnawcze wskazuja, ze dla pewnych programéw
obcigzenia, np. obcigzenie cykliczne natozone na stale obciazanie, wystepuja istotne rdznice
pomiedzy wskazaniami poszczegdlnych modeli. Tego typu programy powinny byé zatem
uzyte w badaniach do$wiadczalnych.
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Peswome
O COCTABHPBIX MOOEJISX NJACTHUYECKOI'O YIIPOUHEHUA

IIpocTeie MOJENH H3OTPOIHUYECKOTO HIJIM KHHEMATHUECKOTO YIPOUHEHHST COBMECTHO C 3aiKOHOM
TJIACTAUYECKOTO TEUEHHsI He MOTYT UPABHILHO OMHCATH CIIOYKIbBIE SIBJIEHNS, TIPOHCXONALINE TIPH XIIaCTH-
YecKOM Je(OPMUPOBAHKH ST HENPOINOPIMOHANLHEIX IPOTPAMM HATPY>KEHHS, B YACTHOCTH TIPH LIMKIH-
YeCKUX HArpy3KaX, NONYCKAIOUIMX XIOCHENOBATENIBHO uepenyIoLNiecs IpOLECChl HATPYIKEHHS M pas-
rpysku. HeoBXoqumo II03TOMY BRECTH CHMCTEMY HONOJIHUTENBHLIX NApaMeTpos.

B npennoncennoil paGore o0CYyXOAeTCsI MATEMATMVECKASI CTPYKTYPA TEOPHMM IINMACTHYHOCTH C Napa-
METpaMH BHYTPEHHETO COCTOSAHUA. B paakax ofliei Teopuy pacCMOTPEHbI HEKOTOPhIE YAaCTHBIE MOJEITH.
Js1 TpexX pasUuHbIX NPOTPAMM HACPY)KEHUS IOJYUYEHLI CPABHHTENIHHBIC UMCIEHHBIE pPE3YJILTAThI.
Jlaercs wpaTkuit 0030p HEKOTOPBIX palee NPEIOYKEHHbIX TEOPHI,

Summary

ON COMPOSITE MODELS OF PLASTIC WORKHARDENING

Simple models of isotropic or kinematic workhardening when combined with flow rule are not capable
to describe complex phenomena occurring during plastic deformation for non-proportional loading pro-
grammes, especially for cyclical loads involving consecutive loading and unloading. A mathematical struc-
ture of the plasticity theory with internal state parameters is discussed and some particular models are con-
sidered within the framework of a general theory. Comparative results are obtained for three different
loading programmes. Some previous theories are also briefly reviewed in the paper.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN
WOJSKOWA AKADEMIA TECHNICZNA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 31 pazdziernika 1971 r.



