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1. Wstęp

W  niniejszej  pracy  rozpatrzymy  moż liwoś ci  opisu  wzmocnienia  plastycznego  metali
przy  uwzglę dnieniu  efektów  anizotropii. Nasze rozważ ania  dotyczyć  bę dą   małego zakresu
odkształ ceń  (rzę du kilku  procent), przy  którym efekty  zmiany struktury wskutek  obrotów
ziaren  i  tworzenia  się   mikropę knięć  mogą   być  pominię te. Anizotropia  wzmocnienia jest
zatem  wynikiem  naprę ż eń  resztkowych,  powstał ych  w  wyniku  niejednorodnoś ci  od-
kształ ceń  plastycznych,  koncentrują cych  się   głównie  wzdłuż  okreś lonych  płaszczyzn
poś lizgu.  W  jednoosiowym  stanie  naprę ż enia  uwidacznia  się   ona  jako  tzw.  efekt  Bau-
schingera; w zł oż onym stanie  naprę ż enia  (dla teorii opartej  na  istnieniu powierzchni  pla-
stycznoś ci)  anizotropia  prowadzi  do  zmiany  począ tkowej  powierzchni  pł ynię cia.  Uwi-
dacznia  się   to  kierunkową   zmianą   sztywnoś ci  elementu po  wstę pnym  odkształ ceniu pla-
stycznym.  Zatem  gdy  chcemy  opisać  proces  deformacji  plastycznej  dla  złoż onych  dróg
obcią ż enia,  a w  szczególnoś ci  dla  obcią ż eń  cyklicznych,  musimy  uwzglę dnić  efekty  anizo-
tropii wzmocnienia.

Ponieważ naszym celem jest przedstawienie i omówienie dostatecznie prostych zwią zków
fizycznych,  tak  aby  moż na  było  efektywnie  okreś lać  stany  naprę ż enia  lub  odkształ cenia
dla  zł oż onych procesów  deformacji,  nie  bę dziemy  rozpatrywali  mechanizmów  dysloka-
cyjnych  ani  procesów  zachodzą cych  w  pojedynczych  kryształ ach. Rozpatrywany  makro-
element  ciała  potraktujemy  jako  zbiór  podelementów  o  jednorodnych  lecz  róż nych  sta-
nach  naprę ż enia  lub  odkształ cenia  i  róż nych  wł asnoś ciach plastycznych.  Do podobnego
opisu wzmocnienia dojdziemy  również przyjmując  pewne hipotezy o zmianie pola modułów
wzmocnienia  lub  o  zł oż onym charakterze zmiany  mikronaprę ż eń resztkowych.  Przedsta-
wimy  opis  poszczególnych  modeli  oraz  sposoby  cał kowania  róż niczkowych  równań pły-
nię cia wzdłuż zadanych trajektorii  naprę ż enia czy odkształ cenia. Ograniczymy się  do szcze-
gółowego rozpatrzenia pł askiego stanu naprę ż enia, gdyż wię kszość badań doś wiadczalnych
przeprowadza  się   w  tym  stanie  na  próbkach  pł askich  lub  rurkowych;  dlatego  też przed-
stawiona  analiza  może  być  przydatna  przy  opracowywaniu  programów  badań  doś wiad-
czalnych  oraz  przy  interpretacji  ich  wyników.  W  rozdziale  4  przedstawimy  wyniki  obli-
czeń  porównawczych  dla  kilku  modeli  wzmocnienia  i  dla  trzech  złoż onych programów
obcią ż enia.
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2.  Proste modele wzmocnienia

Ciało  idealnie  plastyczne  okreś lone  jest  warunkiem  plastycznoś ci  zależ nym  tylko  od
stanu naprę ż enia,/  = / (ffy)  = 0. W  czasie  deformacji  warunek  ten nie ulega  zmianie;
geometrycznie  oznacza  to, że  w  przestrzeni  naprę ż eń  powierzchnia  oddzielają ca  stany
sprę ż yste  od plastycznych  jest  ustalona.  W przypadku  jednoosiowego  stanu  naprę ż enia
otrzymamy krzywą   odkształcenia przedstawioną   na rys. la.

Rys.  la Rys.  lb

Bardziej  realistyczny  opis  otrzymamy,  zakładają c, że

(2.1)  /  = / (<ro.,A) = 0;

to znaczy warunek plastycznoś ci zależy od skalarnego parametru X, rosną cego monotonicz-
nie  wraz  ze wzrostem  deformacji  plastycznej.  Jako  miarę   parametru  X moż emy  przyją ć

(2.2) X,  =  J  aUEfjdt,  lub

gdzie sfj oznacza prę dkość odkształceń plastycznych. W szczególnym  przypadku, gdy

(2.3)  7- / (<rtf)- J(A)- 0,
począ tkowa  powierzchnia  płynię cia nie zmienia  swego  kształ tu,  lecz  rozszerza  się  (lub
kurczy)  równomiernie w miarę  Wzrostu  odkształceń plastycznych.  Mówimy,  że równanie

(2.3) opisuje  wzmocnienie izotropowe materiał u, bowiem nie zależy  ono od kierunku  trajek-
torii obcią ż enia. Na rys.  lb przedstawiona jest krzywa jednoosiowego  obcią ż enia odpowia-
dają ca  temu modelowi wzmocnienia. Począ tkowy  obszar  sprę ż ysty  ograniczony punktami
A i A'  rozszerza się  i po obcią ż eniu do punktu B oraz zmianie znaku naprę ż enia, odkształ-
cenie plastyczne  pojawi  się  po dojś ciu  do punktu B',  symetrycznie  położ onego wzglę dem
osi odkształcenia. Krzywa obcią ż enia B'C" jest symetrycznym odbiciem odcinka AC  krzywej
pierwotnego  obcią ż enia.

Aby  uwzglę dnić  efekt  Bauschingera  przyjmiemy,  że równanie  powierzchni  uplastycz-
nienia ma postać

(2.4)  /  = / (<7y- ay) - F (A)  = 0.

W szczególnym przypadku, gdy F{X)  — const  otrzymujemy  tak zwany  model wzmocnienia

kinematycznego.  Począ tkowa  powierzchnia  uplastycznienia  doznaje  jedynie  sztywnego
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przesunię cia,  bez  zmiany  kształ tu począ tkowego.  Odpowiadają ca  temu modelowi  krzywa
umocnienia  w  przypadku  jednoosiowym  pokazana  jest  na  rys.  lc.1)  D la  pełnoś ci
opisu  podajemy  jeszcze  prawo  pł ynię cia.  Zakł adają c,  że  wektor  przyrostu  odkształ ceń
plastycznych  jest  skierowany  wzdł uż  zewnę trznej  normalnej  do  powierzchni  pł ynię cia,
moż emy napisać

(2.5)

lub w  notacji  wektorowej

1 df I  df
da,

- dakl
kl

Rys.  lc

gdzie  rif  jest  wektorem  jednostkowym,  normalnym  do  powierzchni  pł ynię cia,  to  znaczy

(2.7)
WI8ą \

a  daf  =   da- rif jest rzutem wektora przyrostu naprę ż enia na kierunek «/   (kropka pomię dzy
dwoma wektorami oznaczać bę dzie ich iloczyn skalarny,  \q\  =   a  — (ą - a)1'2  oznacza moduł
wektora, zaś /x  =   8f/ dx).  Skalar  K  nazywać bę dziemy modułem wzmocnienia, gdyż zgodnie
ze zwią zkiem"(2.6)  okreś lony  on  jest stosunkiem K =   dafldep,  to znaczy składowej normalnej
przyrostu  naprę ż enia  do  modułu  wektora  przyrostu  odkształ ceń  plastycznych.  Moduł
wzmocnienia Kjest  zatem uogólnieniem modułu stycznego krzywej obcią ż enia w przypadku
jednoosiowego  stanu  naprę ż enia. Zwią zany  on jest  z  funkcjami  atJ  i  F(X)  wystę pują cymi
w zależ noś ci  (2.4). Aby  okreś lić  tę  zależ ność  rozpatrzmy dwie  hipotezy  o  przesuwaniu  się
począ tkowej  powierzchni  pł ynię cia. Zgodnie  z  propozycją   wysunię tą   przez  MELAN A  [1],
a  póź niej  PRAGERA  [2]  i  ISZLIŃ SKIEGO  [3],  chwilowe  przesunię cie  powierzchni  zachodzi
wzdłuż  zewnę trznej  normalnej,  to  znaczy

(2.8) da =   cdsp.

J )  Opis  prostych  modeli  wzmocnienia  moż na znaleźć  w  ksią ż kach  [30,  31].
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Zgodnie z propozycją   ZIEGLERA  [4] powierzchnia  pł ynię cia przemieszcza  się  w kierunku
wektora o1—a, a zatem

(2.9)  da =  dp(ff—u),  gdzie  rf/ 4  = c1Jep.

Róż niczkując  zwią zek  (2.4) i pamię tają c,  ż e/f f  =  —fa  = / »_«,  mamy

(2.10)  f- da- f- dą - F'(X)dX  = 0,

gdzie  F(A) =  dF/rfA.  Przyjmując  zgodnie  z  (2.2)  ctt =  dA2 =  c/ep =  (deftdstj)1'2  oraz
pamię tają c,  ż e/„  =  nf\ f„\   dla  hipotezy  (2.8)  otrzymujemy  ze zwią zku  (2.10) nastę pują ce
wyraż enie  okreś lają ce  moduł  K

zaś dla hipotezy  (2.9) mamy

(2.12)  ^ = C i ( 2 r

Wzory  (2.11) i  (2.12)  umoż liwiają   przeprowadzenie  ogólnej  dyskusji  praw  wzmocnienia
i  ich moż liwoś ci  opisu  procesu  odkształ cenia plastycznego.  Rozpatrzymy  dla  przykł adu
zwią zek  (2.11). Gdy F'(X) =  0, wzmocnienie ma charakter kinematyczny i K— c.  Zazwy-
czaj  przyjmuje  się , że c =  const i wtedy  model  teoretyczny  opisuje  wzmocnienie  liniowe,
dla  którego  moduł   wzmocnienia  ma  stałą   wartoś ć.  Bardziej  ogólnie moż emy przyją ć,  że

(2.13)  c =  c(Ę )  lub  c = c(A2),

gdzie  Ę  ~ — efjefj  jest  drugim  niezmiennikiem  tensora  odkształ ceń  plastycznych, zaś

parametr  X2 jest  okreś lony  przez  zwią zek  (2.2).  Moduł   wzmocnienia  zmienia  się  teraz
wraz z odkształceniem plastycznym i zmienność tę  moż emy opisać opierając  się  na krzywej
umocnienia  dla  jednoosiowego  stanu  naprę ż enia.  Model  kinematycznego  wzmocnienia
przy  nieliniowej  krzywej  obcią ż enia  rozpatrywany  był   szczegółowo w pracy  EISENBERGA

i  PHILIPSA  [5],  którzy  przyję li,  że tensor  przemieszczenia  <xy  począ tkowej  powierzchni
płynię cia  wyraża  się   wzorem

(2.14)  o y- «# ») «&.

Przy  przyję ciu  zależ noś ci  (2.14),  chwilowe  przemieszczenie  powierzchni  nie zachodzi
wzdłuż  zewnę trznej  normalnej,  gdyż

(2.15)  doctj =   c(X2)d8?j+c'(X2)dX2e^.

Dlatego też wydaje się , że prostsza jest propozycja  wprowadzenia nieliniowoś ci w zwią zku
przyrostowym  (2.8), zgodnie z założ eniem (2.13). Gdy do opisu wprowadzimy  dwie  funkcje
c =  c(X) i F =  F(X), otrzymamy  nie  tylko  nieliniową   krzywą   umocnienia, ale i zmienny
obszar  sprę ż ysty, bowiem  począ tkowa  powierzchnia  pł ynię cia nie  tylko przesuwa  się , ale
i  rozszerza przy wzroś cie  odkształceń plastycznych.
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Zmianę   kształ tu począ tkowej  powierzchni  pł ynię cia, jej  obrót  i  przesunię cie  moż emy
opisać przyjmując  warunek  plastycznoś ci  w postaci

(2.16)  F{a,j) =   Km  (pij -   Oy)  (akl ~ akl)  - 1  =  0,

gdzie  tensory  KtJM  i  «y  są   funkcjami  odkształ cenia plastycznego.  Bardziej  szczegółową
dyskusję   tego warunku  moż na znaleźć w pracach BAŁTOWA  i  SAWCZUKA  [6] oraz BACKHA-
USA  [7].

Wzory  (2.11)  i  (2.12)  wskazują   jednak,  że  model  wzmocnienia  przy  uż yciu  jednej
powierzchni plastycznoś ci  ma  ograniczone  moż liwoś ci  opisu  w  przypadku,  gdy  bę dziemy
rozpatrywali  procesy  odcią ż ania  i nastę pnego obcią ż enia  w przeciwnym  kierunku. Istotnie
moduł  wzmocnienia  K  przy  poruszaniu  się   po  powierzchni pł ynię cia przyjmuje  albo stałą

d

—--

I
r1 IF

Rys.  Id

wartoś ć,  albo  wartość  zmienną,  zależ ną   od  kształ tu  tej  powierzchni,  ale  nie  od  procesu
obcią ż enia.  Tak •  na  przykł ad, jeś li  chwilowa  powierzchnia  pł ynię cia  okreś lona  jest  wa-
runkiem  Hubera- Misesa,  to  równanie  (2.4) przyjmie  postać

(2.17)

Ponieważ df Bf
=   2F(X),  to  wyraż enie  (2.11)  przyjmie  postać

i  oczywiś cie  moduł   if  ma  stałą   wartość  na  chwilowej  powierzchni  pł ynię cia,  osią gnię tej
po  okreś lonej  drodze  obcią ż enia.

Róż nice, jakie  powstają   pomię dzy  wskazaniem  modelu  teoretycznego  a  rzeczywistym
zachowaniem się  materiału ilustruje  rys.  Id. Po obcią ż eniu do punktu B i nastę pnej zmianie
znaku  obcią ż enia,  pierwsze  odkształ cenia plastyczne  pojawiają   się   w  punkcie F  i  krzywa
odwrotnego  obcią ż enia  FC  posiada  moduł   styczny  zmieniają cy  się   w  sposób  cią gły, po-
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czynając  od  wartoś ci  modułu  sprę ż ystego.  Stosując  model  wzmocnienia  izotropowego,
kinematycznego  lub model bardziej  zł oż ony (2.4), otrzymać moż emy dość dobrą   aproksy-
mację   pierwotnej  krzywej  obcią ż enia  OB,  natomiast  duże  rozbież noś ci  powstają,  jeś li
chodzi  o  krzywą   obcią ż enia  odwrotnego  FC,  bowiem  moduły  styczne  w  punktach  B'
i B",  zgodnie z (2.18) muszą   być  takie same, jak w punkcie B. Podobna sytuacja  powstanie
dla innego rodzaju  zł oż onych dróg obcią ż enia, a w szczególnoś ci  dla obcią ż eń  cyklicznych,
gdzie proces obcią ż ania  i odcią ż ania wystę puje przy  każ dym  cyklu.  Aby  móc dostatecznie
dokł adnie  opisać  tego  rodzaju  procesy,  musimy  się   uciec  do  bardziej  zł oż onych modeli,
przez wprowadzenie  dodatkowych  parametrów  opisują cych  stan  materiał u. Tego  rodzaju
modele  rozpatrzymy  w  nastę pnym  paragrafie.

Moż liwość  skonstruowania  teorii plastycznoś ci  przy  uż yciu parametrów  wewnę trznych
rozpatrywana  była w  pracach wielu  autorów.  Celem  obecnej  pracy  bę dzie  przedstawienie
konkretnych  form  zwią zków, moż liwych ^o  wykorzystania  przy  opisie własnoś ci  plastycz-
nych  metali. Wprowadzimy  przy  tym  nową   strukturę   matematyczną   zwią zków,  nie  roz-
patrywaną   do tej pory  w  literaturze naukowej.

3. Złoż one modele wzmocnienia

Załóż my  teraz, że dla  opisania  zachowania się  materiału przy  zmiennych obcią ż eniach
wprowadzimy  wię kszą   ilość  parametrów  okreś lają cych  stan  materiał u. Nasuwają   się   tu
dwa  sposoby  podejś cia  do zagadnienia: parametry  te moż na traktować jako  wewnę trzne,
to  znaczy  nie wchodzą ce  do  równań  równowagi  ani  do  zwią zków  geometrycznych;  wy-
stę pują   one jedynie  w  zwią zkach  fizycznych,  a  tym  samym  w  wyraż eniach  na  dysypację,
czy  energię   wewnę trzną.  D rugi  sposób  polegałby  na  potraktowaniu  ciała  jako  zbioru
elementów o prostych własnoś ciach sprę ż ysto- plastycznych  czy  lepkich  i  okreś leniu  zwią z-
ków  fizycznych  dla  makroskopowo  jednorodnego  zbioru  takich  elementów.  Podejś cie
tego  rodzaju  stosuje  się   np. przy  próbach  okreś lania  własnoś ci  mechanicznych  polikrysz-
tał ów, wychodząc  z własnoś ci pojedynczych  kryształ ów. Nazywać je  bę dziemy  podejś ciem
strukturalnym.  Istnieje  podobień stwo  mię dzy  obydwoma  podejś ciami  bowiem  stany  na-
naprę ż enia  w  poszczególnych  fazach  moż emy  traktować  jako  parametry  wewnę trzne.
Jednak przy podejś ciu  strukturalnym, naprę ż enie i odkształ cenie makroskopowe  otrzymu-
jemy przez odpowiednie uś rednianie po wszystkich podelementach, które powinny speł niać
warunki równowagi  i zgodnoś ci odkształ ceń. Wprowadzając  poję cie parametrów wewnę trz-
nych omijamy  trudny problem uś redniania.

3.1. Opis wzmocnienia przy pomocy wewnę trznych parametrów stanu.  Zał óż my, że stan materiału

okreś lony jest przez stan naprę ż enia  a,  odkształ cenia  e =  se+ep,  gdzie  e"  i  ep  oznaczają

czę ść odwracalną   i nieodwracalną   odkształ cenia, oraz przez N+M  parametrów  wewnę trz-

nych, które w naszym przypadku  bę dą   skalarami y(r>(r =  1,2,  ... ,iV) i  tensorami  drugiego

rzę dua$(s  =   1, 2, ...,M ). N iech warunek plastycznoś ci  bę dzie  funkcją   stanu  naprę ż enia,

pewnej  liczby parametrów wewnę trznych,  oraz temperatury 9, to znaczy

(3- 1)  / ( 0 ) f e  «(s),  y( r \   6) =   0.

Przy  odkształ caniu materiału w  zakresie  sprę ż ystym  parametry  wewnę trznie  nie  ulegają
zmianie, to znaczy

(3.2)  de* =  0,  rfa<J>  =  0,  dy  ̂ =   0,  gdy  f°  <  0.
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Zakładamy, że  oprócz zwią zku  skalarnego  (3.1), parametry wewnę trzne  spełniają   K+L
dodatkowych  zwią zków  skalarnych,  okreś lają cych  obszary wewnę trznej  nieodwracalnoś ci

/ i«5fe«W,yW»0) = (),  q =  l,2,...,K,
( 3 3 )  f}"K$,* w,Vir\6)  = 0,  »- 1,2, ..., !»
przy czym pierwsza grupa równoś ci  skalarnych  (3.3)  odnosi  się   do parametrów  a(s),  zaś
druga do parametrów y( r ).  Na przykład, gdy  zachodzi równość / j 9 ' = 0, to parametr  ą (4)

ulega  zmianie w  czasie  procesu  według  okreś lonego  prawa;  natomiast,  gdy/a

(9) < 0, to
Ja(«> = 0, podczas  gdy  pozostałe parametry mogą   się   zmieniać. Założ ymy nastę pnie, że
przyrost parametrów wewnę trznych jest liniowo zależ ny od przyrostu odkształceń plastycz-
nych, to znaczy

d*\ f =  A\HMi =  bftdk  gdy  /J5> = 0,
( 1 4 )  da\ f  = 0,  gdy  / ^ < 0

oraz

Jy<0 =   Clpdefj = d^dX,  gdy  /„<'> = 0,
( 3 - 5)  dy  ̂ = Q,  gdy  / / r > < 0,

gdzie A\ jli,  b\ f, C\?, d  ̂ są  funkcjami  naprę ż enia oraz  parametrów  stanu.  Wykorzystując
prawo  płynię cia  (2.6)  moż emy  napisać

(3.5a)  A\%niP = bft,  0pn[P  =  d".

Na  ogół   ilość  zwią zków  skalarnych / a

( s)  =  0  i / y

( v) = 0  może być mniejsza  aniż eli  ilość
parametrów wewnę trznych.

Załóż my, że spełniony jest warunek plastycznoś ci  (3.1) oraz niektóre z warunków (3.3);
odpowiadają ce  tym  warunkom  parametry  wewnę trzne  ulegają   zatem  zmianie  w  czasie
procesu  odkształcenia. Róż niczkując  równania  (3.1) i  (3.3) i  rozpatrując  jedynie proces
izotermiczny,  otrzymujemy

(3.6a)
M  N

J = 1  ~  r- i  r

Wykorzystując  prawo  płynię cia (2.6) i zwią zki  (3.4), (3.5) moż emy równoś ci (3.6a) przed-
stawić w postaci

M  N

5 ^ Z < r>  '8v
j= l  "  r = l  '

(3- 6b) M  N

. A i

przy czym sumowanie dotyczy tych s i r, dla których spełnione są  równoś ci (3.3).
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Zwią zki  (3.6)  bę dziemy  nazywali  równaniami zgodnoś ci.  Nakładają   one  ograniczenia
na współczynniki K, b{s),  dw,  wystę pują ce  we wzorach  (2.6), (3.4) i  (3.5).

Moż emy  również  alternatywnie  założ yć, że  równoś ci  skalarne  (3.3) okreś lają   obszary,
w których obowią zują   róż ne prawa zmiennoś ci parametrów wewnę trznych. Wtedy  zamiast
(3.4)  moż emy  napisać

d«W=lĄ pdX,  gdy  / i s)  =  0,
( 1 7 )  duff =  ftp<a,  gdy  / i s> < 0
i podobne zależ noś ci w miejsce  zwią zków  (3.5). Ogólna postać warunków  zgodnoś ci  (3.6)
nie ulega zmianie.

Układ  równań  (2.6),  (3.1),  (3.3- 3.5),  (3.6) przedstawia  matematyczną  strukturę teorii
plastycznoś ci przy  istnieniu wię kszej  iloś ci  parametrów  stanu. Wychodząc  z  tych  równań,
moż emy  prześ ledzić  dowolny  proces  odkształceń plastycznych,  gdyż  mając  zadany  pro-
gram  obcią ż enia  moż emy,  całkując  równania  przyrostowe,  okreś lić  zmiany  wielkoś ci
makroskopowych  oraz parametrów wewnę trznych, a tym samym stan materiał u. Otwartym
problemem pozostaje  okreś lenie  funkcji  materiałowych w  (2.6),  (3.4)  i  (3.5)  oraz  samych
parametrów stanu. Poniż ej rozpatrzymy kilka modeli wzmocnienia, dla których parametry
wewnę trzne  mają   prostą   interpretację   mechaniczną,  zaś  stan  materiału  opisany  jest  po-
daniem  gę stoś ci  rozkładu wielkoś ci  tensorowych  lub  skalarnych.  W  ogólnym  przypadku
wybór  parametrów  wewnę trznych  powinien  opierać  się   o  statystyczny  opis  rozkładu
dyslokacji  i mikronaprę ż eń w elemencie  makroskopowym.

M o d el  .1, Niech parametrami stanu bę dzie n+l  wielkoś ci tensorowych a\ j\  ..., oĉP
oraz n + 1 wielkoś ci skalarnych y( 0 ),  y( 1 ),  ... y( n ).  Warunek  plastycznoś ci  ma postać

(3.8)  '  ;  / ( 0 ) ( ? - a( 0 ) ) - / 0 )  =  0,

zaś równania skalarne  okreś lają ce  obszary  nieodwracalnych zmian parametrów  wewnę trz-
nych wyrazimy  nastę pują co:

przy  czym  dla prostoty  założ ymy, że parametry y( r )  są   stałe,  zaś  w  czasie  procesu  ulega
zmianie jedynie  k+l  kolejnych  parametrów <xw. Prawo zmiany  tych parametrów moż emy
zapisać w postaci

(3.10)  d  ̂ =  b°dX,...,d  ̂ =  b^dX,  <hfik+1> =  0,

o  ile  spełnione są   równoś ci  (3.9).  Róż niczkując  zwią zki  skalarne  (3.8),  (3.9)  i  stosując
prawo płynię cia  (2.5), otrzymamy warunki  zgodnoś ci  w postaci

(3.11)  Zo =  §(0)- 7/ °>,  5( 1)- 6<0)  = g( 1 ) - 6( 1 ),  ...,»<*> .Ą t*-"  = /»(*>.§<*>,

gdzie  «/  =  «(0),  «( 1),  . . . , nw  są   jednostkowymi  wektorami normalnymi odpowiednio  do
powierzchni  płynię cia  (3.8)  oraz  do  powierzchni  (3.9), w  punktach  okreś lonych  stanem
naprę ż enia <r oraz odpowiednio parametrami a( 0 ), a( 1 J, . . ., K ^ " 1 3. Ukł ad równań (3.8)—(3.11)
przedstawia  pełny opis modelu wzmocnienia. Z równań zgodnoś ci  (3.11) wynika, że moduł
styczny  bę dzie  się   zmieniał, w  miarę   jak  ilość  spełnionych warunków  skalarnych  (3.3)
bę dzie  rosła.  Istotnie, załóż my, że  w  chwili  począ tkowej  ą ( 0)  =  a(1> =  ... a( n )  =  0.  Gdy
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speł niony  jest  warunek  plastycznoś ci  (3.8),  zmieniać  się zaczyna  parametr  a( 0 )  i moduł
styczny  krzywej  umocnienia okreś lony  jest pierwszą  zależ noś cią  (3.11).  Gdy z kolei  speł-
niony zostanie pierwszy warunek  (3.9), zmieniać się zacznie parametr a( 1 ) i speł nione bę dą
dwie  równoś ci  (3.11).  Przyjmują c,  że parametr  6( 1 ) jest  zadany,  wartość  Z>(0)musi  ulec
zmianie,  aby speł niony był   drugi  zwią zek  (3.11).  W szczególnym  przypadku, gdy ił 0)  =

=  7i(1)  ... »(/ t)  mamy  ft (0)  =  b(- 1) = bw.  Zatem  speł nienie  kolejnego  warunku  (3.9),

n p , :  /W = o, prowadzi  do zmiany parametrów  Z>(£) dla i = 0, 1, 2, . . .,  / —I .
Moż emy parametrom bw  nadawać pewną  interpretację mechaniczną, rozpatrując model

przedstawiony  na rys 2a. Omawiany  on już był  przez  IWLEWA  [21]  i  PRAGERA [10]  i jest
uogólnieniem modelu wprowadzonego przez  KADASZEWICZA i NOWOŻ YŁ OWA  [12].  Rozważ-

^ 0 ) -   -   <?  3

V/ / / / / / / / / / M

\A/ W

a  n
Rys. 2a

my  ukł ad  zł oż ony  z  szeregu  sztywnych  bloków  poł ą czonych  elementami  sprę ż ystymi
i  spoczywają cych  na sztywnym  podł ożu o zadanej granicznej sile  tarcia y(0),  y( 1 ). . . , y( n ).
Przemieszczenie bloku  O  i  siła nań dział ają ca  odpowiadają  plastycznemu  odkształ ceniu
i  naprę ż eniu  makroskopowemu.  N atomiast  siły  w  elementach  sprę ż ystych a( 0 ),  a( 1 ) ,  ...,
a( n )o raz  przemieszczenia  trwałe  bloków  1,  2,  ..., n  odpowiadają  mikronaprę ż eniom
i  trwał ym  mikroodkształ ceniom,  które  oznaczać  bę dziemy  przez  ć / e(1), & ( 2 ) , ...,rfe(n).
Zał óż my,  że ukł ad pod dział aniem  siły  zewnę trznej  osią gnął   taki  stan,  w którym wa-
runek plastycznoś ci  (3.8) oraz dwa  pierwsze warunki  (3.9) są  speł nione. Przyrosty  mikro-
odkształ ceń  plastycznych  odpowiadają ce  przemieszczeniu  bloków  1 i  2 wyniosą:

(3.12)  ^ '  ^

zaś  przyrosty  mikronaprę ż eń  modelowane  jako  zmiana  sił  w  elementach  sprę ż ystych
wyrażą  się nastę pują co:

(3.13)  d ^  = G^(de<- °>- ds(1'>),   da.™ = G^\deW- ds^),  da  ̂ =   G <2W2>,

gdzie G ( 0 ) , G ( 1 ) , G ( 2 ) oznaczają  sztywnoś ci  elementów sprę ż ystych. Wykorzystując  warunki
zgodnoś ci w postaci

(3.14)  nrdą  = nrd^°\  n  ̂ .da.™ =  nw- da^\  «(2)- <%(1) = «(2)- %(2)

oraz równania (2.5), (3.12)i  (3.13) moż emy otrzymać zależ noś ci pomię dzy współ czynnikami

i K(1\   mianowicie:

(3.15)
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zaś  rugując  wielkoś ci  dę S^,  dem,  otrzymujemy  ostatecznie  zależ noś ci  analogiczne  do

zwią zków  (3.10), mianowicie

(3.16)

~

Równanie powyż sze moż na uogólnić  na  dowolnie  dużą   ilość  spełnionych równoś ci  (3.9),
odpowiadają cych  uplastycznieniu  w poszczególnych  elementach. Stosując  model przedsta-
wiony na rys. 2a, nie musimy już  okreś lać parametrów Z>(i) w zwią zkach  (3.10), lecz jedynie
znać  rozkł ad wielkoś ci  skalarnych  y( i )  i  G ( I ) .

b a

Rys. 2b Rys. 2c

Rysunek 2b przedstawia odpowiadają cą   temu modelowi krzywą   umocnienia, zaś  rys.  2c
pokazuje  dwuwymiarową   reprezentacje  na  płaszczyź nie  sił ,  którą   moż emy  utoż samiać
z  płaszczyzną   naprę ż eń  makroskopowych.  Ruch  poszczególnych  bloków  uwarunkowany
jest spełnieniem odpowiednich warunków  plastycznoś ci, które przyjmujemy  w postaci

(3.17)
= 0 ,

/ ( i)  „   (a(O)_

Warunki  te odpowiadają   okrę gom na płaszczyź nie (Sx,  Sy). Wektory  002jG
w,  O

OO0/ Gw  przedstawiają   wzglę dne  przemieszczenia bloków;  zatem cał kowite przemieszcze-
nie  bloku  O  odpowiadają ce  odkształ ceniu  plastycznemu  wyraża  się   sumą   OO2/ Gm+

- ł - OOJGW+OOo/ GW.  Całkowitą   sił ę  działają cą   na  blok  O  przedstawia  wektor  OP,  zaś
wektor  QP/ G  przedstawia  makroskopowe  odkształ cenie sprę ż yste.  Wykorzystują c-   repre-
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zentację na pł aszczyź nie sił  i cał kując w sposób  graficzny  równania przyrostowe, moż emy

okreś lić odkształ cenia plastyczne  oraz stan naprę ż eń wewnę trznych dla dowolnie zadanego

programu  obcią ż enia.

M o d el  2. Oznaczamy jak poprzednio parametry wewnę trzne przez a( 1 ),  ą(2  >,..., a.(n)

i  y( 1 ),  }' (2), • • • ,y(n). Zał óż my, że warunek  plastycznoś ci  ma  postać

(3.18)  fm(g—£zm)- Ym  -   0,

zaś  równania  skalarne,  które powinny  speł niać parametry ą(()  w pewnym  zakresie  swej

zmiennoś ci mają  postać

(3.19)  / ( i ) ( ą ( 0 - / °)  = 0  (i =  1, 2, .... 7i).

Przyjmiemy,  że parametry y( s)  są stałe w czasie procesu. Róż niczkując  (3.19), otrzymujemy

II  ">fY\   w(')./ 7/ y(> )  ft
\ p.Z. \ J)   It   2̂ r   —'  '

gdzie n ( ! ) oznaczają  wektory jednostkowe do powierzchni / ( l ) = 0. Zał óż my, że speł nionych
jest  /  pierwszych  równoś ci  (3.19).  Wtedy  równanie  przyrostowe  dla parametrów a( i ) ,
speł niają ce  warunki  zgodnoś ci  (3.20), moż emy zapisać w postaci:

ftcc  • — v j  L"   ycic  * Ti  jti  j j  j  ——  \ j j  z — x j  A^  * * •  ? ^ j

Jn)

=  / +!, . . . ,  u.

a

f

—YMA  !

- AVWV—j-

y/ z?
<0)

Rys. 3

Moduł   styczny K krzywej  umocnienia otrzymamy  róż niczkując  (3.18) oraz  wykorzystując

(2.5) i  (3.21). W wyniku  otrzymamy:

(3.22)
\ tt o>\

Widzimy, że w naszym  przypadku  równania  skalarne  (3.19)  mają  inny  sens,  aniż eli  dla
modelu poprzedniego. Zmiana wszystkich  parametrów a( i )  zachodzi, jeś li  tylko speł niony
jest  warunek  plastycznoś ci  (3.18),  zgodnie z drugim  równaniem  (3.21),  gdy f(i>  < 0 dla
i —  1, 2,  ...,«. Speł nienie zwią zku  skalarnego  (3.19)  dla  dowolnego  parametru  implikuje
zmianę jego prawa  przyrostowego,  gdyż d la / ( i )  ==  0 obowią zuje  pierwszy zwią zek  (3.21).
Mamy zatem przypadek  opisany  ogólnie równaniem (3.7).

Interpretację  mechaniczną  tego  modelu  przedstawia  rys.  3.  Sztywny  blok,  którego
przemieszczenie odpowiada  odkształ ceniu plastycznemu  spoczywa  na pł aszczyź nie  o sile
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tarcia  granicznego  y( 0 ).  Z blokiem  poł ą czone są  równolegle  elementy  sprę ż yste  i  bloki
o granicznych wartoś ciach siły tarc iay( 1 ),  y( 2 ),  ..., y w .  Parametry a(l> odpowiadają  sił om
w elementach sprę ż ystych.

M o d el  3.  Zał óż my, że  parametrami  stanu  jest  «+ l  wielkoś ci  tensorowych  ą(0),
a( 1 \   ..., «<n),  oraz  2( n + l)  wielkoś ci  skalarnych  / °\   / *> , ...,y<") i  i^°>,  jt fi) ,  ...,hn\

Warunek plastycznoś ci  ma postać

(3.23)  / (O )( ?_ 2, ( o) ) _ y(O) =  0  ( f  =  1 ;  2 ;  5  n ) }

zaś  warunki  skalarne  okreś lają ce  obszar  zmiennoś ci parametrów mają  postać

(3.24)  / < !) (£ _««))_ / <) =  o  (/  =  1,2,  . . . , «).

Jeś li  speł niony jest warunek  plastycznoś ci  oraz  /  pierwszych  zwią zków  (3.24), zakł adamy,
że wszystkie powierzchnie  są  styczne do  siebie w przestrzeni naprę ż eń w  punkcie  okreś lo-
nym  przez  stan  naprę ż enia  a.  Każ dej  z  powierzchni  (3.23)  i  (3.24)  odpowiada  okreś lony

Rys. 4

moduł  wzmocnienia K(i);  jeś li w danym punkcie P(l\   I  powierzchni jest stycznych  do  siebie,
to moduł  wzmocnienia ma wartość K  — Km  i przyrost  odkształ ceń plastycznych  okreś lamy,
zgodnie z równaniem  (2.5) przy  K  =   K^.  W  ten sposób  konfiguracja  powierzchni  (3.23),
(3.24) okreś la w przestrzeni naprę ż eń pole moduł ów wzmocnienia, którego zmianę moż emy
ś ledzić  cał kując  zwią zki  przyrostowe  wzdł uż  programu  obcią ż enia.  Tego  rodzaju  model
był   rozpatrywany  przez  MROZA  W pracach  [16,  17].

Ruch  chwilowy  powierzchn i/( l )  zachodzi  w  kierunku  wektora  • ff ('+ 1)—o'(I),  gdzie
ff (I+ 1) jestpunktemna powierzchn i/( !+ 1) o tej samej normalnej, co wpunkcie P ( l ) . Wszystkie



O  ZŁOŻ ONYCH  MODELACH  WZMOCNIENIA  PLASTYCZNEGO  27f

powierzchnie / ( 0 ) , / ( 1 ) ,  . . . , / ( !~ 1 ) poruszają   się   wraz  z  powierzchnią /( !) ,  zachowując  z nią .

styczność  (rys.  4).  Moż emy  te  zał oż enia ują ć  matematycznie  piszą c:

(3.25)

t =   1 , 2,  . . . , «,
przy czym przyjmujemy,  że wszystkie powierzchnie posiadają   ś rodek symetrii, a wię c równa-

nia  (3.23) i (3.24) są  jednorodnymi funkcjami  argumentów a—a(i).  Wykorzystując  równania

zgodnoś ci w postaci:

off  oa
(3.26)

^  |  Ą ' c l )  = 0,  / - o, 1,..., (/-i),

oraz  zwią zki  (3.25),  otrzymujemy  z pierwszego  równania  (3.26)

(3.27)  Ą ł   =

da

zaś  pozostałe równania  (3.26)  są   spełnione automatycznie przy  założ eniu jednorodnoś ci
zwią zków  (3.23) i (3.24)2>.

Niniejszy  model  jest  skonstruowany  bardziej  formalnie,  aniż eli  poprzednie  i  nie ma
bezpoś redniej  interpretacji  mechanicznej.  Jest  on  natomiast  wygodniejszy  do  badania
własnoś ci materiał u, bowiem pole moduł ów wzmocnienia bezpoś rednio ilustruje  kierunkowy
rozkł ad  sztywnoś ci  w  materiale  i jego  zmianę   pod  wpływem  odkształ cenia plastycznego.
Podobną   koncepcję   przedstawiania  własnoś ci  materiału  odkształ conego  plastycznie
omówił   również  HAYTHORNWAIT E  [22].

Jest  rzeczą   jasną,  że  podobnych  modeli  moż emy  konstruować  wię cej,  lecz  wszystkie
one  dadzą   się   umieś cić 'w  jednym  schemacie  ogólnym  omówionym  na  począ tku  tego
rozdział u. Istotną  cechą  wszystkich  modeli jest wprowadzenie  obok warunku  plastycznoś ci
odpowiedniej  iloś ci  zwią zków  skalarnych  okreś lają cych  obszary  zmiennoś ci  parametrów
wewnę trznych  oraz  odpowiadają cych  im  przyrostowych  równań  zgodnoś ci.

3.2. Opis wzmocnienia przy uwzglę dnieniu niejednorodnoś ci struktury. Załóż my, że element makro-

skopowy  jest ukł adem utworzonym z podelementów o pewnych, okreś lonych własnoś ciach

sprę ż ystoplastycznych,  czy  lepkich. Powstaje  problem, jak  okreś lić  własnoś ci  tego makro-

2 )  Istotnie, warunki  zgodnoś ci  (3.26) dla  /  =  0,1, ...,  / —I  prowadzą   do  równań

i a(0) - y(0  =  0,

które  sa  spełnione, jeś li/f  O  są   funkcjami  jednorodnymi rzę du pierwszego.
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- elementu,  o  ile  znamy  konfigurację   geometryczną   podelementów  i  ich  wł asnoś ci. Próby
matematyczne  rozwią zania  tego  zagadnienia  dotyczą   w pierwszym  rzę dzie  ciał   polikrysta-
licznych. Spoś ród duż ej  iloś ci  prac wymienić  tu należy w pierwszym  rzę dzie prace  TAYLORA
[23],  BATDORFA  i  BUDIANSKY'EGO  [24],  H ILL A  [26]  oraz  LIN A  i  ITO  [25],  którzy  rozpatrywali

problem  okreś lenia  zwią zków  fizycznych  i  warunku  uplastycznienia  agregatu  polikrysta-
licznego,  wychodząc  z  własnoś ci  monokryształ ów.  W  rzeczywistoś ci  nasza  informacja
zarówno  o własnoś ciach  fizycznych  monokryształ ów, jak  i  ich geometrii  jest  ograniczona,
gdyż  do  tej  pory  nie  dysponujemy  metodami  pomiaru  własnoś ci  poszczególnych  ziaren
krystalicznych,  zaś  ich  geometrię   moż emy  opisać  jedynie  w  sposób  statystyczny.

D latego  w  wielu  przypadkach  cenna  jest  moż liwość  podania  oszacowań  rzeczy-
wistych  własnoś ci. Moż emy  to uczynić przyjmując  pewne  zał oż enia o rozkł adzie naprę ż eń
lub  odkształ ceń  wewną trz  makroelementu.  Najprostszym  zał oż eniem  bę dzie  przyję cie,
że stan naprę ż eń jest jednorodny, natomiast niejednorodność wystę pujejedynie  w rozkł adzie
odkształ ceń;  otrzymamy  w  ten  sposób  krzywą   umocnienia,  która  bę dzie  dolną   oceną
rzeczywistej  krzywej.  Moż emy  również  założ yć  odwrotnie,  że  w  makroelemencie  panuje
jednorodny stan odkształ cenia, a niejednorodność wystę pujejedynie  w rozkł adzie naprę ż eń;
odpowiadają ca  temu założ eniu  krzywa  umocnienia  bę dzie  górną   oceną   krzywej  rzeczy-
wistej.  Podobne podejś cie  stosowane  już  było  od  dawna  przy  szacowaniu  własnoś ci  sprę-
ż ystych  polikryształów  (tzw.  oceny  Reussa  i  Voigta)  przy  okreś laniu  modułu  Younga
dla  polikryształów.  W  teorii  BATDORFA  i  BUDIANSKY'EGO  [24]  przyjmuje  się   również,  że
w  każ dym  monokrysztale  panuje  ten  sam  stan  naprę ż enia  co  w  elemencie  makroskopo-
wym, zatem ich teoria prowadzi  do dolnej  oceny krzywej  umocnienia. N a odwrót  TAYLOR
[23] oraz  LI N i  ITO [25] wychodzą   z  założ enia  jednorodnoś ci  stanu  odkształ cenia.  Teorie
uwzglę dniają ce  niejednorodność naprę ż eń i odkształ ceń w polikrysztale  [27,29] prowadzą   do
bardzo złoż onych zwią zków, które mają   charakter  bardziej  poznawczy  aniż eli  praktyczny.

Ponieważ warunek  plastycznoś ci  monokryształu jest powierzchnią   odcinkowo  regular-
ną ,  z  wystę pują cymi  na  niej  krawę dziami,  analiza  teoretyczna  prowadzi  do  wniosku,  że
na  powierzchni uplastycznienia  dla makroelementu powstają   również  naroż a. Aby  uzyskać
bardziej  proste  zwią zki,  które  moż na  by  stosować  w  praktycznych  zagadnieniach  przyj-
mijmy,  że  makroelement  utworzony  jest  z  podelementów  o  regularnych  powierzchniach
płynię cia.  Przyjmując  hipotezę   o jednorodnym  stanie  naprę ż enia,  moż emy  ją   zilustrować
jako  model w szeregowym  uporzą dkowaniu  podelementów;  odwrotnie,  zał oż enie  o  jed-
norodnym  stanie  odkształ cenia  bę dziemy  modelować  przyjmując  równoległe uł oż enie
podelementów.  W  ten  sposób  wyniki  uzyskane  z  tych  dwóch  założ eń powinny  dać  obu-
stronne  oszacowanie  rzeczywistych  własnoś ci  sprę ż ysto- plastycznych,  które  wystą pią   przy
dowolnej  konfiguracji  podelementów,  o  tych  samych  wł asnoś ciach.

M o d el  4.  Załóż my, że  w  elemencie  makroskopowym  panuje  jednorodny  stan  na-
prę ż enia;  odpowiada  to  przyję ciu  szeregowego  poł ą czenia elementów  sprę ż ysto- plastycz-
nych, z  których  każ dy  charakteryzuje  się   powierzchnią   plastycznoś ci

(3.28)  %

zakł adamy  przy  tym,  że  / '>  są   stał e,  zaś

(3.29)  daW  =
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Prawo  pł ynię cia dla każ dego  elementu  przyjmiemy  w postaci

(3.30)  .  ^ - ^rsW*.

gdzie K(i)  =  C ( i ) , zgodnie  z  równaniem  (2.11). Makroskopowy  stan  odkształ cenia  otrzy-

mujemy  jako  ś rednią  wartość  odkształ ceń  plastycznych  poszczególnych  elementów,  to

znaczy

n  n

(3.31)  df  =  j  ^  <#'>',  df  = -   y  df)L\
i= 0  n  i=0

Powyż szy model rozpatrywany  był  w pracy  IWAN A  [14,  15].

M o d el  5.  Zał óż my, że w  elemencie  mamy  jednorodny  stan  odkształ cenia e =  |.

Odpowiada  to równoległ emu poł ą czeniu elementów sprę ż ysto- pł astycznych. Odkształ cenie

sprę ż yste  dowolnego  elementu  wynosi  e^p  =  e—e( ' ) p,  zaś  naprę ż enie ą(i)  =   K(e—s(i)p)

gdzie  K  oznacza  tensor  moduł ów  sprę ż ystoś ci.  Warunek  plastycznoś ci  dla  dowolnego

elementu  ma  zatem  postać

(3.32)  / ( 0 [ £ ( e - £( i ) p ) - 2( i ) ] - y( i ) = 0,

zaś przyrost rfą(i) jest zwią zany  zależ noś cią  (3.29) z przyrostem odkształ cenia plastycznego.
Równanie  (3.32)  przyjmuje  zatem  postać

(3.33)  fM[Ks- (K- Ą - c)f)p]- yM  =  0.

Naprę ż enie  makroskopowe  okreś limy  ze  wzoru

n  n

(3.34)  a = ~  VaW.jfc- JL  V£(0P.
i= o  ;= o

W  przypadku warunku plastycznoś ci  Hubera- Misesa, jedynie naprę ż enia dewiatorowe  S( i ) .

wchodzą do tego warunku, otrzymujemy  zatem j ( i )  =  2G(e—g(i)Jł),  gdzie e  i e( i ) p  oznacza-

ją  odkształ cenia dewiatorowe, G—moduł  Kirchhoffa, zaś warunek plastycznoś ci ma postać

(3.35)  I   ( j(O_a(')).( j( i) _«(«>) _y(«)2  = o.

Wyraż ając  ten warunek przez  odkształ cenia, mamy

(3.36)  ( g^ f c g( i ) P ) . ( g_ i teC ł ) P ) _ î = 0,

c
gdzie k =   1 +  - —.  W  danym przypadku  wygodniej jest zatem posł ugiwać  się  przestrzenią

odkształ ceń.

Tego  rodzaju  model był  "rozpatrywany  przez BESSELINGA [18,19] oraz WELLSA i  PASLAYA

[20],  do opisu  anizotropii wzmocnienia  oraz w teorii peł zania.

7  Mechanika  Teoretyczna
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4. Obliczenie porównawcze dla czterech modeli wzmocnienia

Aby  uzyskać  dane  porównawcze  o  własnoś ciach  poszczególnych  modeli,  przeprowa-
dzimy obliczenia dla trzech róż nych programów  obcią ż enia.  Ograniczymy  się   do  pł askiego
stanu naprę ż enia, okreś lonego ogólnie przez trzy składowe naprę ż enia crx, ay,  rxy,  odniesione
do  obranego  ukł adu  kartezjań skiego  (x,y).  Rozpatrzymy  szczególny  przypadek,  gdy
materiał  poddany jest jednoosiowemu  rozcią ganiu  naprę ż eniem  ax  i  ś cinaniu naprę ż eniem

Program  A Program B

Rys. 5

Program  C

Tjt r  Stan  taki  uzyskujemy  w  próbce  rurkowej  poddanej  dział aniu siły  rozcią gają cej  i mo-
mentu  skrę cają cego.  Trajektorie  naprę ż enia  i  odkształ cenia  moż na  wtedy  rozpatrywać
na  płaszczyź nie ax,  txv  i sx,  yxr

Załóż my  trzy  nastę pują ce  programy  obcią ż enia  (rys.  5).
Program A:  po  wstę pnym  obcią ż eniu  naprę ż eniem  rxy,  materiał  poddajemy  rozcią ganiu

przy  zachowaniu  stałej wartoś ci  - ^(rys.  5a),
Program  B:  po  wstę pnym  odkształ ceniu ś cinają cym  do  wartoś ci  y%\, materiał  poddajemy

rozcią ganiu  przy zachowaniu stałej wartoś ci y ŷ  (rys.  5b),
Program  C:  po  wstę pnym  obcią ż eniu  naprę ż eniem  txy  materiał  poddajemy  cyklicznemu

ś ciskaniu  i rozcią ganiu  przy  zachowaniu  stałej wartoś ci  rxy

i  c[kp/ mmzj

A

3

—  rxy.

50

40

30

W

10

Rys.  6

Załóż my, że krzywa wzmocnienia przy jednoosiowym  rozcią ganiu  ma postać  przedsta-
wioną  na rys. 6 (jest to krzywa rozcią gania stopu aluminium). Aproksymujemy  ją   w zakresie
plastycznym  trzema  odcinkami prostymi  1—2,  2—3,  3—4.  W  stanie  zł oż onym  tego  ro-
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dzaju  aproksymacja  odpowiadać  bę dzie  wprowadzeniu  trzech  parametrów  tensorowych
CJ(°', <x(1), a( 2 )  i sześ ciu parametrów skalarnych y<°>, y( 1 ) , y( 2 ) , G ( 0 ) , G ( 1 ) , G ( 2 ) dla modelu 1,
lub K<- 0), Kw,  Km  dla modelu 3. Zał oż ymy, że parametry skalarne są  stałe w czasie procesu
deformacji,  zaś  poszczególne  powierzchnie ulegają   jedynie  przemieszczeniu. W  przypadku
warunku Hubera- Misesa moż emy powierzchnie te przedstawić jako  okrę gi na płaszczyź nie
txy  =  ]/ 3rxy,tx  =  <fx,  mamy  bowiem  (/ ,—ax

0))2- \ - (txy—a,1^)2—  y( 0> 2  =  0  i  analogiczne
równania dla pozostał ych powierzchni.  '  ,

Rysunek  7  przedstawia  przykł adowo  sposób  cał kowania  graficznego  przyrostowych
równań pł ynię cia dla programu A, przy  zastosowaniu  szeregowego modelu 4. D la wię kszej
przejrzystoś ci  przedstawiono  jedynie  dwie  powierzchnie.  Odcinek  AB  dzielimy  na  małe

Rys.  7

czę ś ci  odpowiadają ce  przyrostom  dax.  Powierzchnie / ( 0 ) , / ( 1 ) . . .  przemieszczają   się  wzdłuż
zewnę trznych  normalnych  w  punkcie  odpowiadają cym  stanowi  naprę ż enia,  przy  czym
muszą   jednocześ nie przejść  przez  odpowiednie punkty podziału na odcinku AB.  Warunek
ten  okreś la  chwilowy  ruch  okrę gów,  zaś  poł oż enie ich  ś rodków  a[j\   a^1',  ...  pozwala  na
okreś lenie  odkształ ceń plastycznych

W przypadku zadanego programu w  odkształ ceniach (program B) cał kowania dokonujemy
drogą   kolejnych  przybliż eń.  Zakł adamy najpierw  przyrost  naprę ż enia  i  okreś lamy  odpo-
wiadają cy  mu przyrost  odkształ cenia. Jeś li nie pokrywa  się  z kierunkiem zadanej  trajektorii
odkształ cenia, poszukujemy  rozwią zania  dla nowego przyrostu naprę ż enia aż do uzyskania
zgodnoś ci.  W  podobny  sposób  przeprowadzimy  cał kowanie dla  pozostał ych modeli. D la
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modelu  1 wykorzystujemy  reprezentację   na płaszczyź nie naprę ż eń przedstawioną   na rys. 2
zaś  dla  modelu  5 posługujemy  się   płaszczyzną   odkształ ceń.  v

Rysunki  8a i  8b przedstawiają   przebieg  zmiany  naprę ż eń  txy  =  |/ 3r»y  i tx  =   ax  dla pro-
gramu  B obliczony  przy  uż yciu  szeregowego  modelu 4 i  równoległego  modelu  5.  Przebieg

10 so

Rys.  8a

50  70
ax[kp/ mm]

Rys.  8b

zmian  odkształ ceń plastycznyoh  sp

xyi =   yxy/ \ j3,  sl  =   ex  dla  programu  A  przedstawia  rys.  9.
Widoczne  są   znaczne  róż nicę   w  zachowaniu  poszczególnych  modeli,  szczególnie  dla
wię kszych  wartoś ci  naprę ż enia  ctx.  Należy  przypomnieć,  że  przy  prostym  rozcią gania

10

8

4  ,  Mnn

- o«=

el A
„ /   3  i

V  li
1/

;

:

'/ ft

C- —-

/ ;

y

7

20 AO

Rys.  9

60

wszystkie  modele  dają   tę   samą   krzywą   wzmocnienia.  Rysunek  10  przedstawia  krzywe
z  rys.  9 przeniesione  na płaszczyznę  odkształ ceń.
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Rysunek  11 przedstawia  narastanie  odkształ ceń ev

xy, wywołane  cyklicznie  zmiennym

naprę ż eniem rozcią gają cym  i ś ciskają cym,  nał oż onym na stałe naprę ż enie txy  (program C).

Widzimy, że odkształ cenia ev

xy, po począ tkowym szybkim wzroś cie, dą żą  do pewnej wartoś ci

20

16

12

8

A
/

Model  1

^_ -

Model 5
Model A
Model3

12 16 20

[ ]

Rys.  10

asymptotycznej.  Widoczne  są   również  róż nice w zachowaniu się  poszczególnych  modeli:
o ile modele 1 i 5 przewidują   bardzo mały wzrost  odkształ ceń ev

xy, dla modeli 2 i 4 wzrost ten
jest kilkakrotnie wię kszy. Tego  typu  doś wiadaczenie mogł oby zatem służ yć jako  doś wiad-
czenie  krytyczne  przy  ocenie  przydatnoś ci  poszczególnych  modeli.  Należy  zauważ yć,

6'

A

2. Ij

—

.  '= = •
=

Model A
Model 3

—  Models

•  Modeli

10 -M  16
n(pół cykli)

Rys. 11

że w rzeczywistoś ci  obserwuje  się  stały wzrost  odkształ ceń ev

xy wywołany cykliczną  zmianą

tx;  krzywa  zależ noś ci  ep

xy od iloś ci  cyklów  przypomina  klasyczną   krzywą   peł zania metali

przy  podwyż szonych  temperaturach, por. np.  [28].



278  Z.  MRÓZ, Ci.  Goss

5. Wnioski koń cowe

W  pierwszej  czę ś ci pracy  przedstawiliś my  strukturę  matematyczną   teorii plastycznoś ci

przy  uż yciu wię kszej iloś ci parametrów materiał owych do opisania własnoś ci plastycznych.

Widzimy,  że istotnym elementem jest wprowadzenie  odpowiedniej  iloś ci  zwią zków  skalar-

nych,  okreś lają cych  obszary  wewnę trznej  nieodwracalnoś ci.  Komplikuje  to  podstawowy

ukł ad  równań  przyrostowych,  pozwala  jednak  na  bardziej  realistyczny  opis  własnoś ci

plastycznych  metali.  D la uproszczenia  analizy  pominę liś my  efekty  cieplne  oraz  zjawisko

peł zania  towarzyszą ce  zazwyczaj  natychmiastowym odkształ ceniom plastycznym.

Uzyskane  obliczeniowe  wyniki  porównawcze  wskazują,  że  dla  pewnych  programów

obcią ż enia, np. obcią ż enie cykliczne nał oż one na stałe obcią ż anie, wystę pują   istotne róż nice

pomię dzy  wskazaniami  poszczególnych  modeli. Tego  typu  programy  powinny  być  zatem

uż yte  w  badaniach  doś wiadczalnych.
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F  e 3 io ii  c

O COCTABHBIX MCtfJEJKK IIJIACTH^ECKOrO yiTPO*fflEHH #

n pocT t ie  Mofl&nH  H3OTpommecKoro  HJIH  KHEteiviaTiMecKoro  ynpc- MenHH  coBMecrHO  c  3ai<0H0M
oro  Te^ienHJi  li e MoryT  npaBHULHO onucaTt  cjiołKiibi e  HBJICHHH,  npoHcxoflmUHe  npH  njiacrei-

fledpopMHpoBaHHH  jura  HenponopijHOHanLHbix  nporpaiwM   narpyjKeHUH,  B ̂ acTHOcTH npn;  I;HILHH -
Harpy3i<ax3  RonycKaiomax  nocjieflOBaienBno  MepeflyiomnecH  npoqeccw  Harpy>KenHH  H  pa3-

rpy3KH.  HeoSxoflHMO  nosTOMy  BBCCTH  cHdeiviy  HononHHTenLHbix  napaMeipoB.
B  npeHJioH<eHHOH pa6oTe  o6cy>i<flaeTCH  MaTeMaTH îecKan  cipyi<Typa  Teopnn  miacnMHocTH  c  napa-

BHyipeHHero  COCTOHHHH.  B paMKax  o6meH  Teopwn  paccMOTpeHLi  HeKOTopwe  ^acnibie  Moflenn.
Tpex  pa3itin- iHbix  nporpaMM   HarpyjKeHHH  nojiy^eHM   cpaBHHTejitHbie  qncneHHbie  pe3yflbTaTbi.

JUaeTCH KpaTKHH o63op  HeKOTopbix  paiiee  npeflno>i<eHHbix  Teopwii.

S u m m a ry

ON  COMPOSITE MODELS OF  PLASTIC  WORKHARDENING

Simple models of  isotropic or kinematic workhardening when combined with flow  rule are not capable
to  describe  complex  phenomena occurring  during  plastic  deformation  for  non- proportional loading pro-
grammes, especially  for  cyclical  loads  involving consecutive  loading and unloading. A  mathematical struc-
ture of  the plasticity  theory with internal state parameters is discussed  and some particular models are con-
sidered  within  the  framework  of  a  general  theory.  Comparative  results  are  obtained  for  three  different
loading programmes. Some previous  theories are also briefly  reviewed in the paper.

IN STYTU T  PODSTAWOWYCH  PROBLEMÓW  TECHN IKI   PAN
WOJSKOWA  AKADEMI A  TECH N ICZNA
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