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Oznaczenia

bezwymiarowe
bezwymiarowe
bezwymiarowa
bezwymiarowa
bezwymiarowe
bezwymiarowe
czas,

czas bezwymiarowy,

stosunek okresu ruchu do okresu sily wymuszajace;j,

czesto$é zmian sily wymuszajacej,

kat przesuniecia fazowego pomigdzy sila wymuszajaca a przemieszczeniem masy 1,
wspdlczynnik restytuciji,

bezwymiarowa predkos$é uderzenia,

bezwymiarowe przemieszczenie §rodka masy ukladu w ciagu jednego cyklu ruchu,

przemieszczenie masy 1
przemieszczenie masy 2
predkosé masy 1
predko$c masy 2,
przyspieszenie masy 1,
przyspieszenie masy 2,

sztywnos$¢ sprezystego zawieszenia masy 2,

bezwymiarowy wspblczynnik oporu tlumienia w pneumatycznym elemencie
sprezystym,

bezwymiarowy wspélczynnik oporu tlumienia drgan masy 2,

cigzar masy 1,

cigzar masy 2,

ci$nienie w pneumatycznym elemencie sprezystym,

pole powierzchni dna tloka elementu sprezystego,

amplituda sity wymuszajace;j.

1. Wprowadzenie

Doswiadczalne i teoretyczne badania uktadu wibro-uderzeniowego z elementem spre-
zystym, umozliwiajacym ciagla regulacje czestosci uderzen wykazaly [4], ze uklad ten po-
siada szereg cech, odrézniajacych go od innych ukladéw wibro-uderzeniowych.
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Korzysci, jakie mogloby przynies¢ zastosowanie takiego uktadu np. w wibro-uderze-
niowych urzadzeniach do pograzania pali, byly przyczyna podjecia przez autora dalszych
badari teoretycznych [5], dla glgbszego poznania zjawisk towarzyszacych pracy ukladu,

W pracy [5] badany byt model dynamiczny ukladu o dwéch stopniach swobody, w kté-
rym ogranicznik posiadat skoiiczong masg i liniowa sprezystosé, przy czym przyjeto, ze
$rodek masy ukladu porusza si¢ ruchem jednostajnym.
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Rys. 1. Schemat ukiadu badanego w pracy [5]

Zalozono tam réwnieZ, ze sila oporu towarzyszaca ruchowi obu mas drgajacych jest
proporcjonalna do predkoéei ruchu.

Model dynamiczny tego ukladu przedstawiono schematycznie na rys. 1. Ruch ukladu
opisany byl rdwnaniami rézniczkowymi

(1.1) X1 +hy (% —X,)+4q = cos(t+g),
. hy .. . .
(1'2) . xz—%(xl—xz)—l“zhzxz—[—szxz =%,

przy czym warunki graniczne') mialy postaé
(1.3) %, (0) = x2(0) = xo, x,(2nn) = x,(2wn) = x—0, %,(0)—x,(0) = Ro,
' X, 2nun)—x,(2nn) = —o.

Réwnania (1.1.) 1 (1.2) wyrazono we wspdlrzednych bezwymiarowych, przy pomocy pod-
stawien:

Fog Fu,g pS—0,
4 = ——F _— N = M - == :
(1.4) X, 0.0 X3 X, o7 X, T =wf; 7, q;
Qo Q,w cg .
H ==—h,; H,= 2h,; =u; == = g%
1 g 1 2 g 2 0210, =p 0,0

Réwnania (1.1) i (1.2) stanowig ogdlny opis ruchu badanego ukladu. Z uwagi jednak na
zlozong forme rozwigzan, wystepuja trudno$ci natury matematycznej w przedstawieniu

1) Termin «warunki graniczne» stosujebsie w teorii ukladéw wibro-uderzeniowych dla odréznienia od
typowej postaci warunkow brzegowych, niezaleznych od parametrow ukladu.
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wynikéw analizy w postaci dogodnej dla zastosowan praktycznych. Dlatego tez celowe
jest wprowadzenie pewnych zafoZen upraszczajacych.

W niniejszej pracy zajmiemy si¢ badaniem uktadu wibro-uderzeniowego o dwdéch stop-
niach swobody, zawierajacego element sprezysty o charakterystyce niezaleznej od polo-
zenia masy drgajacej [4], w przypadku gdy mozna pomina¢ tlumienie w elemencie spre-
zystym, jako znikome w poréwnaniu z sila oporu ruchu masy 2 (rys. 2).

Zgodnie z przyjetymi wyzej oznaczeniami mamy wigc /1, = 0. Dla takiego przypadku
okreslimy okresowe rozwigzania réwnan ruchu; warunki istnienia rozwigzan okresowych,
wynikajace z matematycznych i fizycznych ograniczen wartoéci parametréw ukladu, jak
réwniez kryteria stabilnosci strukvturalnej.

Oddzielnie rozpatrzony zostanie przypadek ruchu, gdy na mase 2 dziata sita oporu
o stalej wartoéci przylozona skokowo w dowolnej chwili, w przedziale czasu pomiedzy
uderzeniami.

2. Sformulowanie problemu

Rozwaza si¢ uktad wibro-uderzeniowy z pneumatycznym elementem sprezystym, w kté-
rym wplyw zmiany polozenia tfoka wzgledem cylindra?) na ciénienie w przestrzeni spreZania
jest znikomy. Ogranicznik ruchu masy 1 (rys. 2) stanowi masg skupiona 2, zawieszong
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Rys. 2. Model dynamiczny ukiadu wibro-uderzeniowego z pneumatycznym elementem spreiystym, bez
opordéw ruchu w elemencie sprezystym

na sprezynie o liniowej charakterystyce. Ruchowi ogranicznika towarzyszy sita oporu
proporcjonalna do predkosci.

Do analizy przyjmiemy nastgpujace zalozenia.

1. Mozliwy jest ruch okresowy masy 1, przy czym okres ruchu réwny jest okresowi
sity wymuszajacej Iub jego catkowitej krotnosei;

2. sita wymuszajaca zmienia si¢ harmonicznie i dziatla w kicrunku zgodnym z kierun-
kiem osi symetrii cylindra w elemencie sprezystym, za$§ czgsto$¢ zmian sily wymuszajacej
jest stata w ciagu cyklu ruchu uktadu;

3. nie wystgpuje sprzezenie zwrotne pomigdzy ukladem a Zrédlem energii;

%) Budowe pneumatycznego elementu sprezystego opisano szezegdtowo w pracy [4].



56 Z. WISNIEWSKI

4. czas trwania zderzed pomiedzy masa | i ogranicznikiem 2 jest krotki w porédwnaniu
z okresem ruchu ukiadu (odstepem czasu pomigdzy dwoma kolejnymi zderzeniami);

5. przekazywanie energii kinetycznej przy zderzeniu okre$la wspdiczynnik restytucii
R, przybierajacy wartoéci z przedziatu [0; 1] oraz spetniajacy zatozenia podane w pracy [4];

6. opory ruchu tloka wzgledem cylindra w elemencie sprezystym sa nieznaczne w-po-
réownaniu z oporami ruchu masy 2;

7. ruch ogranicznika 2 traktujemy jako drgania masy skupionej zawieszonej na liniowej
sprezynie;

8. srodek masy calego uktadu przesuwa si¢ ruchem jednostajnym, w kierunku ujemnego
zwrotu 0si X;

9. polozenie $rodka masy | nie zalezy od chwilowego polozenia mas niewywazonych
wibratora bezwladnosciowego, stanowigcego zrodto sily wymuszajacej drgania;

10. wszystkie parametry ukfadu sa zdeterminowane.

Uwzgledniajac powyzsze zatozenia, ruch ukiadu opisa¢ mozna dwoma réwnaniami

rézniczkowymi:
@.1) H1+q = cos(zg),
(2.2) %,k 2, Xy b s7x, = ?qt

z warunkami okresowosci ruchu (1.3).

3. Calkowanie réwnan ruchu

Poniewaz w réwnaniu (2.1) nie wystepuja cziony zalezne od x,, za§ réwnanie (2.2)
nie zawiera cziondéw zaleznych od x, wigc zwigzek pomiedzy parametrami ruchu obu
mas wynika jedynie z warunkéw okresowosci ruchu (1.3)3).

Catka réownania (2.1) ma postaé

g7’
3.1) X, = — 2'—+C1T-{-C2—COS(T-I—(]J).
Korzystajac z warunkéw (1.3) otrzymamy
q—rz 5 | |
(3.2) Xp= =y + (mzq—— >27m) T--Xp+cosp—cos(t +¢),
. d .

(3.3) X = —qT+ang— - +sin(r +¢).
Catkujac réwnanie (2.2), nalezy rozwazy¢ trzy przypadki:

D hy, <s,

2) /12 =75,

3) hy, >,

Dla #, < s otrzymamy

(.4) x; = &7 (cos At -+ Esin A7)+ ﬁ-;

3 Cechqncharakterystycznq ukiadéw wibro-uderzeniowych jest zaleznos$é warunkéw okresowosci od
parametrow ukladu [I].
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oraz
(35) )'»’2 = —6[(/’12——/1E)COS /1T—|—(),—|—/]2E)Sin /1'[]6""2",
przy czym o0znaczono
T P
(3.6) L
s b g el —cos2mnd
a £’ sin2nni

Podstawiajac warunki (1.3) do (3.3) i (3.5), otrzymamy po wykonaniu koniecznych prze-
ksztalcert wyrazenia okre§lajace predko$¢ uderzenia oraz kat przesunigcia fazowego po-
miedzy silfa wymuszajaca i przemieszczeniem:

37 v= fy_r:i +- H—R [(hy— AE) (1— e 2™"2c08 2mn ) — (A+h, E) e~ 2™h25in2mn ),

(3.8) sing = Ro—nng+ - ——*6(/12—2.E)

Dla h, = 5 otrzymamy odpowiednio

L 6(1__8—27111112)__,6 2nnity ~hyt q
(3.9) Xy — [W—_‘ 13 +§ e —I-W R
1— —2nniy
(310) (1_1721_) G(M_E_LGn ) (S Zymhz_hzfjl e—hzt,
2nnq l . E(] . e.—Znnhz)__(S _— .
(3.11) s e (Ahzé— N G §
. (3 E(l —-Znnhz)
. — - R/ A S 21mh
(3.12) _ sing = Ro—nng-| pyom h, &+ - 2
1 wreszcie dla /1, > s:
— e—hzr —21m(h;+x) xT
G13) %2 == 5 gy o {060~ e
. [6‘5(1——82""”'2_2))] —:vr1 |_¥/:;‘5_ ,
(314) ,;(7 — __*‘__f:’v’zr__ . {(/l 7)[(3 5([ —2nn(hz+,¢))] e 2
> Qe Thagh(Qmmx) U E
__ (/12_1_%)[(3__ 5(] __eZNH(hz—-z))] C"”} ,
gdzie
(3.15) % = | I5—s?,
2ang gz —2nn(iy 4 %) —2mn(hy—x)
(3.16) o= 15rR 2(1+_1€)_SE(2_7UM_) {tha—n)[0—&(1—e 2t)|(1—e )+

+(hat ) [6— E(1— =21 — = 2mntiz+)
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eZthZ

_ é
(3.17)  sing = Ro—ang+ 5+ 2 sh(@n) {(h,

_%)[(S—E(I——8‘2""("z+x))]_

_ (/1_2 _{_ %)[(S__E(l_e—Zml(hz—n))]} R
Rozpatrzymy z kolei przypadek, gdy opory ruchu ograniczaika 2 sa do pominigcia
w poréwnaniu z wartoscia sily wymuszajacej.
Mamy wigc i, = h, = 0. Model dynamiczny takiego ukladu przedstawia schematycznie
rys. 3. Réwnania ruchu przybiora postac

(3.18) . X,+gq = cos(z+¢),
(3.19) ' Xo+5%x, = qlu.
A
1 IFocos wt
F
s p
<
2
L—W%/W
A

Rys. 3. Schemat ukladu bez tlumienia

Rozwiazaniem tego ukladu réwnan, przy ss£ 1 1 s # %_{_1 (k=1,2,...,) beda
zwigzki:
(3.20) v = — 9 1 (ang— -8 ) otxg—cosp—cos(z-+g)

. X = 5 q S | T %0 sp—cos(t+@),
(3.21) ) = —gu-tang— -5 tsin(r+p)

. Xy = —qrtang—— sin(t+¢),
(3.22) x, = Ecosst+ || Etgans— 0 inst- 1 ]

. 2 = g7n m SISt /,LSZ 5
(3.23) X ——sé‘sinsr—l—s(ft nS— — 0 s

. 5 = BTN —S-”m COSST.
Predko$¢ uderzenia okre$la zwiazek
(3.24) 7)—~2ﬂ—nq——— 5 (2¢&sin2qns— 0)-}- tgmens,

~ 1+R 14R
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za$ kat przesunigcia fazowego

S e : 2R ., R
(3.25) Sing = — 75 nng+-s [rS (1 TR sin 7ms) + Tﬁb——ﬁ] tgons.

Mozliwosé istnienia ruchéw okresowych ograniczona jest warunkiem typu matematycz-
nego, tj. azeby singp osiggal wartosci rzeczywiste

(3.26) ] [sing| <1,
oraz warunkami' typu fizycznego, mianowicie: azeby predko$é uderzenia byla dodatnia

(3.27) v >0,

oraz aby sita wywolana ciénieniem powietrza na dno ttoka w elemencie sprezystym zréwno-
wazyla cigzar masy uderzajacej, czyli :

(3.28) g>0.

Z (3.26) otrzymamy po wykonaniu koniecznych przeksztalcen nierdwnosé

a—1 a+1
S <g< S,
b SIS
gdzie
SR 2R .
a=s [;+xo (1 — ——~sm2nns)]tgm1s,
1+R 14+R
(3.29) + +
—R 1 2R
b= ;——}—E nn4- s (1 — ——+R—smznns) tgzns
a4
25 |
|
[
!
20 - ]
Vv
10 =
~ T INR=05
R=0
R=05
Tl LR $
RIS 4 o
0 05 10 15 20 s
Rys. 4. Zakresy wartoéci parametréw ukladu, odpowiadajacych rozwiazaniom okresowym, przy n = 1;

Xo=—1; u=1; d=1;dla R=01iR=0,5

-~
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Rys. 5. Obszary istnienia rzeczywistych wartoéci sing dla n = 1; xo = —1; ¢ = 10; § = 0,01; g = 1
R
10 a I
!
a8 f-/ //:
|
06 l
I
04 4
|
/ |
|
02 I
v 7
A o
i} 0,5 10 15 20 s
Rys. 6. Obszary istnienia rzeczywistych wartosci sing dlan = Iy x0 = =1L, u=1; 0 = 0,01; ¢ = 0,2
R K
10
|
|
) |7/ \{¢ 7
g / //
04 / /4
|
|
% |
78
. | -—
0 05 1,0 15 20 s
Rys. 7. Obszary istnienia rzeczywistych wartoéci sinp dlan = 1;x0 = —1l; u=1;, 6§ =0,01; ¢ =1

[60]

I'd
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:f N/
7
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___&*&\u_\

0 05 10 15 20 5
Rys. 8. Obszary istnienia rzeczywistych wartosei sing dla 2 == 15 xo = —l; u=1; § =0,1; g =1
RA
1,0
06 7 /LE
04 ]
|
|
/ W !
0,2 —
|
W ,
[
0 0,5 10 15 20 5
Rys. 9. Obszary istnienia rzeczywistych wartosci sing dla n = 1; Xo= —1; n=1,06=1;9g=1

Wérunek (3.27) prowadzi do nieréwnoSci

1s?(2x, sin*zns— 0) tgmns

3.30 — .
(3:30) 2(mnus+sinmns tgmns)

Zwiazki (3.28), (3.29) (3.30) okre$laja obszary warto§ci parametréw, dla ktérych ruch
opisany réwnaniami (3.18) i (3.19) jest okresowy. Na rys. 4-9 przedstawiono graficznie
obszary istnienia rozwiazan okresowych dla wybranych wartosci parametréw uktadu.

Z wykreséw widaé, ze przy czestosci uderzen réwnej czestosci sity wymuszajacej (1 = 1)
w zadnym z przypadkSw nie istnieje mozliwo$¢ ruchéw okresowych dla s = 0,5.
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4. Ruch ukladu w przypadku docigZenia ogranicznika

Rozpatrzymy przypadek ruchu, gdy ogranicznik dociazony zostal sita F(7) (rys. 10)
przytozona w dowolnej chwili — w przedziale czasu pomigdzy uderzeniami.
Réwnanie ruchu masy 2 pod dziataniem sily F(7) przyjmie postac

4.1) ¥aobs2x, = %-~0a(r— zo). N

AF(D)

F(t)=8-¢(t-1,)

0 T, T
Rys. 10.

Stosujac do rownania (4.1) transformacje Laplace’a i wykonujac niezbedne przeksztal-
cenia, otrzymamy

x, = Ecos(st)+ is %,(0)sin(s7)— % (I1—7o)+ —f-z- cos[s (v— o)+ %,
4.2) - .
X, = —s&sin(st)+x,(0)cos(st)— —g sin[s(z— 7o)l ,
gdzie

1 B s
sin(2mns)  sin(2mns)

l—1,
s

4.3) %,(0) = s&tg(mns)-+0 [ —coss(2nn— To)j

Predko$é uderzenia opisuje zaleznoéé

_ 2mn 1 1—1, N
(44) v = _H——R q— 'T—-F—RT {[2S§+6 ( 5 — COSS(Zﬂn'— To))] tgﬂns—
0 .
— sins(2en— 1) — 6sctg2nns} ,

kat za$ przesunigcia fazowego

. o1~
4.5 sing = - [ ! STO— —cos s(2nn— TO)] ctgmns— %— sins(2mn— 7o) —

— ﬂ;_R) — Ssctg2nns.

Poréwnujac odpowiednio zwiazki (3.22) (3.25) i (4.2)-(4.5), mozna oceni¢ wptyw docia-
Zenia masy 2 sita F(7).
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Oznaczmy
Ax, = (x,)p—x2, Av=10,—1v, _
Axy = (X3)g—%,, A(sing) = (sing)y—sing,
(indeks 0 oznacza wielko$¢ liczong z uwzglednieniem docigZenia).
Po wykonaniu koniecznych dzialan otrzymamy

-0 sins7 1} scos[s(2mn— 7o)]sinst
(46)  Ax, = s—Z{(l—TO)(l— sin 2stns ) Feosls(z—7o)l- sin2ans |’
. 1 COSST 0 .
4.7 Adx, = 0{ To)) } Sin s ?sm[s(r~ 70)],
s& . Os
4.8) dv=— R sin2mns — l—_’_k—{[l—ro—i—scoss@nn— To)] tgmns+

+sinsQRan— 7o)} -+ ——— Qtgans—ctgamns),

H—R

0 —R 1—1, N
(4.9) A(sing) = (ctgnns+ 1 R tg nns) [—s— —coss(2nn— To)] -

— % sins(2an— 1) —

2sER (1 sin?mns
1+R 1+R
W przypadku szczegélnym, gdy dociaZenie pojawia si¢ na poczatku cyklu ruchu, czyli
7o = 0, zwiazki (4. 6) — (4.9) przyjma postaé

)tgnns H—R [(1+3R)ctgmns+ Rignns).

sinst
4.10) Axy = — ll—i—cossr— Py (1+s0052m1s)],
. 0 cos(sT)
4.1 dx, = < [(1—scos2nns)?2— ~-—sm(sr)],
(4.12) Av = — s sin 2nns——-L [(14-scos2nns)tgmns—+sin 2oens]-+
1+R s(1+R)
-+ lﬁ (2tgmns—ctgmns),
(4.13) A(sing) = 0 ct m'/s—i— —R( —cosZnns
0 . 2sR sin’mns
—_— _:5‘— Sln2:fms——- —l?R‘ 5 (1 + —IIR—) tgnns—
1+R [(1+3R)ctgmns+ Rigmns].

5. Stabilno§¢ strukturalna ukladu

Z punktu widzenia zastosowan technicznych badanie stabilnoéci strukturalnej przy-

nosi szczegélne korzysci, gdyz pozwala okre$lié wplyw bledéw realizacji ukiadu na cha-
rakter ruchu. '
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Dla okreslenia warunkéw stabilnoéci strukturalnej postuzymy si¢ metoda «dopaso-
wywania» [l], polegajaca na nadaniu stalym w catkach ogdlnych réwnan opisujacych
ruch ukdadu, pewnych matych zaburzen (przyrostéw), a nastepnie na pordéwnaniu ruchu
zaburzonego i niezaburzonego, przy liczbie przedziatéw ruchu dazacej do nieskonczonodci.

Niech catki ogdlne rownan (3.i8) i (3.19) maja postac

(5.1 ' xp = x{(7; Cy; Ca; ),
(5.2) Xy = Xa(7; C35 Cy).

Nadajmy stalym C;; C,; Cs; C, oraz katowi przesunigcia fazowego ¢ — male przyrosty —
odpowiednio: «,; fy; ¥v; 0v; 4,. Ruch uktadu zostanie zaburzony, a catki ogdlne dla ruchu
zaburzonego w r-tym przedziale przyjma postac:

(5.3) X0 = xP(7; Cibay_i; CoFPunrs 2mn--0y; @+40,20),
(5.4) X = X075 Cydpvors Caboy_is 2n46,).

Czas trwania v-go cyklu ruchu wynosi¢ bedzie (2nn-+48,) zamiast 27zn.
Okreslmy réznicg pomigdzy ruchem zaburzonym i niezaburzonym na korcu v-go prze-
dziatu ruchu

(5.5) Ax) = A Qmn+6,)—x,(27n),
(5.6) Ax8) = xQan+0,)—x,(2mn),
oraz na poczatku (v-+1)-go przedziatu

5.7 AxPD = XD (0)~x,(0),
(58) AxD = X +H(0)—x,(0).
Podobnie okreslimy przyrosty pochodnych na koncu »-go przedziatu
(5.9 Ax) = ¥ 2an--6,)—x, (27n),
(5.10) AXS) == 8 (2mn--6,)— X, (27n),
oraz na poczatku (v-1)-go przedzialu

a1y : AFHD = 3¢+ D(0)—1,(0),
(5.12) AZEFD = '+ D(0)—X,(0).

AZeby ruch byl stabilny, okreSlone wyzej przyrosty speiniaé musza nastgpujace warunki:
(5.13) AXGD = AxR,  AxGED = Ax),  Ax{Y = AxE),
| AXPFD = —RAXYY,  AXPTY = — RAXY.

Po wykonaniu koniecznych przeksztaiceni warunki (5.13) sprowadza si¢ do ukfadu
réwnan réznicowych, liniowych, jednorodnych, wzgledem przyrostéw oy, By, ¥y, oy, 4.
Rozwigzan tego ukladu poszukujemy w postaci

(5.14) ay=kie', P.=1Iky&, y,=kse, o,=kye, A, =ks¢,

gdziek,, ..., ks — pewne state.
Podstawiajac (5.11) do ukladu réwnan, wyprowadzonych z warunkéw (5.13), otrzy-
mamy uklad réwnari algebraicznych, liniowych, wzgledem statych ki, ..., ks. Z kolei
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tworzymy wyznacznik charakterystyczny tego ukiadu réwnan. Zerowanie sig tego wyznacz-
nika jest warunkiem koniecznym istnienia rozwigzani niezerowych uktadu.
Rozwijajac wyznacznik charakterystyczny, otrzymamy réwnanie algebraiczne wzgle-
dem e.
Azeby uktad byt stabilny, przyrosty a,, f,, yy, 0, 4, musza dazyé do zera przy liczbie
przedziatéw ruchu » dazacej do nieskonczonosei. Wynika stad warunek
(5.15) le] <15
czyli moduly pierwiastkéw réwnania charakterystycznego musza by¢ muiejsze od jednosci.
Warunek konieczny i dostateczny spelnienia zwiazku (5.15) wyznaczymy, postugujac
si¢ twierdzeniem Schura [1]. Zgodnie z tym twierdzeniem moduty pierwiastkow réwnania
charakterystycznego sa mniejsze od jednosci, gdy zachodzi nierdwnoéé
(5.16) Wil <1,

gdzie W; oznacza wielomiany utworzone ze wspdlczynnikéw réwnania charakterystycznego.
Dla rozpatrywanego ukladu wielomiany W; majg postac:

(5.17) A
ag
N
(5.18) W=
W, — (aoa,—asa,) (dd—a5—apas+a,a,)
2 — >

(af—ad)*—(apas—a,a,)?
(5.19) W3 - (ao*‘a,‘_)x

[ (@f—ad)[(@8—a}) — (a0 @) — 83 aa)]— (a0 03—, a8 (@0 03—, a4) — (a9 01— 03 4,)] ]

x[(@o+as) (apa, ~asas)—a,(apaz—a, a,):
W zwiazkach (5.17)-(5.19) oznaczono:
(5.20) a, = s[rng+sinp—s&tgmas-- dsctg2ans]cos2mns.
(5.21)  a, = 2s(nng-+sinp) (R—cos?wns)cos 2ans—2s*(2— R) &sin2znssin® ans -+
+8s2(2— R)ctg2mns+1.

(5.22) a, =52 (Etgﬂns—~ )[RZ—ZR—(1—2R) cos?mns]—

sin2mns
2

— % (1—2R) ¢sindans+2mns (14 R)cosp—Rq] -+

+s(rng--sing)[(1 —2R) cos? 2wns— R(2— R)cos 2mns— Rssin® 27wns .

(523) a,= Rs{(nnq+sin @) [LF-cos? 2nns— R(cos2nns—+sin? 2zns)]+
+27n(1+4R) (cos 2mns-+sin? 2zns) cos - (1— R) cos 2mns+

. ) (1~2R+cos22m1s)}.
sin 27 ns

s (Etgﬂns—~ — 0

(5.24) a, = R% [nnq+ sinp--sétg s — —s—l-n%{ym—s +27ing(cos 2zns—+sin® 2m1s)] .

5 Mechanika teoretyczna
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Zaleznosci (5.17)-(5.19) okreSlaja warunki stabilnodci strukturalnej ukfadu wibro-
uderzeniowego, opisanego rownaniami (3.18) i (3.19). Na podstawie tych zwiazkéw mozna
okresli¢ obszary wartodci parametréw ukladu, dla ktorych ruch pozostaje okresowy po
wprowadzeniu matych zaburzen.

Taka metoda badania stabilno$ci daje-istotne informacje dla praktyki konstrukcyjne;j,
poniewaz pozwala oceni¢ wplyw bledéw powstajacych przy technicznej realizacji urza-
dzenia na charakter jego pracy.

Warunki (5.17)-(5.19), po podstawieniu do nich wartoéci wspétczynnikédw a,—=a,,
przybieraja zfozong postaé, co utrudnia znacznie ich praktyczne wykorzystanie.

Numeryczne okreslenie dopuszczalnych wartodci poszczegdlnych parametréw wy-
magaloby zaangazowania szczegéinie wydajnych §rodkéw obliczeniowych na diugi okres
czasu. .

Tak wigc, korzystanie z powyzszych warunkéw stabilnosci sprowadza sie do mozliwosci
sprawdzenia stabilnosci strukturalnej ukiadu o przyjetych uprzednio parametrach.

6. Uwagi koncowe

W przedstawionych wyzej rozwazaniach badano model dynamiczny ukladu wibro-
uderzeniowego, w ktérym ogranicznik stanowil mase skupiona, zawieszona na elemencie
podatnym, o liniowej charakterystyce. Opisany model przedstawia¢ moze wibro-uderzenio-
we urzadzenie do pograzania pali, z pneumatycznym elementem sprezystym, przy czym
masa 2 odpowiada w ukladzie rzeczywistym elementowi pograzanemu i drgajacej wraz
z nim czgéci otaczajacego gruntu.

Jakkolwiek taki model ruchu elementu pograzanego jest znaczme uproszczony w sto-
sunku do warunkow rzeczywistych, to jednak jego analiza daje szereg informacji istotnych
dla oceny wplywu podatnosci elementu pograzanego na pracg urzadzenia do pograzania.

Jak widaé z rys. 4-9, bardzo istotne znaczenie ma dobdr czestosci wymuszajacej drgania,
a w szczegdlnosci «omijanie» wartoéci

_ 2k+1
="z
edyz dla tych wartosci s nie ma mozliwoSci realizacji ruchu ustalonego.

Wartoé¢ 6 okreéla predkos¢ pograzania. Jak wynika z rys. 7-9, wigkszym predkosciom
pograzania odpowiadaja wigksze obszary stabilnej pracy.

Wyrazenie §o(7—1,) — po prawej stronie réwnania (4.1) interpretowaé mozna jako
dociqienie urzadzenia do pograzania, wywolane wejéciem elementu pograzanego w nowa
warstwe podtoza, o wigkszym oporze.

Na podstawie wyprowadzonych zaleznosci mozna stwierdzié, Ze wplyw dociazenia
wywolanego przejéciem przez granicg dwéch réznych warstw gruntu — zaréwno iloéciowy,
jak i jako§ciowy — jest istotny i zalezy od stosunku czestosci wiasnej elementu pograzanego
do czesto§ci wymuszajacej.

Poréwnujac wyniki analizy rozpatrywanego wyZej modelu z odpowiednimi wynikami,
otrzymanymi w pracy [4], dla ukiadu ze sztywnym ogranicznikiem, mozna stwierdzi¢

. wyrazny jakofciowy i ilo§ciowy wplyw podatnoéci elementu pograzanego.
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Ziozona forma rozwigzan wskazuje na celowo$é zastosowania w badaniach takich
ukladdéw techniki modelowania analogowego.

Literatura cytowana w tekScie

[y

. A. E. Kospunckuil, Mexauusmnu ¢ ynpyzusu ceszams, Mocksa 1964.

. X. U, Packun, O nepexodnux pexcumax npu Osudgrwcenuu ¢ odrocmopormusu ydapasu, C6. Bompocsl
MEHAMAKHM ¥ npouHocTH, Ne 15, Pura 1967.

3. O. A. CasunoB, A. SI. Jlycwun, Bubpayuonisiii semod nozpyyicenun ceati 1 20 npUMEHEnRte @ Cnpol=

menscmae, Jlenuurpag 1960.

»No

4. Z. WISNIEWSKI, Badaria nkladu wibro-uderzeniowego z pnewmatycznym elementen sprezystym, Archiwum
Budowy Maszyn, 3 (1968).
5. Z. WisNiewskl, Uklad wibro-uderzeniowy z pneumatycznym elementem sprezystym i z podatnym ograniczni-
kiem, Archiwum Budowy Maszyn 1(1972).

Peaome

AHAJIU3 HEKOTOPOW BHUBPOYJIAPHOM CHCTEMBI
C IBYMs CTEIIEHAIMI CBOBOJIbI

B crathe onMcasbl MCCiieNoBaHKA BUOPOYAAPHON CHCTEMBI C MHEBMATHUCCKUM YIPYTHM IJIEMEHTOM
¥ C HOJBHIKHBLIM OCPAHHMUNTEIEM.

DKCHEPUMEHTANILHEIE UCCHEOOBAHMS TalKOM CHCTEMBI C Y(ECTKHM OIPAaHHUMTENCM, IIPOBEACHBIE patee
2BTOPOM, TIOKA3AJIM UTO CHCTEMa OONAaAaeT BOSMOMKHOCTLIO HEMPEPLIBHOM PErYIHPOBKY YaCTOThI YIAPOB
BO Bpems paloTkl yCTpoiicTBa.

B macrostieit paGoTe pacCMOTPHBAETCSI MOAENL, COCTOSMIAA M3 JBYX MacC, OJHAa M3 KOTOPLIX COOT-
BETCTBYET Macce IIOTPEIKaeMOro aNleMeHTa ¥ BHOPYIOLIE! BMECTe C HHM YaCTH IPYHTAa, TaK KAK BCCIC-
Jlyemass CHCTeMa IPENCTABIISET NHHAMHUECKYIO MOJeYNs BUOPOYAApHOro IOTPYMKAIOIEr0 YCTPOMCTRA.
Ins aToit cuctembl pemarorcs Auddepernaipble YPaBHEHH ABHYKEHHS IIPH OTCYTCTBUH DPACCESHHSA
SHEPTHM B ITHEBMaTHUCCKOM yIpyrom anemenrte, Ocof0 pPacCMOTpEH CNvuail JBW/EHHA 0e3 3aTyXaHus.
Jns1 2TOTO CIIyuasi pelleHbl YPABHEHHS ABMOKCHHS, BLIUNCIEHBI TIABHBIC NAPAMETPbI CHCTCMbI, BbIBE-
JeHBbI YCIOBUA CTPYKTYPHOH ycToiuuBocTH. PaccmoTpeH ciyuall HECTAI[HOHAPHOTO [BHYKEHHUS, BbI3-
BAHHOIO BHE3ANHbLIM [OEACTBHEM XIOCTOSIHHON BHelrHell crubl. HeKoTophle pesyibTaThl HCCIENOBAHUN
u3obpayceHp! Ha rpadrrax. BoiBenenubie B paGoTe hopMyJibl MOTYT HalTH [IPHMEHEHME IIPH IIPOEKTH-
pOBaHMHY BHOPOYHAAPHBIX IOTpYIKareieit.

Summary
ON CERTAIN VIBRATORY-IMPACT SYSTEM WITH TWO DEGREES OF FREEDOM

The paper deals with a vibratory-impact system with pneumatic suspension element and a movable
stop.

The experimental investigation of the model of a similar system (with a rigid stop) which had been
carried out formerly by the author, proved an important feature of the system, namely the possibility of
continuous control of impact frequency during the work of the system.

The model considered in this paper consists of two masses, one of which represents the mass of a drived
pile and the vibrating part of surrounding soil (the system investigated is to be applied to pile driving).
Equations of motion are formulated and solved under the assumption of negligibility of energy dissipation
in pneumatic suspension element. The main parameters of motion are calculated.

5%
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The case of system with no encrgy dissipation received a special treatment. For that case the main pa-
‘rameters of motion were calculated. The structural stability conditions were formulated. The non-statio-
nary motion caused by suddenly applied external force was considered as an analogy of the behaviour of
a real system, while the drived pile passes the contact surface of two layers of soil.

Some results of the analysis is presented by graphs. The formulae derived in the paper might be applied
in the vibratory-impact pile drivers design.
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