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Trwaltosé, lekkoéé i tanio$¢ konstrukeji technicznych mozna osiggnaé tylko
na podstawie wnikliwej analizy rozkladu naprezen i odksztalcen wystepuja-
cych w konstrukcji pod dzialaniem obcigzern. W prostych przypadkach do
wyznaczania naprezen wystarczajg metody nauki o wytrzymalo$ci materiatéw,
oparte na hipotezie liniowego rozkladu naprezed w badanych przekrojach,
ktére pozostajg plaskie réwniez po odksztalceniu elementu [1]. Zalozenia te s3
bliskie rzeczywistosci tylko w takich elementach, w ktérych wymiary prze-
krojéw s3 bardzo male w poréwnaniu z diugoscia elementu, a wiec w zasadzie
metody wytrzymato$ci materialéw mogs byé stosowane tylko do pretéw i belek.
W wigkszodci elementéw konstrukcyjnych rozklad naprezefi nie jest jednak
diniowy, lecz tworzy pole naprezed o skomplikowanej budowie. Wymagania
wspélczesnej techniki nie mogg by¢ wigc zaspokojone metodami wytrzymalodei
materialéw i zmuszajg do szukania scistych rozwigzan opartych na teorii spre¢-
zystodci, ktéra pozwala wyznaczyé rozklad naprezed bardziej zblizony do
rzeczywisto$ci. Dzigki dobrej zgodno$ci teorii ze zjawiskami zachodzgcymi
w rzeczywistych konstrukcjach metody teorii sprezysto$ci mozna stosowaé
do wszelkich elementéw konstrukeyjnych, w ktérych naprezenia nie wywolujg
odksztalcen trwatych. Jezeli jednak nie mozna pomingé faktu powstania odksztal-
cenl trwalych, to nalezy stosowaé metody teorii plastycznosci, znajdujace sig¢
zreszta jeszcze w poczgtkowej fazie swego rozwoju.

Przedmiotem naszych rozwazan bedzie teoria sprezystoéci, ktéra zostala
znakomicie opracowana w czasie swego przeszio stuletniego rozwoju i dzisiaj
stanowi wyprobowane narzedzie do badania rozkladu naprezen i odksztalcend
w elementach konstrukcyjnych o dowolnej postaci. Jednak struktura matematycz-
na teorii sprezystodci, zawierajgca wiele uktadéw réwnan rézniczkowych, jest
bardzo skomplikowana i nastrecza ogromne trudnodci przy rozwigzywaniu
zagadnien praktycznych. Jednym ze sposobdw uproszczenia zagadnienia jest
sprowadzenie go — w miare moznosci — do ukladu plaskiego. Mamy wtedy
do czynienia z dwiema zmiennymi niezaleznymi i, po wprowadzeniu bihar-
monicznej funkcji naprezen, z ukladem trzech réwnan rézniczkowych; jednak
i wtedy bezpodrednie rozwigzanie zagadnien bynajmniej nie jest latwe.

ge
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2. Badanie naprezen i odksztalcen na modelach

Ze wzgledu na trudnoéci matematyczne od dawna stosuje si¢ rézne metody
dodwiadczalne do rozwigzywania zagadnien teorii sprezystosci.

Niewatpliwie najlepiej opracowang metodg badania naprezen na modelach
jest elastooptyka [2, 3], ktéra pozwala na bezposrednie wyznaczanie linii
jednakowego nachylenia osi naprezen gléwnych (izokliny) i linii jednakowej
réznicy naprezen gléwnych (izochromy). Badania elastooptyczne wymagaja
jednak precyzyjnych urzgdzen do obrébki modeli i kosztownej aparatury po-
miarowej, a szczeg6lowe opracowanie wynikéw pochlania duzo czasu i wymaga
personelu o wysokich kwalifikacjach technicznych.

Réwnolegle z metodg elastooptyki (lub czasem niezaleznie od niej) stosuje
sie metody kruchych pokryé, analogii elektrycznej i analogii blonowej. Sposéréd
innych doswiadczalnych metod mozna jeszcze wymieni¢ metode rentgenogra-
ficzng 1 tensometryczng [3].

Znane metody dos$wiadczalne poparte analizg matematyczna pozwalajg na
rozwigzanie wielu zagadnienn teorii sprezystodci, jednak najczesciej kosztem
ogromnego nakladu pracy laboratoryjnej i rachunkowej. W ostatnich czasach
rozpoczeto wiec proby rozwiazywania zagadnien plaskich teorii sprezystosei
za pomocg ukladéw elektrycznych, w ktérych prady’ lub napiecia spelniajg
réwnania biharmoniczne [9, 10].

Uktady elektryczne przystosowane do rozwigzywania réwnafn okreslonego
typu stanowiy wyspecjalizowane maszyny matematyczne wymagajace jednak
spelniania warunkéw brzegowych danego zagadnienia metods kolejnych przy-
blizen. Ze wzgledu na bardzo stabg zbiezno$é szeregéw wyrazajacych warunki
brzegowe funkcji naprezen rozwiazywanie zagadnied plaskich teorii sprezy-
sto$ci nawet przy uzyciu maszyn matematycznych bynajmniej nie jest tatwe.

Trudnoéci do$wiadczalnych metod badania naprezen na modelach wynikajg
najczescie] stad, Zze wytworzenie pewnego pola wielkosci fizycznych, np. pola
pradéw w modelach elektrycznych, analogicznego do pola naprezen, nie pro-
wadzi bezposrednio do wytworzenia warunkéw brzegowych analogicznych
do tych, jakie istnieja w stanie napreZenia oryginatlu. Spelnienie analogii we-
wnatrz modelu nie zapewnia jeszcze istnienia analogii na jego brzegach, czyli
wlasciwie przy kazdym modelowaniu znanymi metodami wystepujg dwa zagad-
nienia: jedno zwigzane z analogig naprezen wewngtrz ciala, a drugie — z ana-
logia naprezed na jego brzegach i tylko réwnoczesne spelnienie tych analogii
umozliwia rozwigzanie zagadnienia.

Nowa metoda modelowania elektrycznego naprezen, opracowana przez
autora w Instytucie Gospodarki Wodnej, pozwala zbudowa¢ taki model elektrycz-
ny stanu naprezcnia, w ktérym analogie obciazenia na brzegach pociagaja za
sobg automatycznie spelnienie analogii naprezed wewnatrz modelu.

3. Prady zmienne wielofazowe w modelowaniu elektrycznym

W modelowaniu elektrycznym tensora naprezeri zastosowane sg uklady
pradéw wielofazowych [11] znanych z teorii pradéw zmiennych. Pewne szcze-
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gbly, ktére sa potrzebne do dalszych rozwazan, wymagaja jednak blizszego
oméwienia.

Przede wszystkim pod ukladem wielofazowych prgdéw zmiennych nalezy
rozumie¢ kazdy uklad wieloprzewodowy odbiornika zasilanego pradami sinu-
soidalnymi przesunigtymi w fazie wzgledem siebie, podczas gdy zwykte znacze-
nie tej nazwy jest zwigzane raczej z ukladem generatora. Niewatpliwie takie
rozumienie terminu «ukiad wielofazowy» pochodzi z silnego zwigzania tego
ukiadu z energetyks, gdyz z reguly w rozdziale energii elektrycznej uktadem
nadrzednym jest uklad generatora, natomiast uklad odbiornika jest uktadem
podporzadkowanym.

W naszej pracy natomiast, w ktorej chodzi o modelowanie elektryczne, ukta-
dem podstawowym jest odbiornik (model), do ktérego powinien byé przysto-
sowany generator. Jezeli np. do modelu doprowadzone s3 trzy prady zmienne,
to powiemy, ze ukfad jest tréjfazowy, chociaz te trzy prady moga®by¢ pobrane
z generatora, ktéry ma cztery lub wiecej faz. W ogdle korzystnie jest mieé do
dyspozycji generator o duzej liczbie faz, np. 36, mozna wéwczas bowiem otrzy-
ma¢ z niego kazdy uklad wielofazowy odbiornika o mniejszej liczbie faz prze-
sunigtych wzgledem siebie o dowolne katy, bedgce wielokrotnodcig 10°. Takim
generatorem moze by¢ np. silnik asynchroniczny z zatrzymanym wirnikiem.
Jezeli wirnik ma 36 ztobkéw, to w polu wirujacym silnika wytwarza sie w kazdym
precie zlobka sita elektromotoryczna przesunieta o 10° wzgledem sily elektro-
motorycznej indukowane] w precie sgsiedniego zlobka.

Mozna réwniez przyja¢ jako generator pradéw wielofazowych dluga linie
péifalows wykonang w postaci taficucha wielu czwérnikéw — w kazdym z ta-
kich czwérnikéw prad i napiecie sg przesuniete wzgledem pradéw i napieé
innych czwérnikéw. Generatorem pradéw wielofazowych moze byé kazidy
uktad elektryczny odpowiedniej mocy, ktéry moze dostarczy¢ danag z géry liczbe
pradéw o znanym natezeniu, przesuni¢tych wzgledem siebie o wyznaczone
katy przesuniecia fazowego.

Wedlug podstawowej wlasnoéci pradéw zmiennych wielofazowych suma
arytmetyczna pradéw chwilowych i suma geometryczna wektoréw przedsta-
wirjacych prady sinusoidalne sg zawsze réwne zeru [5]. Te wlasnoéci majg
réwniez prady m-fazowego odbiornika pobrane z n-fazowego generatora i wobec
tego jest rzeczg oczywistg, ze uklad trzech faz odbiornika doprowadzanych z
generatora czterofazowego mozna traktowaé jako ukiad pradu tréjfazowego.

Konsekwentnie, uktad dwéch faz odbiornika dwuzaciskowego przylgczouny do
generatora wielofazowego, np. tréjfazowego, nalezy nazwaé ukladem pradu
dwufazowego. W literaturze technicznej jednak taki uktad nazywa si¢ zwykle
pradem jednofazowym — prawdopodobnie dlatego, ze stanowi wlasciwie jeden
obwéd. Do pradu jednofazowego w praktycznej elektrotechnice nie jest potrzeb-
na interpretacja wektorowa, gdyz nie ma w nim dostrzegalnego w zastosowaniach
przesunigcia fazowego. ’

W modelowaniu elektrycznym naprezen bedziemy traktowaé obwdd dwu-
biegunowego odbiornika konsekwentnie jako uklad pradu dwufazowego, jak
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réwniez bedziemy stosowali do tego ukfadu interpretacje wektorowa. Prad
dwufazowy przedstawiamy za pomocg dwdch wektoréw réwnych co do wielkosci
lecz o przeciwnych zwrotach. Inaczej méwigc przyjmujemy, ze do jednego
zacisku odbiornika doprowadzamy jeden prad uktadu dwufazowego, a do
drugiego zacisku — drugi taki sam prad, lecz przesunigty w fazie o 180°.

W zwigzku z przedstawieniem pradéw wielofazowych za pomoca wektoréw
nalezy jeszcze zwréci¢ uwage na pewng specyficzng ceche modelu elektrycznego,
ktérej na ogdt nie maja zwykle odbiorniki pradu wielofazowego. Odbiorniki
te sg polaczone wewnatrz w gwiazde lub wielobok, a punkt wezlowy gwiazdy
lub boki wieloboku sg punktami lub liniami, do ktérych doplywajg prady
wszystkich faz uktadu. Wektory reprezentujace prady sg zréwnowazone, a zatem
ich suma jest réwna zeru. Suma momentéw tych wektoréw jest tez réwna zeru,
poniewaz wszystkie wektory lub ich linie dzialania przecinajg sie w jednym
punkcie.

W modelu elektrycznym natomiast wielofazowy ukitad pradéw zmiennych
jest doprowadzony nie do punktu wezlowego, lecz do pewnych miejsc obszaru
plaskiego, w ktorym nastepuje splyw pradéw wszystkich faz. W tym przypadku
odbiornikiem jest caly obszar, ktéry mozna nazwa¢ obszarem wezlowym, a wek-
tory pradéw doprowadzonych do obszaru s3 zwigzane nie z jednym punktem
wezlowym, lecz z punktami przylaczenia pradu do obszaru. Wobec tego powi-
nien by¢ spelniony warunek znikania momentu ukladu wektoréw. Warunek
ten mozna jednak spelnié zawsze, poniewaz wszystkie wektory moga byé obrdco-
ne dokola swych punktéw zaczepienia o taki kat, Zeby ich linie dzialania przeszly
przez jeden punkt. Jak wiadomo, obrét wektoréw pradu nastepuje przy zmianie
poczatku rachuby czasu.

4, Gesto$é pradu

Prad staly w przewodniku jest okreélony przez pole wektorowe gestosci pradu
8 [4,5, 6], czyli wektora, ktorego strumied przez dowolna powierzchnig jest
réwny pradowi I:

I = f &ds.
Zgodnie z t3 definicjg prad staly jest wielkodcig skalarna, a gesto$é pradu

jest wektorem, ktdry ma ten sam kierunek co wektor pola elektrycznego E w prze-
wodniku o przewodnosci wiasciwej y:

5 =9E.
Pole elektryczne pradu stacjonarnego jest polem potencjalnym, tak iz nateze-

nie E tego pola moze byé wyrazone jako gradient potencjatu @:

E= —grad®.

Pojecie gestosci pradu, wprowadzone do rozwazarii nad rozkladem pradu
stacjonarnego w przewodniku, nie daje si¢ bezpoérednio zastosowaé do przy-
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padku pragdu zmiennego. Wynika to chociazby z ukladu réwnan Maxwella
dla pragdéw quasi-stacjonarnych:

rotH=4—nS, rotE_—__iﬂ;
¢ c 0ot
divB = 0, divD = 4-71;0-;
B=/'LH7 D=EE,

gdzie H oznacza natezenie pola magnetycznego, B indukcje magnetyczna,
E natezenie pola elektrycznego, D indukcj¢ elektryczna, & gestoéé pradu,
o gestosé tadunkéw elektrycznych, u przenikalno$é magnetyczng i & przeni-
kalnoéé dielektryczng osrodka.

Przyjmujac istnienie potencjalu wektorowego A pola magnetycznego, B =
rot A, otrzymujemy

1 ¢
rotE = ———C—ErotA,
czyli '

ot

Wyrazenie w nawiasie jest wiec polem bezwirowym o pewnym potencjale ®.
Mozna je przedstawi¢ jako gradient potencjatu
1 2A

E+_—C——5t— = ——grad@ N

rot(E—l—%éé) =0,

skad

1 0A
E = ——grad@——z_-—gt—.

Obecnoé¢ pochodnej potencjalu wektorowego w tym wyrazeniu s$wiadczy
o tym, ze pole elektryczne pradéw quasi-stacjonarnych, a tym samym i po-
le gestosel pradu zmiennego, nie jest polem potencjalnym.

W przypadku pradéw zmiennych gesto§é pradu nie jest wektorem tak jak
w przypadku pradu stalego, lecz wielkoscig fizyczng o innym charakterze,
ktéry wyjasnimy w toku dalszych rozwazan.

Najprostszym przykladem pradu jest prad w precie przewodzacym o stalym
przekroju. Jezeli jest to prad staly, to gesto$¢ pradu é otrzymamy dzielac prad I
przez pole przekroju S prostopadiego do osi preta:

I
0= 5

Tak postepujemy w praktycznej elektrotechnice cheace obliczyé np. gestosé
pradu w przewodach sieci lub maszyn elektrycznych, przy czym zupelnie ginie
wektorowy charakter gestosci pradu. W elektrotechnice teoretycznej natomiast
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wazniejsza jest zalezno$é odwrotna, ktéra pozwala okresli¢ prad I jako iloczyn
skalarny wektora gestodéci pradu i1 wektora powierzchni przekroju
I=5§-S
albo
I = jScosa.

Na rysunku 1 przedstawiono pret wykonany z materiatu przewodzgcego
o przewodnodci wiladciwej znacznie mniejszej niz przewodnos$é metalowych
elektrod przylaczonych do czolowych powierzchni preta. Ze wzgledu na symetrie

S .
/ QS_"S_’ \

Rys. 1

gesto$é pradu 8§ jest wszedzie jednakowa i skierowana wzdluz osi preta. Przez
przekréj prostopadly do jego osi plynie prgd 7 =8-S = 85 cos 0° == §S.

Przez przekrdéj nachylony S’, ktérego normalna tworzy kat a z osig preta,
plynie prad I' = §-8’ = 65’ cosa, ale poniewaz S’ = S/cosa, wiec

cosa =65 =1.

I'=39$ S
c

osa

Wynik ten mozna bylo przewidzie¢ z géry, poniewaz przez dowolny przekrdj
prostopadly lub ukoény plynie ten sam prad I.

W drugim przypadku przedstawionym na rys. 2 do tego samego preta
przylaczony jest prad zmienny dwufazowy I, I,. Jezeli chcemy wyznaczyé
prad w precie w ten sam sposéb jak poprzednio, tj. jako iloczyn gestosci

s l, S _
I )= X ay N Al I
T X ! >, :
7 = PRI ~
Rys. 2

pradu i przekroju, to musimy przyjaé (jak to wykazemy w nastgpnym punkcie),
ze gestos$é pradu jest tensorem, ktdry dzialajgc na wektor powierzchni S
daje wektor I: :
% -S=1I
W przekroju prostopadtym do osi preta (¢ = 0) mamy tylko skladows nor-
malng tensora, ktéry oznaczamy przez d;. W tym przypadku prgd zmienny
moze by¢ wyrazony wzorem

618 - I-
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W przekroju nachylonym S” gestosé pradu powinna by¢ takg wielkoseia, ktéra
pomnozona przez przekrdj daje dwie skladowe pragdu zmiennego I = I,+1,.
Wobec tego w przekroju nachylonym nalezy uwzglednia¢ dwie wartosci gestoscei
pradu: ¢, dla skladowej I, normalnej do przekroju S, oraz gestos¢ pradu §, dla
skiadowej 1, stycznej do przekroju

6,8 =1,, 68 =1I,.
Poniewaz

S

cosa’

187 =

‘In‘ :[ICOSQ, \[,' = Isina’

wige poslugujac sig wartosciami bezwzglednymi otrzymujemy ostatecznie
6, = d,cos’a, &, = d;sinucosa.

Skladowa normalna §, gestosci pradu zmiennego jest najwieksza w prze-
kroju prostopadlym do osi preta, u = 0, gdzie réwna sie §;; warto$é tg mozna
nazwaé wartoscig gléwna gestosci pradu zmiennego. W przekroju réwno-
leglym do osi preta §, = 0, poniewaz « = 90°. Skltadowa styczna gestosci
pradu zmiennego §, staje si¢ réwna zeru dla przekroju prostopadlego, « = 0,
i dla przekroju réwnoleglego, a = 90°, do osi preta. Warto$é najwiekszg skia-
dowa styczna osiaga wtedy, gdy cosa = sing, czyli dla « = 45°.

5. Tensor gestoSci pradu zmiennego

Gestoéé pradu zmiennego jest wielkoécia tensorows. Zeby to wykazaé, roz-
patrujemy gesto$¢ pradu zmiennego w przewodniku plaskim, tj. w takim prze-
wodniku, ktérego jeden wymiar (grubo$é) jest znacznie mniejszy niz dwa
pozostate. Zakladamy, Ze prady zmienne ukladu wielofazowego sa doprowa-
dzone do réinych punktéw obwodu przewodnika plaskiego (plytki), przy
czym wektory pradu zmiennego s3 w stanie réwnowagi, czyli suma ich rzutéw
na dowolng o$ jest réwna zeru i suma momentéw wzgledem dowolnego punktu
jest rowniez réwna zeru. Mozna przyjaé, ze gesto$é w kierunku prostopadiym
do powierzchni plytki jest réwna zeru, tak iz wszystkie kierunki pradéw sg réwno-
legle do powierzchni plytki. Poza tym dla uproszczenia obliczent mozna zatozy¢,
ze grubosé plytki jest réwna jednosci, tak iz do rozwazan wystarcza plaski uklad
wspotrzednych x, y (rys. 3).

Wykonujemy teraz w plytce szczeline wzdluz odcinka O4. Obecnosé szczeliny
spowoduje przerwanie pradu miedzy czedcia plytki zrajdujacy si¢ bezposrednio
pod odcinkiem OA i czescia polozong tuz nad nim. Aby przywrécié pierwotny
stan elektryczny w cz¢sci znajdujgcej sie nad szczeling OA, nalezy przytozy¢
do $cianki szczeliny elektrode i doprowadzié przez nig prad taki sam, jaki
byl w tym miejscu przed wykonaniem szczeliny. O tym pradzie wiadomo
na pewno, ze jest pradem zmiennym sinusoidalnym, poniewaz zostal on wywolany
przez sinusoidalne prady zmienne doprowadzone z zewnatrz, przy czym jego
czestotliwodé jest taka sama jak czestotliwo$é praddw doprowadzonych, a prze-
suniecie fazowe jest funkcjg punktu O szczeliny.
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Rys, 3

Zgodnie z rozwazaniami z poprzedniego punktu przyjmujemy, ze na powierz-
chni szczeliny przy samej elektrodzie istniejg takie skladowe gestosci pradu
zmiennego, normalna §, i styczna §,, ktére pomnozone przez pole przekroju
szczeliny OA daja prad zmienny I '

Rozwazania przeprowadzamy dla nieskoriczenie bliskiego otoczenia punktu O.
Jezell pominiemy wielkoéci nieskoriczenie male wyzszego rzedu, to mozemy
przyjaé, ze gestosé pradu na nieskoniczenie matym odcinku OA (lub raczej na
powierzchni OA4.1) jest wszedzie jednakowa. Mozna wigc tak samo jak w po-
przednim p. wyrazi¢ prad przez gestoéci pradu.

Skiadowa normalna pradu posiada kierunek osi y i odnosi si¢ do odcinka
prostopadlego do osi y:

I,, = 6,,0A.

Sktadowa styczna ma kierunek osi x i odnosi si¢ do odcinka prostopadiego
do osi y

I, = 0,,0A.

Prad zmienny, jaki powinien byé doprowadzony do odcinka OA (prosto-
padlego do osi y), jest sumg tych pradéw skladowych:

I, = Iyy+1xy .

Jezeli wykonamy teraz drugg szczeling OB prostopadle do osi x, to prad,
jaki powinien byé doprowadzony do jej écianki wewnetrznej, bedzie réwny

Ix = Ixx+I)’x M
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Sktadowe tego pradu, otrzymane w sposéb podobny jak sktadowe pradu I,
maja warto$ci wyrazone przez gestosci pragdu zmiennego

I, =0,,0B, I.=34,O0B.

Wykonajmy jeszcze szczeling AB konczge w ten sposéb wyciecie z danej
ptytki prostopadioécianu o podstawie tréjkatnej AOB. Na $ciance AB wyzna-
czamy kierunek normalny x’ i kierunek styczny y’.

Wedlug przyjetej konwencji znakowania wyznaczamy prad zmienny, jaki
nalezy doprowadzi¢ do $cianki AB, aby utrzymaé¢ w wycietym prostopadloscia-
nie pierwotny rozklad praddéw:

Ix/ - Ix'x’+Iy’x’ .
Wyrazamy skladowe pradu I, przez odpowiednie gestodci pradu
lexl _ 6x/xrAB, Iy’x' — 6y1x1AB.

W rezultacie dokonanego wycigcia w plytce otrzymaliSmy nieskoriczenie
maly obszar wezlowy AOB, do ktérego doprowadzony jest prad zmienny trdj-
fazowy I, I,, 1., ... W obszarze tym zostal zachowany taki sam stan elektryczny,
jaki istnial w nim przed dokonaniem wyciecia.

Chcemy teraz wyrazi¢ sktadowe pradu I,, przez skladowe pradéw I, I,.
Niech /, m oznaczaja kosinusy kierunkowe osi x’. Rzutujge wektory na o§x’ otrzy-
mujemy réwnanie wartosci bezwzglednych

Low—I0+1, . m+1,1—1,ym=0,
Ly—1I,.m—1I, I+1,,m—I,l=0.
Podstawiajagc do tych réwnan prady wyrazone przez gestodci pradu zmiennego
otrzymamy
Oy wdAB = 6,,OBl—6,.0OBm—0,,04144,,04m,
8y wAB = §,,0Bm~+6,,0Bl-—-8,,04m—3d,,041.
Jezeli podzielimy te réwnania przez AB i uwzglednimy, ze OA/AB = m

oraz OB/AB = I, to otrzymamy zalezno$ci migdzy gestosciami pragdu zmien-
nego i kosinusami kierunkowymi:

S s = Oy 12— 8, Im~—6,, Im+-0,,m*,
Oy = O, Im 48, 12—8, ,m*+0,,Im’.
Wyrazenia te podaja prawo transformacji skladowych tensora przy przejsciu
z ukladu wspétrzednych x, v do uktadu wspélrzednychx’, y’, ktéry zostat obréco-

ny tak, ze oé x’ tworzy z osiami x, y katy o kosinusach kierunkowych I, m.
Wprowadzajgc nowe oznaczenia

’

’
x:xl) y=x27 l:lln) m——:ZZIH X =mn, y :771

6xx = 611’ 6yx = 6211 (Sxy = 612 > 6)’)‘ = 622 »
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mozemy napisaé powyZsze wzory w ogodlnie przyjetej postaci tensorowej:
Z rn sn >

6:'5 lrn an .

(Sllﬂ =

i H[\ﬂn
M“ i

nn =
r

i
—_
I
—

s

Tensor gestoséci pradu zmiennego jest tensorem symetrycznym, czyli 4, =
= J,,. Dla przeprowadzenia dowodu nalezy uwzgledni¢ oméwiony w poprzed-
nim rozdziale warunek réwnowagi momentéw wektoréw pragdu zmiennego.
Prad zmienny tréjfazowy, doprowadzoy do tréjkatnego prostopadioscianu
AOB (rys. 1) spelnia ten warunek, poniewaz wedlug zalozenia prady zmienne
wielofazowe I, I,,..., I, doprowadzone do obszaru weztowego W majg takie prze-
sunigcia fazowe, Ze suma momentéw wektoréw pradéw zmiennych wzgledem
dowolnego punktu jest réwna zeru.

Poniewaz mozna przyjaé, ze na nieskorniczenie matych $ciankach tréjkatnego
prostopadiodcianu gestoscei pradu sg rozlozone réwnomiernie, to mozna rowniez
zalozyé, ze punkty zaczepienia wektoréw pradu lezg na srodkach bokéw tréjkata.
W tréjkacie prostokgtnym AOB symetralne bokéw OA4 i OB przecinajy si¢
w $rodku trzeciego boku BA. Srodek ten obieramy jako punkt, wzgledem ktérego
obliczamy momenty wektordw pragdu. Przez punkt ten przechodza linie dzia-
lania wszystkich skltadowych normalnych I,,, I,,, I, oraz skladowa styczna
I, a wiec momenty tych czterech sktadowych sz réwne zeru.

Momenty wzgledem $rodka boku AB dajg tylko sktadowe styczne I, i I,
pradéw zmiennych doprowadzonych do bokéw OA i OB. Réwnanie réwno-
wagl momentéw ma postad

5, 0A -9 15 0B 9% —o,
czyli

6;’:}’ = 6}’.\:;

co dowodzi, ze tensor gestosci pradu jest tensorem symetrycznym. Z rachunku
tensorowego wiadomo, Ze tensor symetryczny posiada w przypadku plaskim
dwie ekstremalne wartosci sktadowych normalnych: najwiekszg J, i najmniejszg
B

Wprowadzamy nowy uklad wspélrzednych, w ktérych o§ x ma kierunek
zgodny z kierunkiem wystepowania maksimum gestosci prgdu d;, a o§ y ma
kierunek odpowiadajacy minimum gestoéci pradu 6,. Sktadowe normalne i stycz-
ne gestosci pradu zmiennego w tym ukladzie wspélrzednych sg wyrazone row-
naniami:

b= 0 li+8E, 6, =(6:—b)uls.

Umie$émy w punkcie O (w poczatku ukltadu wspélrzednych) bardzo malg
i bardzo cienka plytke o powierzchni S (mozemy np. wyobrazié sobie, ze caly
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oérodek przewodzacy jest ciecza, a plytka jest wykonana z materiatu o takiej
przewodnodci wladciwej, jaka ma ciecz — wéwcezas obecnosé plytki w naczyniu
nie naruszy stanu elektrycznego osrodka). Jezeli plytka jest prostopadia do osi x,
tzn. kierunki jej normalnej i osi x s3 zgodne, to przez plytke plynie prad
I, = 6,S.

Po ustawieniu plytki prostopadle do osi y plynie przez nig prad zmienny
I, = 6,S przesunigty w fazie o 90°. Przez plytke nachylona dowolnie, ktére;
pnormalna ma kosinusy kierunkowe /; 1 l,, plynie prad zmienny I przesunigty
w fazie o kat na ogdl inny niz kat nachylenia ptytki, lecz zaleiny od tego kata.
Wektor pradu I mozemy rozloiyé na dwie skladowe, normalng I, i styczna I,,
ktérych wartosci bezwzgledne otrzymamy mnozgc réwnania gestosci pradu
przez S:

0,8 = 0, 58S+ 6,25, 6,8 = (6,— )11 1S .
Skiadowe pradu zmiennego I s3 wigc wyrazone wzorami
I, =LE+LE, I =,—1)i,.

Wektor pradu I mozna rozlozyé na kierunki osi & i y. Sktadowe wzdluz
tych osi maja wartosé

I.=11+1l,, I,=11—1]I.

Podstawiajac odpowiednie wielkosci 7, i I, otrzymamy nowe réwnania
I, =, BH1D) (I, — 1)L L1,
I, = (I, B+ LB),—(1,—1,), 1,1,

ktére po uwzglednieniu réwnosdci 2412 = 1 i uproszczeniu przyjmujg postaé
I.= L1, I, = Ll, Z réwnai tych otrzymujemy po wyrugowaniu /, [, réwna-
nie elipsy
L, L _
ETn

Z powyzszych réwnan wynika, ze przy obracaniu plytki S w kazdym jej
polozeniu przeptywa przez nig prad zmienny o takiej wartosci i takim przesunig-
ciu fazy, ze koniec wektora tego pradu zakresla elipse. Réwnanie tej elipsy
mozna réwniez otrzymaé na innej drodze w wyniku rozwazan nad stanem
elektrycznym osrodka przewodzgcego prad zmienny wielofazowy.

Pod wplywem pradéw zmiennych 7, Z,, 73 ukladu wielofazowego, doprowa-
dzonych do plaskiego przewodnika, powstaje w nim zmienne pole elektryczne,
a $cidlej pole pradu elektrycznego. Jezeli czestotliwosé pradéw f = w(2n nie
jest bardzo wielka, to mozna pomina¢ prady przesuni¢cia Maxwella 1 traktowac
pole jako quasi-stacjonarne, ktére w kazdej rozwazanej chwili ¢ jest polem po-
tencjalnym. Potencjal pola w kazdym punkcie przewodnika mozna obliczy¢
stosujagc metode obliczania pojemnoéci wielofazowej linii napowietrznej lub
kablowej, istnieje bowiem $cista analogia miedzy ladunkiem Q = CU w polu
elektrostatycznym a pradem I = yU w polu elektrycznym pradu [5].

+ 1.
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Wobec liniowej zaleznosci potencjalu w danym punkcie od pradéw (tadun-
kéw) mozna — stosujgc zasadg superpozycji — wyrazié potencjal p wzorem

P = a+ai+aziz+ ...,
w ktérym a,, a,, as, ... sa wspélczynnikami zaleznymi tylko od wspdlrzednych
wybranego punktu.

Gradient potencjalu (i proporqonalna do niej gestosé pradu) okreslony
jest pochodng czgstkowy potencjalu w kierunku normalnej z do linii ekwi-
potencjalnej przechodzacej przez punkt M.

Skiadowe gradientu potencjalu w kierunku osi x 1 y majg postaé

grad,p = 8_1) 1—{—

aaz

Z2+

8p aa1

grad,p = 1—{— i+ ....

Podstawiajgc
7, = I sin{wi-+¢,) ,
1, = I, sin(wt+gs;) ,

............

1y = I, sin(wt-+@,)
otrzymamy na grad,p wzér

d
3—1; ( 111008%—!—

2 Iycosgp+.. )sinwt+

+ (—aa%flsin(pl—{— %‘%12Sin(p2+ ...)coswt .

Wyrazenia w nawiasach s3 tylko funkcjami polozenia rozwazanego punktu
M(x, y). Oznaczajac je przez 4,(x,y) i Ay(x, y) mozemy skladowa gradientu
potencjalu na osi x wyrazié réwnaniem

grad,p = A, sinwt+4 4,cos wt.
W podobny sposéb otrzymujemy skladows gradientu w kierunku osi y:
grad,p = B,sinwt+ B, coswt.

Znajac te skladowe mozemy wyznaczyé gradient potencjalu w dowolnym
kierunku tworzagcym z osig x k3t @. Przez pomnozenie obu stron réwnania
przez przewodno$é wlaéciwg y otrzymujemy skladowe gestosci pradu w kie-
runku osi x i y:

0, = yA; sinwi+yA,coswt,
8, = yB; sinwt+yB,coswt.
Po wyrugowaniu zmiennej wt otrzymujemy réwnanie elipsy:

0% (B2 BY)—2(A4,By+ A3 B;) 8, 8,+ 03( A%+ A3 —y2(A,By— A,B,)2 = 0.
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Elipse te mozemy uwazaé za linig, ktérg zakredla koniec wirujgcego wektora
wartoéci chwilowej gestosci pradu. Mozna wykazaé, ze taki wirujacy wektor
jest réwnowazny rozpatrzonemu wyzej tensorowi gestosci pradu.

Tak wiec gesto$é pradu zmiennego w obszarze wezlowym, do ktérego do-
prowadzono prady zmienne wielofazowe, jest tensorem o walencji 2.

Réwnania wigzace ze sobg sktadowe tensora gestoéci prgdu zmiennego
otrzymuje si¢ z rozwazan réwnowagi elektrycznej dla kazdego punktu obszaru
wezlowego. Warunek réwnowagi powinien jednak by¢ spelniony nie tylko
dla punktu, ale i dla kazdego skoriczonego obszaru ograniczonego powierzchnig
zamknieta, obejmujacg badany punkt. Warunek taki podaje prawo Kirchhoffa,
ktére dla obszaru bezirédlowego ma postaé

[[(sas =o.

Na podstawie twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego réwnanie to mozna prze-

ksztatcié:
[/ [ Div(6)do =0
otrzymujac w ten sposoéb bezposrednio
Div(d) = 0.

Réwnanie to napisane w postaci rozwinigtej rozpada si¢ na dwa réwnania
rézniczkowe:

30,
ox

Ly 29,

9y 9y

Na granicy obszaru wezlowego s3 miejsca (powierzchnie) lezgce bezposred-
nio pod elektrodami, przez ktére wprowadza si¢ prady zmienne do obszaru,
oraz miejsca wolne od elektrod. W miejscach powierzchni wolnych od elektrod
prad przeplywaé moze jedynie w kierunku stycznym do granicy obszaru,
sktadowe normalne za$ sa réwne zeru, §, = 0, wobec czego na brzegach obszaru
wolnych od elektrod elipsa gestosci pradu zmiennego degeneruje si¢ do od-
cinka. W miejscach przylozenia elektrod moga natomiast istnieé¢ tak skladowe
normalne gestoéci pradu zmiennego jak i skladowe styczne, a ich wzajemny
stosunek decyduje o réznicy miedzy fazami pradéw zmiennych doprowadzonych
do poszczegdlnych elektrod.

30y,
ox

+ =0.

Prady zmienne doprowadzone do obszaru wezlowego powinny spetniaé
warunek réwnowagi wektoréw, co juz bylo oméwione poprzednio. Wydaje
sig celowe wyrazenie tego warunku w oparciu o fakt, ze suma pragdéw chwilo-
wych ukladu wielofazowego jest zawsze réwna zeru (prawo Kirchhoffa dla
pradéw chwilowych). Skorzystamy w tym celu z rachunku symbolicznego
dla pradéw doprowadzonych do obszaru plaskiego.
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Prady chwilowe majg nastepujgcg posta¢ symboliczng:
i = ]lej(wtw.) ,
i, = Iaej(“”*‘“) ,

Z,, — I"e(Jwrw,,) .

Sumujgc prady chwilowe otrzymujemy
it Gt o b, = (T e Ll - T 1,65%) = ().

Poniewaz ¢/ jest funkcjg czasu, wiec réwne zeru moze byé tylko wyrazenie
zawarte w nawiasie, ktére z kolei bedac wielkoscig zespolong moze byé réwne
zeru tylko wtedy, gdy sa spelnione jednoczeénie dwa réwnania

I, cosqpy+1I,cosqa+ ... I, cosg, =0,

Iising,+Ising,+ ... I, sing, = 0.
Oméwione warunki brzegowe w miejscach przylozenia elektrod 1 w miejscach
wolnych obszaru wezlowego sg spelnione zawsze, gdyz wynikajg z podsta-

wowych praw elektrotechniki.

6. Analogie elektryczne tensora naprezenia

Podstawowym pojeciem teorii sprezystosci jest tensor naprezenia, ktdry
charakteryzuje stan naprezenia w ciele poddanym dzialaniu sit. Tensor napreze-
nia dla zagadnienia plaskiego przedstawi¢ mozna w postaci macierzowej:
{ ax Txy }
T = .
Tyx Oy

Prawo przeksztalcenia sktadowych tensora dla dowolnej $cianki o normalnej
n mozna wyrazié w zwigzlej postaci; np. skladowa normalng przedstawia wzor:

=2 k=2

Tpn = Z Z Tiglinlin -

i=1 k=1
Wiadomo z teorii sprezystoéci, Ze tensor naprezenia jest symetryczny, czyli
Z€ Ty = Ty,. Warunek réwnowagi statycznej (bez uwzglednienia sit masowych)

wyraza rownanie tensorowe

Diver =0,

ktére w postaci rozwinigtej rozpada si¢ na dwa réwnania rézniczkowe:

do . n 0Ty —0, 0Ty + do, —o.

Ox oy ox ay
Uklad sit dziatajgcych na cialo jest w réwnowadze wtedy, gdy suma ich
momentow wzgledem dowolnego punktu jest réwna zeru oraz gdy rzuty ich

na trzy liniowo niezaleine kierunki sg réwne zeru.
Dla uktadu ptaskiego warunek réwnowagi rzutéw wyrazaja réwnania, w kté-
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rych F; oznaczajg sity, a ¢; — katy zawarte miedzy kierunkami ich dzialania
a osig x:

Fycospy4-Fycosps+ ... F,cosq, = 0,
Fysingy-FF,singy+ ... Fosing, = 0.

Z pobieznego zestawienia réwnan obowijzujgcych w  teorii sprezystodci
i poréwnania ich z odpowiednimi réwnaniami z poprzedniego rozdzialu widaé
od razu, Ze istnieje pelna analogia migdzy stanem naprezenia w ciele poddanym
dzialaniu sit a stanem elektrycznym obszaru wezlowego pragdéw zmiennych
wielofazowych. W szczegélnosci silom odpowiadajg pragdy zmienne, a napre-
zeniom — gestosci pradu zmiennego, tak iz analogia jest zachowana nie tylko
wewnatrz obszaréw ale i na brzegach. Dla zbadania stanu naprezen w ciele
obcigzonym mozna wykona¢ geometrycznie podobny model i doprowadzi¢ do
niego prady zmienne o nateZeniu proporcjonalnym do sit i o przesunigciach
fazowych rownych odpowiednim katom nachylenia sit przylozonych do ba-
danego ciata. Mierzac gesto$ci pradu zmiennego w poszczegélnych punktach
modelu znajdujemy wielkosci proporcjonalne do naprezen w odpowiednich
punktach ciala obcigzonego sitami.

W teorii sprezystosci donioste znaczenie ma funkcja naprezen Airy’ego,
ktéra spelnia réwnanie biharmoniczne

Adp = 0.

Yatwo mozna wykazaé, ze analogiem funkcji naprezen jest potencjal wektorowy,
ktéry w przypadku plaskim pradu zmiennego réwniez speinia podobne réwnanie

444 = 0.

Skladowe gestosci pragdu zmiennego mozna wyrazi¢ za pomoca potencjalu
wektorowego

A A 4

xx—‘"_a‘-yz—) yy‘—'"g;g—: xy——mi

a sktadowe tensora naprezenia za pomocg funkcji naprezen:

o oy &
a2’ Py

T T Ty

Oy =

7. Analogia elekiryczna zasady Saint-Venanta

Wedtug zasady Saint-Venanta naprezenia w miejscach oddalonych od punk-
tu przylozenia obciazenia do ciala nie zalezg w sposéb istotny od rozkiadu
tego obcigzenia w bezposérednim otoczeniu punktu, a jedynie od jego wypadko-
wej, wobec czego np. sile skupiong mozina w pewnych przypadkach zastapié
obciazeniem rozlozornym na pewnej niewielkiej powierzchni obejmujgcej punkt
przylozenia sily.

2 Mechanika Teoretyczna { Stosowana
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Funkcje opisujace stan napreZenia nie majg pochodnej w punkcie przylo-
zenia sily skupionej, a same naprezenia w otoczeniu tego punktu sa nieogra-
niczone. Poniewaz jednak z jednej strony rzeczywista struktura materialu nie
pozwala na nieograniczony wzrost naprezen bez zniszczenia elementu, z drugiej
strony praktyka wymaga rozpatrywania uktadéw obcigzonych silami skupio-
nymi, to zasada Saint-Venanta pozwala na rozwazanie takich ukladéw z uwzgled-
nieniem pewnych poprawek w poblizu punktéw przylozenia sil. Zasada Saint—
Venanta nie podaje co prawda zadnego $cistego przepisu, lecz glosi tylko, ze
w miejscach dostatecznie oddalonych od punktéw przylozenia sit poprawki
wniesione w otoczeniu tych punktéw nie prowadzg na ogdét do wypaczenia
rzeczywistego obrazu rozktadu naprezen.

Zasada Saint-Vennata obowigzuje w calej pelni réwniez w elektrotechnice
i chociaz w tej dziedzinie nie zostala oddzielnie sformutowana i nazwana, tym
niemniej jednak jest zawsze uznawana i stosowana jako zrozumiata samo przez
si¢ regula praktyczna. Chodzi o to, ze w rozwazaniach teoretycznych czesto
przyjmujemy istnienie punktowego przytaczenia pradu, lecz jednoczeénie
zdajemy sobie sprawe z tego, ze w takim punkcie gesto$¢ pradu bylaby nie-
skoticzenie wielka, a wiec wydzielajace sie¢ w nim cieplo Joule’a doprowadzitoby
do natychmiastowego wyparowania przewodnika w otoczeniu punktu. Ten
wniosek teoretyczny nie przeszkadza jednak bynajmniej w praktycznej realizacji
takiego ukladu, poniewaz w praktyce zastgpujemy punkt pewna powierzchnig,
do ktérej doprowadzamy prad o gestosci dopuszczalnej ze wzgledu na rodzaj
materiatu, czas dzialania, stopienn chlodzenia i inne warunki, wiedzac przy
tym, ze w miejscach dostatecznie oddalonych od elektrody gestosé pradu bedzie
miala wartodei zgodne z wynikami teoretycznymi.

W zastosowaniu do prgdéw zmiennych wielofazowych zasada analogiczna
do zasady Saint—Venanta wymaga uwzglednienia fazy pradu. Jezeli mamy uktad
teoretyczny, do ktérego jest przylgczony w okreslonym punkcie prgd zmienny
o danej fazie, to punkt ten mozna zastapié¢ jego otoczeniem i do poszczegdl-
nych miejsc tego otoczenia doprowadzié prady o réznych amplitudach i fazach;
suma geometryczna tych pragdéw skladowych powinna byé réwna danemu
pradowi zmiennemu tak co do amplitudy jak i fazy.

Jezeli wiec na modelu elektrycznym chcemy odtworzyé site skupiong, to
najpierw rozkladamy ja na pewne sity skladowe dzialajgce na otoczenie punktu
zgodnie z zasada Saint-Venanta, a nést@pnie modelujemy sity skladowe od-
powiednimi pradami. Zasada Saint-Venanta pozwalajgca na takie rozlozenie
danego pradu pozostawia duzg swobode wyboru liczby pradéw sktadowych,
ich faz, amplitud i miejsc przylgczenia w otoczeniu danego punktu, jednak
w kazdym przypadku warunki graniczne daja pewne wskazéwki, jak nalezy
dokonaé rozkladu.

Dla zilustrowania zastosowania zasady Saint-Venanta rozwazmy teoretycz-
ny przypadek pradu zmiennego wielofazowego doprowadzonego do przewodnika
plaskiego w ksztalcie klina nieskoriczonego. Jedna faza pragdu zmiennego jest
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doprowadzona do wierzcholtka, a pozostate fazy ukladu wielofazowego do-
prowadzone s3 do punktéw klina nieskoriczenie odlegltych. Nalezy wyznaczyé
gestoé¢ pradu zmiennego w kazdym punkcie obszaru klinowego. Zagadnienie
to jest analogiczne do znanego zagadnienia teorii sprezystodci, dotyczacego
wyznaczenia naprezen w nieskoriczonym klinie plaskim, obcigzonym na ostrzu
silg skupiona (rys. 4).

v Rys. 4

Rozwazimy przewodnik plaski w ksztalcie nieograniczonego klina o grubosci
jednostkowej. Do wierzchotka O klina doprowadzamy prad zmienny I, réw-
nomiernie rozlozony na jego grubosdci, tak zZe liniowa gesto$é pradu jest stala
i co do wartodci liczbowej réwna I,

Gdyby prad I, byt pradem stalym, to gestodci pradu w kazdym punkcie
fuku zakred§lonego z punktu O krawgdzi promieniem r bylyby réwne co do
wielko$ci 1 skierowane wzdluz promienia r, co wynika z symetrii ukltadu. Gestosé
pradu wynositaby & = Iyfra. W przypadku pragdu zmiennego gestosé pradu
& bedzie réwniez skierowana wzdluz promienia 7, lecz jej wielkodé bedzie
funkcjg nie tylko promienia 7, ale i kata ¢, jaki tworzy promien z osia symetrii
klina, N

W celu wyznaczenia gestodci pradu zmiennego rozkiadamy prad I, na prady
sktadowe doprowadzone do poszczegdlnych czeéci tuku zakreslonego malym
promieniem dokota krawedzi O klina. Przesuniecie fazy ¢ pradu skladowego
powinno byé réwne katowi ¢ nachylenia wektora pradu wzgledem osi symetrii.
Caly klin mozemy podzieli¢ na kliny elementarne o wspélnym wierzcholku,
w ktérych plyng elementarne prady sktadowe dI. Oznaczajac przez ¢ gestodé
pradu w odleglosci » od krawedzi O w klinie elementarnym dp, odchylonym
od osi symetrii o k3t ¢, mozemy wyznaczy¢ prad skladowy dI, w tym klinie.

Prad dI, jest pradem przesunigtym w fazie wzgledem pradu dI, i jednoczesnie
moze byé potraktowany jako jedna ze sktadowych pradu dI, rozlozonego na

o
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dwa kierunki wzajemnie prostopadle: ¢ 1 ¢—m/2. Taki rozklad zapewnia
symetryczne rozmieszczenie pragdéw w obszarze klinowym 2¢. Mamy wiec
zalezno$é:

dlp = dlycosp.
Wyrazajac prady przez gestoéci pragdu otrzymujemy réwnanie
rdpd = rdpdycosp,
czyli
6 = fycosgp;

d, wyznaczyé mozemy z warunku, ze wypadkows wszystkich pradéw zmiennych
rozkladu jest dany prad I, '

f drdp cosp = I,
0
skad
T 1 1.
féocos<prd<pcos<p = 20, —Za—}—znga =1,
0

i ostatecznie

T

60 Ead '——"0—— .

r(a—l—l—sinZa)
2

Poniewaz za§ 6 = Jdycosg, to

:

v
) K
Iy

Iycosyp
r(a+ —;-sin 2a)

B

Jezeli kat a = =/2 (przypadek nieskon-
czonej polptaszczyzny, rys. 5), to gestosé
pradu wzdluz dowolnego kierunku ¢ wynosi

2l cosp
T omr

é

e —

- ’ W teorii sprezystosci otrzymujemy iden-
Rys. 5 tyczne wzory wyrazajgce naprezenia o,
wzdtuz promieni r tworzacych kat ¢ z osig

klina obcigzonego na wierzchotku silg P.

8. Uklad pomiarowy modelu elektrycznego naprezen

W przypadku plaskiego stanu naprezenia sporzgdzamy model z plaskiego
przewodnika stalego lub plynnego, np. z masy przewodzacej lub elektrolitu.
Nastepnie przymocowujemy do jego brzegéw elektrody i doprowadzamy do
nich prady zmienne wyregulowane w ten sposéb, Zeby ich przesunigcia fazowe
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byty réwne odpowiednim kjtom nachylenia sil, a natezenia (np. amplitudy,
wartoscei skuteczne lub wartosci érednie pradu) byly proporcjonalne do od-
powiednich sit. Za pomocg czujnika o trzech ostrzach ustawionych parami

Rys. 6

prostopadle do siebie badamy teraz poszczegélne punkty modelu. Kazda para
ostrzy czujnika mierzy rézinice potencjaléw miedzy dwoma bardzo bliskimi
punktami, a poniewaz odleglo$¢ miedzy ostrzami jest stata, wicc wielkoscia
mierzong jest gradient potencjalu w punkcie lezacym migdzy ostrzami. Gesto$é
pradu w tym punkcie jest w kazdej chwili proporcjonalna do gradientu potencja-
lu, tak iz ostatecznym wynikiem pomiaru jest gesto$é pradu zmiennego w da-
nym punkcie, a wigc posrednio — naprezenia w odpowiednim punkcie orygi-
nalu. _

Gesto$é¢ pradu w modelu elektrycznym mozna mierzy¢ w réznych ukladach
pomiarowych, jednak najbardziej celowe wydaje si¢ zastosowanie oscylografu

katodowego. Przyklad takiego ukiadu pomiarowego jest przedstawiony sche-
matycznie na rys. 6.
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Zrédlem praddéw zmiennych wielofazowych jest przetwornica fazowa FR
zasilona z sieci przez autotransformatory AT. Na rysunku przedstawiona jest
przetwornica w postaci silnika asynchronicznego z zatrzymanym wirnikiem,
choé¢ oczywisécie Zréodlem pradow wielofazowych moze byé inny odpowiedni
ukiad, np. sztuczna linia dluga péifalowa. Prady kazdej fazy przylaczone;
do modelu M s3 regulowane za pomocy opornikéw A. W badanym punkcie
modelu ustawiony jest czujnik Cz, ktérego dwa skrajne ostrza s3 polaczone
z plytkami odchylenia poziomego i pionowego lampy oscylografu katodowe-
go OK, a ostrze $rodkowe jest polgczone z plytkami uziemionymi lampy. Na
ekranie lampy oscylografu zjawia si¢ elipsa, ktdéra jest obrazem elipsy naprezen
oryginaltu,

Analiza tej elipsy dostarcza waznych informacji o naprezeniach w badanym
punkcie. Osie gléwne elipsy s3 proporcjonalne do naprezen gléwnych oy, oy,
a jej kat nachylenia wzgledem ukladu wspélrzednych prostokatnych, wyzna-
czonego przez trzy ostrza czujnika, jest réwny katowi nachylenia osi elipsy
naprezenn wzgledem tych samych osi zwigzanych z oryginalem.

Ustawiajgc czujnik w réznych punktach modelu otrzymujemy na ekranie
elipsy o réznych ksztaltach, wymiarach i nachyleniach osi. Czujnik mozna
prowadzi¢ po modelu w ten sposéb, aby obydwie pary ostrzy byly zawsze
réwnolegle do ustalonych osi wspélrzednych i aby kat nachylenia osi réznych
elips byt staly; wtedy czujnik zakresli na modelu linig¢ stalego nachylenia na-
prezen gléwnych, a wigc izokling.

Bardzo latwo znaleZé mozna za pomoca czujnika takie punkty, w ktérych
elipsa staje si¢ kolem; sa to punkty, w ktérych w oryginale wystepuja naprezenia
hydrostatyczne.

W ukladzie pomiarowym przewidziane s3 jeszcze prostowniki pozwalajace
zmierzy¢ sume srednich wartosci pradéw dwéch skrajnych ostrzy czujnika.
Suma tych $rednich wartosci jest proporcjonalna do sumy gradientéw potencja-
16w w dwéch wzajemnie prostopadtych kierunkach, przy czym dla kazdego
punktu suma ta jest stala, niezaleina od kierunku osi wspétrzednych czujnika.
Przesuwajac czujnik po modelu mozna znaleZé punkty, w ktdrych suma ta
zachowuje warto$é stala. Jezeli punkty te polaczymy ze sobs, to otrzymamy
lini¢ réwnych wartoéci sumy naprezed normalnych w dwéch wzajemnie
prostopadlych kierunkach, czyli izopache. Jak wiadomo, izopachy sag liniami
ekwipotencjalnymi, poniewaz

A(ox~+0,) =0.
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Peamome
DIIEKTPUUECKASA MOMEJIb TEH30PA HAIIPSXKEHUN

CHHYCONTANBHO NEPEMEHHbINA TOK 7 = sin J((wW!+ @) MOXKHO PACCMATPHBATL KAK BEXTOP Y Ha TUIO-
CKOCTH, BEJIHYHHA KOTOPOro PAaBHAECTCA aMINMTyAe I, a yrosi, Mo OTHOIUEHMIO K HEKOTOPOi Io-
CTOSIHHOM OCH KOOPZHHAT, paBHACTCA ¢ABUrY N0 haze @, Eciu K MpOBONHMKY B (pOpME TOHICONR
[UTACTHHKH, M3TOTOBJIEHHOH M3 MmaTepHasa, oGmajaroiero I0 CPaBHEHMIO C NPOBOANMOCTHIO
METALNA—3HAUUTENBHO MEHBIUCH YACNBLHOH INPOBOJMMOCTEIO NOJBECTH, [OCPEACTBOM TIOH-
COEJJMHEHHDIX K KpalO, METAJUIHUECKHX 3JIEKTPOJ, MepemMeHHBIH MHorodasHblli TOK, TO 4epes
KA)KJI0€ ITPOU3BOJIbBO MAJIOE CEYEHHE, CHEJIAHHOE NMEPIEHANKYIAPHO IJIACTHHKE, IPOXOIHT TOK,
MpE/CTaBICHHBIHN BEKTOPOM, KOTOPBLI Bpall]aéTCA B IJIGCKOCTH, TAK, YTO B TEYEHHE KAMKAGTO
MEPHOJAR KOHEL] BEKTOPA OIMCHIBAET IITHIIC. ABTOp CTATHH JOKA3LIBAET, UTO JUIST OITUCAHMUS ITOTO
daxTa crefyeT NPHHATL, YTO INIOTHOCTE TOKA B NJIACTHHKE ABNAETCA B KaXKJOH TOUKE — TEH-
30pOM, KOTOPhLi AelCTBYA Ha BEKTOp CCYECHHA, 3AKIIKOYAIOLIEIO NAHHYIO TOUYKY, JAET B PE3YJib-
TaTeé BEKTOP MEPEMEHHOIrO TOKAa KAaK IO OTHOIIEHHMIO aMIUTMTYALI, TaK H (asbl, IPOXOIsILIEro
gepe3 paccmaTpmBaemoe ceudeHue. CyLIeCTBYeT CTPOTas aHAJIOTHA MEXAY TEH30POM NepemeH-
HOr0 TOK4 B NPOBOJALICH IIACTHHKE, MOAKIOUEHHOM K MHOrO(hasHOM cxeme H TEH30pPOM Hanpsi-
JKEHHH B yNPYyroi NIacTHHKE, IOABEPIKEHHON MO KOHTYPY, HAEHCTBUIO CHII, BEJIMUUHBI KOTOPBIX
[IPONOPLHOHAILHB! @MIUTHTYaM MHOrohasHbEIX TOKOB, a YIJIbI, 3aKJIOUYAIOILHECA MEMKTY HHMH,
PaBHAIOTCA yrilam cABHUra no ase mMexay Toxamu maorohasHoM cxembl. TloJie TEeH30pa TIOTHOCTH
IIEPEMEHHOTO TOKA MOJKHO OIPENENIMTH HAIpUMED C IOMOLUBIO NPEANIaracMoN B CTAThE IJIEKTPH-
YecKo# cXeMmbl, Jaroilell BO3MOYKHOCTh M3MEPHTb B KAXKAOH TOUKE INIACTHHKM IPagHuEHTBI II0O-
TEHLIHAJIa, NIPOIIOPIIMOHALHDIE [IIOTHOCTH TOKA. ABTOD BBIACHAET, KPOME TOrO, 3HA4YEBHE IIPHII-
nuna Cen-BeHana B 9JEKTPUYECCKOM MONEJIMPOBAHMY TEH30Pa HANPSDKEHWI X, B KauecTBe NpH-
mepa 3 HEKTHBHOCTH METOMR, IPABOJMUT pPEIEHHE IJIEKTPAYeCKHM I[yTeM OZHOro M3 IJIac-
CHYECKHX BOITPOCOR TEOPUH YNPYLOCTH, 8 HMEHHO BOIPOCA, KACAaIOLIErocs pacmpeneneHus Ha-
NpsDOKEHUH B OeCKOHEUYHOM KJIHHE.

Summary

ELECTRICAL MODEL OF THE STRESS TENSOR

Current varying according to the sinusoidal law { = Isin(wz 4-¢) can be regarded as a vector I
on a plane, The absolute value of this vector is equal to the amplitude I, and the angle of inclina-
tion with respect to any arbitrary fixed coordinate axis is equal to the phase shift ¢. If a conductor
having the form of a thin plate, and made of material with a specific conductance which is much
smaller than the conductivity of metal, is fed by a multiphase variable current, through metal
electrodes attached to the boundary of the plate, then through any arbitrary small cross-section
perpendicular to the plate the flow of current is represented by a vector which rotates in the plane
so that during every period the end of the vector traces an ellipse. It is shown in the paper that
in order to describe this fact it should be assumed that the current density at any point of the
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plate is a tensor which being multiplied by the vector of the cross-section containing the given
point yields the vector of variable current fiowing through the cross-section considered, with
the appropriate amplitude and phase. There exists an exact analogy between the tensor of the
variable current in the conductive plate, connected with the multiphase system, and the stress
tensor in an elastic plate subjected to boundary forces, provided the values of the forces are propor-
tional to the amplitudes of the multiphase currents, while the angles between them are equal to
the angles of phase shifts between the currents of the multiphase system. The tensor density field
of variable current can be determined by means of the suggested electrical system which makes
it possible to measure at every point of the plate the potential gradients proportional to the cur-
rent density, Moreover, the author explains the meaning of the Saint-Venant principle in the
electric model of the stress tensor. The method suggested is illustrated by an example of solv ing
in the electrical way the problem of stress distribution in an infinite wedge—that is one of the
classical problems of the theory of elasticity.
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