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1. Wstep

Praktyczne obliczenia wytrzymatosciowe w olbrzymiej wiekszosci przypad-
kéw wymagaja stosowania pewnego modelu matematycznego rzeczywistego
ciata odksztatcalnego. ’

Jednym 2z najprostszych modeli, stosowanych w klasycznej teorii spre-
zystodci, jest model ciala stalego Hooke’a dajacy sie opisaé réwnaniem

(1.1) a=¢ck

i przedstawiajacy prosta proporcjonalno$é pomigdzy naprezeniem a odksztal-
ceniem. W wiekszosci przypadkéw praktycznych tak prosty zwiazek jest
zupelnie wystarczajacy. W pewnych jednak zagadnieniach szczegélnych, przy
zastosowaniu tworzyw kauczukopodobnych, gdzie mogg wchodzi¢ w gre od-
ksztalcenia rzedu jednosci, odchylenia od prawa Hooke’a sa tak duze, ze nie
moze ono mie¢ zastosowania. W takich przypadkach mozliwe s3 dwa sposoby
postepowania.

Jednym z nich jest doswiadczalne zdjecie charakterystyki «naprezenie—
odksztalcenie», a nastepnie prowadzenie obliczern w konkretnym zagadnieniu
za pomocg rachunku réznicowego. Dla potrzeb techniki jednak zwigzek przy-
blizony w postaci zamknietej jest rzeczag o wiele wygodniejsza niz dokladne,
lecz trudne do dyskusji rozwigzanie tablicowe. Z tego powodu aproksymuje
sie zazwyczaj krzywa do$wiadczalng za pomocs odpowiednio dobranej funkejt
lub wielomianu. Jednak przy takim sposobie postgpowania uzyskuje si¢ prze-
waznie rozwigzanie w postaci zamknietej, lecz obarczone bledem aproksymacji
charakterystyki materialu. Zazwyczaj tez funkcje aproksymujgce, dobierane
przez poszczegdélnych badaczy, réznig sie od siebie w sposéb zasadniczy,
co zmusza czesto do prowadzenia wigkszej liczby badan do$wiadczalnych niz
w przypadku, gdy znana jest dokladna zaleznosé naprezenie-odksztalcenie,
ktérg nalezy poprawié tylko wspélczynnikiem doswiadczalnym.

Innym sposobem postgpowania jest okreslenie zwigzku naprezenie~odksztal-
cenie na drodze teoretycznej w oparciu o metody fizyki statystycznej i budowe
wewnetrzng materiatu, Otrzymuje sie wdwczas rzeczywisty charakter zalez-
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nosci, ktdrej stale dobiera si¢ w sposéb doswiadczalny zmniejszajac réwnoczeénie
iloé¢ potrzebnych badaq.

Znana zalezno$¢ naprezenie—odksztalcenie dla tworzyw o budowie lancu-
chowej w postaci

(1.2) ¢’ = kTL (22—%) ,

gdzie 4 mozna okresli¢ ze zwiazku
(1.3) A=1+e,

uzyskana niezaleznie przez W. Kunna [1]1F. T. Warvra [2] w oparciu o meto-
dy fizyki statystycznej, nie oddaje dostatecznie dokladnie przebiegu odksztat-
cenia, jak to wykazuje np. J. Frory [3] na przykladzie badania kauczuku.

Praca niniejsza jest préba znalezienia zaleznosci naprezenie-odksztalcenie
na drodze teoretycznej w oparciu o metody fizyki statystycznej i budowe
wewnetrzng tworzywa przy zalozenmiach ogdlniejszych niZz stosowane w cy-
towanych pracach Kuhna i Walla.

Stosowany w dalszej czedel zwigzek (2.5) jest asymptotycznym rozkladem
gestosci prawdopodobiefistwa zmiennej x, uzyskanym przez autora w pracy [7],
przy zalozeniu dowolnej zmiany dlugoéci laficucha » czastek, w granicach
[x —1, x4+1], w przypadku dodania do tadcucha czastki #-}-1. Statystyka
Kuhna i Walla natomiast zostala otrzymana przy zalozeniu, Ze w rozwazanym
przypadku dhlugosé laficucha czastek moze wynosié albo x+41, albo x—1.

2. Zalozenia

1. Pod uwage wzigto tworzywo o laidcuchowej budowie czasteczek, ktérego
lanicuchy majg dlugo$é zawarta w przedziale

2.1) I<I<w
o gesto$ci prawdopodobienstwa rozkladu dlugosci danej zwigzkiem
(2.2) 1I(m) = mg"Y1—¢q)*,

uzyskanym przez J. FLory [4], gdzie ¢ oznacza stopient polimeryzacji tworzywa,
a m ciezar czgsteczkowy jednej jego czasteczki. Zalezno$é¢ (2.1) mozna wyrazié
za pomocg cigzaru czgsteczkowego m w postaci

(2.3) 0 <l < o,

gdzie l; oznacza dtugo$é jednego «ogniwan fanicucha czasteczek, czyli «dhugosé»
wigzania chemicznego, podczas gdy » i # zwijzane s3 ze soba zaleZnoscig
(24) m=on,

w ktorej » jest liczbg naturalna, okfeélajch ilogé wigzad chemicznych w two-

rzywie o cigzarze czasteczkowym m = 1 czyli w monomerze.
2. Prawdopodobiefistwo stanu tworzywa przyjeto w postaci

(2.5) f(x, n) = (Jm)‘”%.e"‘""
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zblizonej do proponowanej przez Kunna [1] =zalezno$ci
s, m) = (2n) e,

a bedacej nieco lepszym przyblizeniem, uzyskanym przy ogdlniejszych niz
w pracy [1] zalozeniach [7]. W zwigzku (2.5) x oznacza odleglo$¢ korica
ladcucha n atomoéw od poczatku obranego uktadu.

3. Zmiane energii wewnetrznej tworzywa w procesie odksztalcenia przyjeto,
zgodnie z pracg Hauka i Neumana [5], jako réwng zeru w duzym zakresie
odksztalcen.

4. Zmiang objetosci w procesie odksztalcenia przyjeto réwng zeru, co spro-
wadza si¢ do zwigzku

(2.6) Adgdy =1

lub tez dla materialu makroskopowo izotropowego

2.7) A2 =1,

jezeli przez A;, A, A3 oznaczy¢ wydluzenia wzgledne w trzech prostopadiych
kierunkach 1, 2, 3, co jest sluszne dla wigkszoéci tworzyw o taicuchowej

budowie czgsteczek przynajmniej w pewnym, zazwyczaj dobrym, przybli-
Zeniu.

3. Srednie prawdopodobiefstwo stanu

Traktujac dla dostatecznie duzych n zmienng losows m jako ciaglg i wpro-
wadzajac (2.4) oraz

3.1 p =wllog ql,

a takze biorac pod uwage, Ze stopien polimeryzacji nie moze przekraczaé war-
todci ¢ = 1, mozna zapisaé rozklad (2.2) w postaci

(3.2) A(n) = prne ",

jezeli speiniony jest warunek (2.3) i wprowadzona normalizacja rozkladu.

Zwigzek (2.5) okresla prawdopodobienstwo stanu jednej czasteczki tworzy-
wa w zaleznosci od zmiennych x, n. Powstaje zagadnienie, jaka jest spodziewana
gestodé prawdopodobienistwa stanu, jezeli rozklad zmiennej n dany jest przez
{3.2). Oznaczajac poszukiwana gesto$é prawdopodobienstwa przez f(x) zgodnie
z okredleniem wartoéci spodziewanej mozna napisaé

(3.3) ) = [ fl, myAmydn.
0
‘Wykonujagc catkowanie otrzymuje si¢ [6]

i) =5 VB(+2VB e/

Aby unikngé wartoéci bezwzglednej niewygodnej w operowaniu, zmieniono
umownie przedzial zmiennodci argumentu x ograniczajgc go jedynie do wartosci
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dodatnich. Wéwczas poszukiwany rozklad przybiera postaé

(3-4) f) =VBA+2VBx)eVPx, % >0.
Mozna wreszcie wprowadzié zmienna standaryzowang
(3.5) t=2Vpx;
skad uzyskuje si¢ rozklad standaryzowany
(3.6) ) =~%.(1 et 130,
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W celu zobrazowania réznic pokazano na rys. 1 rozkiad (3.6) oraz rozktad

(2.5) po wprowadzeniu zmiennej standaryzowanej Vn-t =wx.

4. Zmiana entropii w procesie rozciagania

Gesto$é prawdopodobiefistwa stanu nieodksztalconego w przestrzeni tréj-
wymiarowe] mozna okreslié zwiazkiem

(4.1) WS 1, ) = (LA (1) e 6D,

gdzie przez &, 7, ¢ oznaczono zmienne standaryzowane w kierunkach x, y, 2.
Zgodnie z podstawows zalezno$cig termodynamiki statystycznej, wigzacej
entropie z prawdopodobiefstwem stanu,

(4.2) S = klogW+C,

gdzie k oznacza stala Boltzmanna, C pewng stalg addytywna, entropie jednego
laficucha, opisanego prawdopodobiefstwem stanu (4.1), zapisuje si¢ w postaci
(4.3)  S(& m, §) = k[log(1+&)-+log(1+n)+log(1+E)—(é+9+0)]+C .
Przyjmujac zgodnie z (2.7) odksztalcenia w jednocsiowym stanie naprezZenia

przy rozcizeganiu

(4.4) =2, h=l=

1
_,/Z 2
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gdzie kierunki 1, 2; 3 odpowiadajg odpowiednio zmiennym losowym &, #,¢
i wyrazajac przemieszczenia konca laricucha w postaci

E= A& _ 1 ¢ = 1
(4.5) o 7 I/I"?O J V}TCO

uzyskuje si¢ dla gestosci prawdopodobieristwa stanu odksztalconego wzér

1 — - f Vi
(4.6) W&, m, c:)=—8—(1+§)(1+m-’z)(1+¢1//1)e x Vit

Warto$¢ spodziewang entropii jednego fafdcucha w stanie odksztalconym
mozna znalezé w zaleznosci

*.7) Soy = [ [ [ S(&n, OWi(&, n, &) dedndt.
0O 0 o0

Korzystajac ze zwigzkow (4.3), (4.6) i (4.7) mozna wykazaé, ze entropig taficu-
chéw zawartych w 1 cm?® tworzywa okresla zwigzek

(4.8) S(1) = kL[Sl(/l)—i—ZSl( 1/17 )]Jrc,

gdzie L oznacza liczb¢ Loschmidta, a S;(1) dane jest zaleznoscia
1 [, N A
(4.9) S0 =5 [ log(1+8)—¢] (1+7 T dE.
by
Aby okre$li¢ wyrazenie (4.9), wyznaczamy zgodnie z [6] calki
co £

13

1 - 1
Eflog(l—l—é)e ld§=—§ Ez( 2)

5[ st ae i ndm{-4)]

(4.10) °
o [
1 7. 1
ioj‘ Ee df—'é'lz,
L[,
ﬂf fe “dE=1

W powyzszych zwigzkach Ei(x) oznacza wykfadniczg funkcje catkows.
Sumujae uzyskane wyniki (4.10) otrzymujemy:

(4.11) Sy(A) = 1[(2 A)elEz(—A—)—l—l 3/12]
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Na podstawie (4.11) mozna napisaé

|

Zgodnie z (4.8) mozna wyrazi¢ entropi¢ 1 cm?® objetosci tworzywa za pomoca
(4.11) 1 (4.12) w postaci

(4.13) S@)z&%kLPZ_}ﬁiE{__%)+

L

Zaleznosé (4.13) przedstawia zwigzek pomiedzy entropia ukladu a jego odksztal-
ceniem. -

5. ZaleznoS¢ naprezenie—odksztalcenie

W celu uzyskania =zalezno$ci naprezenie—odksztalcenie nalezy powigzaé
ze sobg sile lub naprezenie z entropig ukladu. Mozna do tego celu uzy¢ zwiazku
Helmholtza, wynikajacego z pierwszych dwéch zasad termodynamiki przy
zaloZeniu procesu izotermicznego, w postaci ’

(5.1) dA = dU—TdS,

gdzie A oznacza energi¢ swobodng, U energic wewnetrzna, a T temperaturg
w skali Kelvina. Zgodnie z zalozeniami, inaczej niz w przypadku cial krysta-
licznych, mozna przyjaé dU = 0, skad otrzymuje si¢ obowiazujgcy dla tworzyw
o budowie ladcuchowej zwigzek

(5.2) dA = —Tas .

Jezeli teraz przyréwnal przyrost energii swobodnej ukladu do elementarnej
pracy PdA i podstawi¢ powyzsze do (5.2), to po przeksztalceniach otrzymuje
sie
as
dr’
gdzie P oznacza sil¢ rozciagajgcs objetosé 1 cm?®. Jezeli sita P dziala na szeécian
o krawedzi réwnej 1 cm, to naprezenie wynosi
P
=11 =P
W trakcie odksztalcenia krawedzie szeScianu doznajg wydluzen okre§lonych
zaleznoscig (4.4), wobec czego naprezenie rzeczywiste, odniesione do pola
przekroju odksztalconego, jest réwne
p

(5.4') GzﬁZXP.

Viyi

(5.3) - | P= T
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Kombinujgc zwigzki (5.3) i (5.4) otrzymuje si¢ ostateczny zwigzek pomiedzy
naprezeniem 1 entropig w postaci

(5.5) o= 112
Rézniczkujge zaleznosé¢ (4.13) uzyskuje sie

(5.6) ‘;—f — %kL[6 (1—%)4(1_#) n

2 1y L o 1 1 2 N\ VT4 =
b ) e eracri)
Podstawiajgc (5.6) do (5.5) znajduje si¢ zwigzek miedzy naprezeniem a odksztal-
ceniem w postaci

G7) o= kTL[z (12_%)_(1_]/%ﬂ+

1 + 7
+—2—kTL[(/H—%—1)e‘Ei(—%_)—(7/%+ 21/%—1)eV*Ei(_ \f;)]
Dla celéw praktycznych zalezno$é (5.7) daje si¢ znacznie uproscié. Podstawiajac
wartosci A do zwigzku (5.7) mozna latwo stwierdzié, ze dla wydluzen do 1009,
lub skrécen do 509, pominiecie drugiego czlonu zwigzku (5.7) prowadzi do
bledéw nie przekraczajacych 19.

o/KTL
100

. /

a
&0 : /

40 /

o N

A
T

~80 /
D2 04 05 08 40 42 14 16 418 20
. A

Rys, 2

Mozna zatem przyjaé, ze zwigzek naprezenie—odksztalcenie jest wystarczajgco
doktadnie wyrazony zaleznodcig

o0 mmpled)fi]
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Dla matych odksztalcen, przy spetnieniu warunku |e| < 1, mozna za pomoca
(5.8) otrzymaé wyrazenie asymptotyczne. Biorac pod uwage przyblizenia
1 1 1

o _ 2 — ]l — =
3 1 — et-&2, ]/I 1 5¢

znajduje sie prosta zalezno$¢ liniows:
(5.9 o= "75kTLe.

Na rysunku 2 pokazano wykresy funkeji (1.2) i (5.8). Nalezy zaznaczy¢, ze wynik
(5.8) pozostaje w dobrej zgodnodci z rezultatami badaf doswiadczalnych przy-
toczonymi w pracy Flory [3].

6. Whnioski

Uzyskane w niniejszej pracy wyniki i ich zgodnos¢ z eksperymentem $wiadcza
o zastosowaniu modelu matematycznego zjawiska, oddajacego w dobry sposdb
zalezno$¢ pomiedzy naprezeniem a odksztalceniem. W rozwazaniach swoich
Kuun [1] 1 WaLL [2] przyjmowali, Ze tworzywo utworzone jest z aficuchéw
o pewnej $redniej diugosci réwnej lyn,, gdzie 7, jest $rednig iloscig wigzari che-
micznych w makroczasteczce tworzywa. W pracy niniejszej przyjeto, ze dlugosé
poszczegdlnych faficuchéw czasteczek jest rézna i zmienna w granicach

0 <nly < 0,
przy czym iloé¢ laficuchéw o dlugodci zawartej w przedziale
[7, n+dn]

dana jest przez gesto$é prawdopodobienstwa (3.2).

Zgodno$é otrzymanych wynikéw z doswiadeczeniami Flory [3] pozwala
uwazaé, Ze przyjete w pracy niniejszej uproszczenia s3 dopuszczalne i nie wpro-
wadzajg istotnych réznic. .
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Pesmome

3ABHCHUMOCTD HAIIPSDKEHHUE-IEDOPMALIAS
B CJIIYUAE OCEBOI'O PACTSIKEHYVII MATEPUAJIIA
LENDHOTO MOJEKYJISAPHOTO CTPOEHU A

PaGoTa IMOCBSIIEHA TEOPETHUCCKOMY HCCNEAOBAHAIO 3aBMCHMOCTH HanpshreHue—nedopmManus,
He apaomeiica GyHKUneil BpeMeHH, B HHTEPBAJE (BBICOKOH YNPYrocTy IJIS HEKOTOPBLIX Ma-
TEPHAOB C LENHbIM crpocHHeM. Ilomb3ysce (ynxumeil pachnpemesieHns [IuH OTHEIBHBIX
Lenejil yacTuy B maTepuare, umerouleir ¢ropmy

= B2ne—
A = BPne=bn,

A (YHKUUSH REPOATHOCTH BBLINPAMIEHHA OAHOH UEMHOM wacTHubI

1 —xz
fe,m) = ———e~ "
]/7!71
GbLl'IO IIDJIYUZHO YCPEIHEHHOC pacnpenen&ﬂue BEPOATHOCTH BbINPSIMICHH ST HccnegyemMmoro ma-
TepHuaa, KOTOpPOE€ MOXKHO HpCﬂCTaBHTL B BH/JIC

1 1
FE) = FEA+262 me

3aTem NPHMEHAS IMOJIOYKEHUE O HECKUMAEMOCTH MATCPHANA M OCHOBHBIC TCPMOIMHAMUYECKHE
dbopMyabl Gpima NOJy4YsHa NPHOIINKSHHAS 3aBHCHMOCTH HanpsDitenue-Aedopmanust B (opMe

1

0 = kTLRA—A-)—(A—1" 2)],

KOTOpAs JIyUil: UM ADYCHE HM3BECTHLIE 3ABHCHMOCTH IJIf MCCHENYeMOH IpYyINbI MaTepHAaIoR
COrJIACYETCH C ONbBITHLIMH JaHHLIMH.

Summary

STRESS-STRAIN RELATION FOR CHAIN STRUCTURE MOLECULE MATERIALS
IN CASE OF SIMPLE TENSION

The paper presents a theoretical investigation of the statiopary stress-strain relation in the
region of «high elasicity » for certain materials with internal structures of long chain molecules.
Assuming the distribution of lengths of individual chains in the form

A = fEne=bn

and the distribution of probability of straightening of a particular chain molecule — in the form

1 _
flomy = —=e """,
Yan
the mean distribution of probability of straightening of the considered material can be represented
by the formula

) = Br2(1 +2p12x) e~ 2p"x

8 Mechanika Teoretyczna { Stosowana
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Applying furthermore the incompressibility hypothesis and the fundamental laws of thermo-
dynamics, the approximate stress-strain relation can be derived, i.e.

1
o = RTLB3(AE—A"1)~(A—4 2)].

This relation proved to be in a better agreement with experiments than other formulae when
applied to the group of materials under consideration.
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