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1.  Wstęp

Praktyczne  obliczenia  wytrzymałoś ciowe  w  olbrzymiej  wię kszoś ci  przypad-
ków  wymagają   stosowania  pewnego  modelu  matematycznego  rzeczywistego
ciała odkształcalnego.

Jednym  z  najprostszych  modeli,  stosowanych  w  klasycznej  teorii  sprę-
ż ystoś ci,  jest  model  ciała  stałego  Hooke'a  dają cy  się   opisać  równaniem

(1.1)  a=eE

i  przedstawiają cy  prostą   proporcjonalność  pomię dzy  naprę ż eniem  a  odkształ-
ceniem.  W  wię kszoś ci  przypadków  praktycznych  tak  prosty  zwią zek  jest
zupełnie  wystarczają cy.  W  pewnych  jednak  zagadnieniach  szczególnych,  przy
zastosowaniu  tworzyw  kauczukopodobnych,  gdzie  mogą   wchodzić  w  grę   od-
kształcenia  rzę du  jednoś ci,  odchylenia  od  prawa  Hooke'a  są   tak  duż e,  że  nie
może  ono mieć  zastosowania.  W  takich  przypadkach  moż liwe  są   dwa  sposoby
postę powania.

Jednym  z  nich  jest  doś wiadczalne  zdję cie  charakterystyki  «naprę ż enie-
odkształcenieo,  a  nastę pnie  prowadzenie  obliczeń  w  konkretnym  zagadnieniu
za  pomocą   rachunku  róż nicowego.  Dla  potrzeb  techniki jednak  zwią zek  przy-
bliż ony  w  postaci  zamknię tej  jest  rzeczą   o  wiele  wygodniejszą   niż  dokł adne,
lecz  trudne  do  dyskusji  rozwią zanie  tablicowe.  Z  tego  powodu  aproksymuje
się   zazwyczaj  krzywą   doś wiadczalną   za  pomocą   odpowiednio  dobranej  funkcji
lub  wielomianu.  Jednak  przy  takim  sposobie  postę powania  uzyskuje  się   prze-
waż nie  rozwią zanie  w  postaci  zamknię tej,  lecz  obarczone bł ę dem  aproksymacji
charakterystyki  materiał u.  Zazwyczaj  też  funkcje  aproksymują ce,  dobierane
przez  poszczególnych  badaczy,  róż nią   się   od  siebie  w  sposób  zasadniczy,
co  zmusza  czę sto  do  prowadzenia  wię kszej  liczby  badań  doś wiadczalnych  niż
w  przypadku,  gdy  znana  jest  dokładna  zależ ność  naprę ż enie- odkształ cenie,
którą   należy  poprawić  tylko  współczynnikiem  doś wiadczalnym.

Innym  sposobem  postę powania  jest  okreś lenie  zwią zku  naprę ż enie- odkształ-
cenie na drodze  teoretycznej  w  oparciu  o metody  fizyki  statystycznej  i  budowę
wewnę trzną   materiał u.  Otrzymuje  się   wówczas  rzeczywisty  charakter  zależ -
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noś ci, której stale dobiera się  w sposób doś wiadczalny  zmniejszając  równocześ nie
ilość  potrzebnych  badań.

Znana  zależ ność  naprę ż enie- odkształ cenie dla  tworzyw  o  budowie  ł ań cu-
chowej  w  postaci

(1.2)  er' = I A2 - j\

gdzie  A moż na  okreś lić  ze  zwią zku

(1.3)  A =   l+ fi ,

uzyskana niezależ nie przez W.  KUHNA  [1] i F. T.  WALL A  [2] w oparciu o meto-
dy  fizyki  statystycznej,  nie oddaje  dostatecznie  dokładnie przebiegu  odkształ-
cenia,  jak  to wykazuje  np. J.  FLORY  [3] na przykładzie  badania  kauczuku.

Praca  niniejsza  jest  próbą   znalezienia  zależ noś ci  naprę ż enie- odkształcenie
na  drodze  teoretycznej  w  oparciu  o  metody  fizyki  statystycznej  i  budowę
wewnę trzną   tworzywa  przy  założ eniach  ogólniejszych  niż  stosowane  w cy-
towanych  pracach  Kuhna  i  Walla.

Stosowany  w  dalszej  czę ś ci  zwią zek  (2.5)  jest  asymptotycznym  rozkładem
gę stoś ci  prawdopodobień stwa  zmiennej x, uzyskanym  przez autora w pracy [7],
przy  zał oż eniu  dowolnej  zmiany  długoś ci  łań cucha  n  czą stek,  w  granicach
[x — 1,  * + l ] , w  przypadku  dodania  do  łań cucha  czą stki  »- f- l.  Statystyka
Kuhna  i  Walla  natomiast została otrzymana przy  założ eniu, że w rozważ anym
przypadku  długość  łań cucha  czą stek  może  wynosić  albo  # 4- 1,  albo  x—1.

2. Założ enia

1.  Pod  uwagę   wzię to  tworzywo  o  łań cuchowej budowie  czą steczek,  którego
ł ań cuchy  mają   długość  zawartą   w  przedziale

<2.1)  0 <  I  < oo

o  gę stoś ci  prawdopodobień stwa  rozkładu  długoś ci  danej  zwią zkiem

(2.2)  n(m) =  mqm- 1{l- q)\

uzyskanym przez J.  FLORY  [4], gdzie  q oznacza stopień  polimeryzacji  tworzywa,
a  m cię ż ar  czą steczkowy  jednej  jego  czą steczki.  Zależ ność (2.1)  moż na  wyrazić
za  pomocą   cię ż aru  czą steczkowego  m w postaci

(2.3)  0 < vnl0 <  oo ,

gdzie  l0  oznacza długość jednego  «ogniwa» łań cucha czą steczek,  czyli  «długoś ć*
wią zania  chemicznego, podczas  gdy v i n  zwią zane  są  ze sobą   zależ noś cią

(2.4)  m =  vn,

w  której  v jest  liczbą   naturalną,  okreś lają cą   ilość  wią zań  chemicznych w  two-
rzywie  o  cię ż arze  czą steczkowym  m — 1  czyli  w monomerze.

2.  Prawdopodobień stwo  stanu  tworzywa  przyję to  w  postaci

(2.5)  / ( * ,  n) =   (rai)- 1^- *'/"
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zbliż onej  do  proponowanej  przez  KUHNA  [1]  zależ noś ci

f(x,  n) =  (27m)1/ 2e- ^2n,

a  bę dą cej  nieco  lepszym  przybliż eniem,  uzyskanym  przy  ogólniejszych  niż
w  pracy  [1]  założ eniach  [7].  W  zwią zku  (2.5)  x  oznacza  odległość  koń ca
łań cucha  n  atomów  od  począ tku  obranego  ukł adu.

3.  Zmianę  energii  wewnę trznej  tworzywa  w  procesie  odkształcenia  przyję to,
zgodnie  z  pracą   Hauka  i  Neumana  [5], jako  równą   zeru  w  duż ym  zakresie
odkształceń.

4.  Zmianę  obję toś ci  w  procesie  odkształcenia przyję to  równą   zeru,  co  spro-
wadza  się   do  zwią zku

(2.6)  W 3  ==   1

lub  też  dla  materiału  makroskopowo  izotropowego

(2.7)  Vt  = 1,
jeż eli  przez  Xlt  A2,  A3  oznaczyć  wydłuż enia  wzglę dne  w  trzech prostopadł ych
kierunkach  1,  2,  3,  co  jest  słuszne  dla  wię kszoś ci  tworzyw  o  łań cuchowej
budowie  czą steczek  przynajmniej  w  pewnym,  zazwyczaj  dobrym,  przybli-
ż eniu.

3. Ś rednie prawdopodobień stwo stanu

Traktując  dla  dostatecznie  duż ych  n  zmienną   losową   m  jako  cią głą   i  wpro-
wadzając  (2.4)  oraz

(3.1)  Z*. =  "|logff|,

a  także  biorą c  pod  uwagę,  że  stopień polimeryzacji  nie  może przekraczać  war-
toś ci  q =  1,  moż na  zapisać  rozkład  (2.2)  w  postaci

(3.2)  A{n)  =   pne;»,

jeż eli  spełniony  jest  warunek  (2.3)  i  wprowadzona  normalizacja  rozkł adu.
Zwią zek  (2.5)  okreś la  prawdopodobień stwo  stanu  jednej  czą steczki  tworzy-

wa w zależ noś ci  od zmiennych x, n. Powstaje  zagadnienie, jaka jest  spodziewana
gę stość  prawdopodobień stwa  stanu,  jeż eli  rozkład zmiennej  n  dany  jest  przez
(3.2).  Oznaczając  poszukiwaną   gę stość  prawdopodobień stwa  przez f(x)  zgodnie
z  okreś leniem  wartoś ci  spodziewanej  moż na  napisać

00

(3.3)  f(x) =  Jf(x,n)A(n)dn.
o

Wykonując  całkowanie  otrzymuje  się   [6]

/ ()

Aby  uniknąć  wartoś ci  bezwzglę dnej  niewygodnej  w  operowaniu,  zmieniono
umownie przedział  zmiennoś ci argumentu *  ograniczając  go jedynie  do  wartoś ci
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(3- 6) t > 0 .

dodatnich.  Wówczas  poszukiwany  rozkł ad  przybiera  postać

(3.4)  / (*) =   y/]${l+2)/ ]ix)e- 2ri x,  x  >  0 .

Moż na  wreszcie  wprowadzić  zmienną  standaryzowaną

(3.5)  t  =  2]/ Jx;

skąd  uzyskuje  się  rozkł ad  standaryzowany

1

as

as

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

\

\

-   .
iO 2.0 3.0  . 50

%s.  1

W  celu  zobrazowania  róż nic  pokazano  na  rys.  1  rozkł ad  (3.6)  oraz rozkł ad

(2.5)  po  wprowadzeniu  zmiennej  standaryzowanej  }/ n- t=x.

4. Zmiana entropii w procesie rozcią gania

Gę stość  prawdopodobień stwa  stanu  nieodkształ conego  w  przestrzeni  trój-
wymiarowej  moż na  okreś lić  zwią zkiem

8

gdzie  przez  £, rj,  C  oznaczono  zmienne  standaryzowane  w  kierunkach  x, y,  z.
Zgodnie  z  podstawową  zależ noś cią  termodynamiki  statystycznej,  wią ż ą cej
entropię  z  prawdopodobień stwem  stanu,

(4.2)  S  =  klogW+C  ,

gdzie  k  oznacza stałą Boltzmanna,  C  pewną  stałą  addytywną, entropię jednego
ł ań cucha,  opisanego  prawdopodobień stwem  stanu  (4.1), zapisuje  się  w  postaci

(4.3)  S(i,  r\ ,  0  =   A[log(l- (- ^)- |- log(l+ ^)+ log(l+ C)—(?- )- ??4~£)]~1-C •

Przyjmując  zgodnie  z  (2.7)  odkształ cenia  w  jednocsiowym  stanie  naprę ż enia

przy  rozcią ganiu

(4.4)  A1 =  A,  A2 =   A3 =   4 T >
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gdzie  kierunki  1,  2,  3  odpowiadają  odpowiednio  zmiennym  losowym  f,  rj,  £
i  wyraż ając  przemieszczenia  koń ca  ł ań cucha  w  postaci

(4.5)  * - * * ..  1~jjffc.  ^ =  ^ 0

uzyskuje  się  dla  gę stoś ci  prawdopodobień stwa  stanu  odkształ conego  wzór

(4.6)

Wartość  spodziewaną  entropii  jednego  ł ań cucha  w  stanie  odkształ conym
moż na  znaleźć  w  zależ noś ci

oo  oo  co

(4.7) S0(X) = j j j S(C, rj, C)Wi(!, rj, C)dCdr)dC.
0  0  0

Korzystając  ze  zwią zków  (4.3), (4.6)  i  (4.7)  moż na wykazać,  że  entropię  ł ań cu-
chów  zawartych  w  1  cm8  tworzywa  okreś la  zwią zek

r  /   i  \ i
(4.8)  S(k) =   kL\ S1(X)+2S1  ——  4- C,

L  \  V A /  J
gdzie  L  oznacza liczbę  Loschmidta, a S^l)  dane jest  zależ noś cią

DO

(4.9)  5 )̂=   i f
ZJ J

o

Aby  okreś lić  wyraż enie  (4.9), wyznaczamy  zgodnie  z  [6]  cał ki
00

2JJ

(4.10)

2
o

o

W  powyż szych  zwią zkach  EZ(A;) oznacza  wykł adniczą  funkcję  cał kową.
Sumując  uzyskane  wyniki  (4.10)  otrzymujemy:

(4.11)  Ą (A)  =
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N a  podstawie  (4.11)  moż na  napisać

Zgodnie  z  (4.8)  moż na wyrazić  entropię   1 cm3  obję toś ci  tworzywa  za pomocą.
(4.11)  i  (4.12)  w  postaci

(4.13)  S(X)  = ±- k

Zależ ność  (4.13) przedstawia  zwią zek  pomię dzy entropią  układu a jego odkształ-
ceniem.

5. Zależ ność naprę ż enie odkształcenie

W  celu  uzyskania  zależ noś ci  naprę ż enie—odkształcenie  należy  powią zać
ze sobą   silę  lub naprę ż enie z entropią  układu. Moż na do tego celu uż yć  zwią zku
Helmholtza,  wynikają cego  z  pierwszych  dwóch  zasad  termodynamiki  przy
założ eniu  procesu  izotermicznego,  w  postaci

(5.1)  dA  =  dU—TdS,

gdzie  A  oznacza  energię   swobodną,  U  energię   wewnę trzną,  a  T temperaturę
w  skali  Kelvina.  Zgodnie  z  założ eniami, inaczej  niż  w  przypadku  ciał   krysta-
licznych, moż na przyją ć  dU  ftf  0, skąd  otrzymuje  się   obowią zują cy  dla  tworzyw
o  budowie  łań cuchowej  zwią zek

(5.2)  dA  =  —TdS.

Jeż eli  teraz  przyrównać  przyrost  energii  swobodnej  układu  do  elementarnej
pracy  Pdl  i podstawić  powyż sze  do  (5.2),  to  po  przekształceniach  otrzymuje
się

(5.3)  -   P = = - T ^ - ,

gdzie  P  oznacza sił ę  rozcią gają cą   obję tość  1 cm3. Jeż eli  siła P  działa na sześ cian
o  krawę dzi  równej  1  cm,  to  naprę ż enie  wynosi

W  trakcie  odkształcenia krawę dzie  sześ cianu  doznają   wydłuż eń okreś lonych
zależ noś cią   (4.4),  wobec  czego  naprę ż enie  rzeczywiste,  odniesione  do  pola
przekroju  odkształ conego,  jest  równe

(5.4)  < r^  1

P

1  =XP.
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Kombinując  zwią zki  (5.3)  i  (5.4)  otrzymuje  się   ostateczny  zwią zek  pomię dzy
naprę ż eniem  i  entropią   w  postaci

(3.3;  O  —  —M  —JT- .

Róż niczkując  zależ ność  (4.13)  uzyskuje  się

(5.6)  #  =  - |*

Podstawiając  (5.6) do (5.5) znajduje  się  zwią zek  mię dzy naprę ż eniem a odkształ-
ceniem  w  postaci

(5.7)  „ =

Dla celów praktycznych  zależ ność (5.7) daje  się   znacznie uproś cić.  Podstawiając
wartoś ci  X do zwią zku  (5.7)  moż na  łatwo stwierdzić,  że  dla wydłuż eń do  100%
lub  skróceń  do  50%  pominię cie  drugiego  członu  zwią zku  (5.7)  prowadzi  do
bł ę dów  nie  przekraczają cych  1%.

a/ kTL
tuu

ao

4.0

20

ao

- zo

- AO

- ao

/

/

f

I
1
/

- y
~~~

°/
/

/

0.1  OA  0.6  0.8  AS  1.2  AA  A.B  1.B  2.0

Rys.  2

Moż na zatem przyją ć,  że zwią zek  naprę ż enie- odkształ cenie jest  wystarczają co
dokładnie  wyraż ony  zależ noś cią

(5.8) a =
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Dla  mał ych  odkształ ceń, przy  spełnieniu  warunku  |e|  <  1,  moż na  za  pomocą
(5.8)  otrzymać  wyraż enie  asymptotyczne.  Biorą c  pod  uwagę   przybliż enia

A  \ / J ~  2

znajduje  się   prostą   zależ ność  liniową :

(5.9)  a =  7,5kTLe,

N a  rysunku  2 pokazano wykresy funkcji  (1.2) i  (5.8). Należy zaznaczyć, że wynik
(5.8)  pozostaje  w  dobrej  zgodnoś ci  z  rezultatami  badań  doś wiadczalnych  przy-
toczonymi  w  pracy  Flory  [3].

6.  Wnioski

Uzyskane w  niniejszej  pracy wyniki  i ich zgodność z eksperymentem  ś wiadczą
o  zastosowaniu  modelu  matematycznego  zjawiska,  oddają cego  w  dobry  sposób
zależ ność  pomię dzy  naprę ż eniem  a  odkształceniem.  W  rozważ aniach  swoich
KU H N  [1]  i  WALL  [2]  przyjmowali,  że  tworzywo  utworzone jest  z łań cuchów
o  pewnej  ś redniej  długoś ci  równej  /ow0,  gdzie  n0  jest  ś rednią   iloś cią   wią zań  che-
micznych  w  makroczą steczce  tworzywa.  W  pracy  niniejszej  przyję to,  że  długość
poszczególnych  ł ań cuchów  czą steczek  jest  róż na  i  zmienna  w  granicach

0  <  nlo  <  oo  ,

przy  czym  ilość  łań cuchów  o  długoś ci  zawartej  w  przedziale

[n, n+dn]

dana  jest  przez  gę stość  prawdopodobień stwa  (3.2).
Zgodność  otrzymanych  wyników  z  doś wiadczeniami  F lory  [3]  pozwala

uważ ać,  że przyję te  w pracy  niniejszej  uproszczenia  są   dopuszczalne  i nie wpro-
wadzają   istotnych  róż nic.
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P  e 3  IO M e

3ABHCHMOCTL
B  CJIY^AE  OCEBOrO  PACTfl)KEHHfl  MATEPHAJIA

MOJIEKYJIJIPHOrO  CTPOEHHH

PaSoTa  nocBHmeHa  TeopeTtraecKOMy  HCCJieflOBaHHio  3aBHCHM0CTn
He  HBJiHiomeń cH  dpyHKniieii  BpeMeHĤ  B HHTepBajie  <(BbicoKoii  ynpyrocTn»  fs.nn  HCKOTOPLIX  iwa-
TepHanoB  c  ijenHBiM   CTpoeHHeM.  IIojiB3yHCb  cfiynKqiieii  pacnpeflejieHHH  RJIHH
rieneił   nacrau;  B  MaTepnajie,  HMeiomeS  cpopMy

a  (foyHKU;H2H  BepOHTHOCTH BBinpHMJieHHH OflHOH

yn

6WJIO  nDJiyq;HO  ycpe^HeHnoe  pacnpeflejiaHae  BepoaTHOCTH  BbinpfiMnetniH  HCCJieflyeaioro  Ma-
KOTopoe  MOH<HO  npeflciaBHTŁ  B

3aTCM   npHMeHHH nojio>i<eHHe  o HeoKiiMaewocTH  MaTepnajia  H  ocHOBHbie
6wna

nyqul5  msM   flpyrue  H3BecTHHe  3aBHCHM0CTH  flna  Hccjieflyenioit  rpyn n bi
coraacyeTCH  c

S u m m a ry

STRESS- STRAIN  RELATION  FOR  CHAIN  STRUCTURE  MOLECULE  MATERIAL S
I N  CASE  OF  SIMPLE  TEN SION

The  paper  presents  a  theoretical  investigation  of  the  stationary  stress- strain  relation  in  the
region  of  «high elasticity* for  certain materials with  internal structures  of  long  chain  molecules.
Assuming the distribution  of  lengths  of  individual  chains  in the  form

A  =  P^ne- P"

and  the distribution of  probability  of  straightening of a  particular chain molecule —•   in  the  form

a  \  1  - x'ln
j{xn)  =  —j=e

the  mean distribution of probability  of straightening of the considered material can  be  represented
by  rhe  formula

8 Mechanika Teoretyczna i Stosowana
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Applying  furthermore  the  incompressibility  hypothesis  and  the  fundamental  laws  of  thermo-
dynamics,  the approximate  stress- strain  relation can be  derived,  i.e.

a=

This  relation  proved  to  be  in  a better  agreement  with  experiments  than  other  formulae  when
applied  to  the  group  of  materials  under  consideration.
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