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1. Wstep

Wiele przyczyn technicznych zfozylo si¢ w ostatnich latach na wzrost zainte-
resowania zagadnieniami naprezen i odksztalcen w cialach lepkosprezystych.
Praca nasza, poswiecona wylgcznie cialom, ktére wykazujg przy warunkach
izotermicznych i dla odksztalcen infinitezymalnych wlasnosci liniowej lepko-
sprezystosci, ma stuzyé dwom zadaniom. Po pierwsze, zamierzamy podaé
w niej systematyczny przeglad ostatnich wynikéw w tej dziedzinie, a po
drugie — zapoznaé¢ Czytelnika z zagadnieniami szczegélowymi i z literaturg
przedmiotu.

Opracowanie nasze ogranicza sie giéwnie do analizy quasi-statycznych
napre¢zen cieplnych w cialach jednorodnych, izotropowych i wykazujacych
lepkosprezystoéé liniows. Zagadnienia dotyczace cial niejednorodnych i anizo-
tropowych, wplywu sit bezwladnosci i sprz¢zenia termo-mechanicznego s3
jedynie wymienione przy koricu pracy (p. 7).

W pierwszej czesci pracy (p. 2, 3 1 4) omawiamy teori¢ termo-lepkosprezystosci
przy zaloZeniu, ze mechaniczne wiasnoéci materialu nie zaleza od temperatury.
Poniewaz predkosé zachodzenia proceséw lepkosprezystych jest bardzo wrazliwa
na zmiany temperatury, zalozenie to jest dalekie od rzeczywistodci fizykalne;j.
Mimo to teoria materialdw o wlasnodciach niezaleznych od temperatury moze
by¢ uzyteczna jako wstep do bardziej realistycznego potraktowania zagadnie-
nia, tym bardziej ze przy tych zalozeniach otrzymano wiele rozwigzan szczegdl-
nych.

Nastepna czeéé pracy (p. 5 1 6) dotyczy cial lepkosprezystych o wlasnosciach
zaleznych od temperatury, przy czym szczegdlny nacisk polozono na teorig
materialéw o prostych wlasnosciach termo-reologicznych. Teoria ta opiera
si¢ na hipotezie, ze réwnomierna zmiana temperatury catego ciala wplywa
na zmiang¢ jego wlasnoéci mechanicznych powodujac tylko réwnomierne- znie-
ksztalcenie skali czasu. Nalezy zaznaczyé, ze szczuplo$¢ miejsca poswigconego
tu wplywowi wlasnosci mechanicznych zaleznych od temperatury nie oznacza,
ze wplyw ten ma niewielkie znaczenie, lecz ze zagadnienie jest bardziej zfoZone.

Mimo ze w naszych rozwazaniach duzo uwagi po$wigcamy zwigzkom réz-
niczkowym pomiedzy naprezeniami i odksztalceniami, stwierdzié nalezy, ze
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ogdlniejsza od nich catkowa postaé tych zwigzkéw jest odpowiedniejsza w za-
stosowaniu do cial o ciaglym widmie czaséw relaksacji lub opdéZnienia.
Mozna to uzasadni¢ dobrze znanym faktem, ze modele skonczone, podlegajace
operatorowym prawom rozniczkowym (pomimo ich warto$ci poznawczej
i tradycyjnej popularnosci), nie dajg $cistej podstawy do opisania i przewidywan
zachowania sie rzeczywistego ciala lepkosprezystego w znacznym przedziale
czasu lub czestodci. Brak ten jest jeszcze bardziej widoczny dla modeli zaleznych
od temperatury.

Rozwazania nasze dotyczace teorii termo-lepkosprezystosci opierajg sie
w duzym stopniu na wynikach otrzymanych we wczeséniejszej pracy [1], do-
tyczacej teoril izotermicznej. W szczegdlnosci szerokie wykorzystanie wlasnodci
splotu Stieltjesa, o ktérych byla mowa w pracy [1], ulatwia operowanie funk-
cjami nieciaglymi w czasie. W pracy [1] podkresliliémy, ze algebra i rachunek
splotu stanowia najwlasciwsze narzedzie matematyczne w przypadku teorii
liniowej lepkosprezystosci. Natomiast nadmierne poleganie na transformacjach
calkowych powoduje czasami zaciemnienie odno$nych rozwazan.

Wydaje sig, Ze pewne podane w pracy wyniki teoretyczne, mimo Ze posiadajg
charakter elementarny, nie sg jeszcze znane. W tym sensie praca nasza ma
charakter pracy nie tylko przegladowe;j.

2. Mechaniczne wlasno§ci niezaleine od temperatury.
Sformulowanie zagadnienia brzegowego

W przypadku braku efektéw sprzezenia termo-mechanicznego podstawowy
uktad réwnan teorii pola, rzadzacych teorig quasi-statystycznych liniowych
cial lepkosprezystych, sprowadza si¢ do zlinearyzowanych zwiazkéw pomiedzy
odksztalceniami 1 przemieszczeniami, do naprezeniowych réwnan réwnowagi
1 do odpowiednich liniowych praw dziedziczenia. Odniesiemy nasz uklad
réwnani do kartezjafiskiego prostokgtnego uktadu wspélrzednych x; i zastosujemy
zwykla notacje wskaznikows L.

Niech (X, t), &;(X, ), 0;(x,t) beda wartoSciami sktadowych przemiesz-
czenia, infinitezymalnego odksztalcenia oraz naprezenia w punkcie o promieniu
wodzacym X w chwili 2. Wtedy swiqzki pomiedzy przemieszczeniami 1 odksztal-
ceniami przyjmuja postaé

1
(2.1) &y = —Z‘(u:,j +u;0),

natomiast réwnania réwnowagi majg postaé nastepujacy:
(2.2) 0y, +Fi=0, o;=o0y,

przy czym F; sg skladowymi sit masowych.

1 O ile nie bedzie to osobno zaznaczone, wskazniki lacinskie bedg przybieraé wartosci 1, 2 i 3;
stosujemy konwencj¢ sumacyjna wzgledem powtarzajacych sie indekséw, a przecinek poprzedza-
jacy indeks oznacza rdéiniczkowanie czastkowe wzgledem odpowiedniej wspélrzgdnej ukladu
kartezjanskiego.
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W celu uproszczenia réwnan stanu lepkosprezystych cial izotropowych
wprowadzimy skladowe dewiatora odksztalcenia i naprezenia

1

Gij = &y — 7 ‘Sij Ekro

(2.3) 1

Sij = Uu—g‘ﬁuokk >

gdzie d;; jest symbolem Kroneckera. Nastepnie przez T(x, #) oznaczymy lokalng
chwilowg temperature, a przez T, dowolnie przyjeta temperatura odniesienia.
Funkcje @ zdefiniowana zwiazkiem

(2.4) 0 =T—T,,

bedziemy nazywali historia pola temperatury. Wreszcie przez a oznaczymy
wspotezynnik rozszerzalnodci cieplnej zakladajac, Ze jest on staly. Jezeli @ bedzie
funkcjg temperatury, to wszystkie poprzednie rozwazania ulegng zupelnie
elementarnemu uogélnieniu: nalezy wtedy po prostu a zastapié przez o, =
a(Ty), a zwiazek (2.4) przez zalezno$é

T
(2.5) O ty=— [ o(1")dT".
a g,
Odpowiednie liniowe, izotropowe zwigzki dziedziczenia pomiedzy odksztat-
ceniami i naprezeniami w postaci calkowego prawa relaksacji przybiora nastgpu-
jaca postaé:

(2-6) Sij=eij*dG1, Gkk=(ekk——3a@) *ng-

Tutaj G; 1 G, oznaczajg odpowiednie moduly relaksacji dla $ciskania izotro-
powego. Moduly te sg obecnie wylgcznie funkcjami czasu, poniewaz ograni-
czamy si¢ do cial jednorodnych i zakladamy, ze wtasnosci mechaniczne ma-
terialu nie zalezg od temperatury.

Zapisujgc zwiazki (2.6) zastosowaliémy skrécony zapis splotu Stieltjesa,
wprowadzony uprzednio w pracy [1] w zwigzku z teorig izotermiczng. A wigc
jezeli f i g s3 funkcjami polozenia i czasu, to w == f * dg bedzie funkcja zdefi-
niowang przez calke Stieltjesa

@.7) w(x, )= [frdglx, )= [ f(x, t—1)dg(x, )

V=—o
pod warunkiem, ze calka ta ma sens.

Zauwazmy, ze zgodnie ze zwigzkami (2.6) tensor naprezenia w kazdej usta-
lonej chwili jest liniowym, cigglym i izotropowym funkcjonatem calej poprze-
dzajacej lokalnej historii temperatury i odksztalcenia; co wigcej, odwzorowanie
historli temperatury i odksztalcenia na stowarzyszona histori¢ naprezenia
jest niezmiennikiem wzgledem przesunigcia skali czasu oraz posiada te wtasnosé,
ze naprezenia spowodowane swobodnym rozszerzeniem termicznym znikajg
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tozsamosciowo. Mozna wykazaé? (przy odpowiednich zatozeniach o regular-
nosci), ze (2.6) jest najogélniejszym zwigzkiem pomigdzy odksztalceniami
i naprezeniami spelniajgcymi powyzsze wymagania.

Réwnania pola (2.1),(2.2) i (2.6) muszg by¢ spelnione w czaso-przestrzeni®
R X (— o0, o), to znaczy dla wszystkich (x, ¢) takich, Ze X nalezy do otwartego
obszaru R wypelniajacego wnetrze ciata, a ¢ lezy w przedziale (— co, o).
Bez zasadniczego zmniejszenia ogdlno$ci mozemy na powyZsze réwnania
pola nalozyé warunek, aby cialo znajdowalo si¢ pierwotnie w stanie nieza-
burzonym w sensie warunkdéw poczqthowych:

(28) u‘:EijZGij:FiZQZO dla RX ("—' w, O),

gdzie R jest domknieciem R, to znaczy obszarem ¥ wraz z jego brzegiem.
Wreszcie w przypadku zagadnienia z mieszanymi warunkami brzegowymi
mamy nastepujace warunki brzegowe: '

ul:u? na le(_ o0, OO))

(2.9)
S;=oyn; =S8 na B,X(— w0, o).

Tutaj B, i B, s3 dopelniajacymi podzbiorami brzegu B obszaru ¥, n; jest ze-
wnetrzng jednostkowg normalng do B, natomiast #} i S} sa odpowiednio danymi
przemieszczeniami i naprezeniami powierzchniowymi.

W braku wyraznego stwierdzenia Ze jest inaczej, bedziemy odtad zaktadaé,
ze zbiory punktéw R, By, B, nie zalezg od czasu. Bedziemy takze przyjmowaé,
ze R jest ograniczonym regularnym obszarem przestrzeni® oraz ze B; i B,
sg catkowalne.

Tak wigc rozwazany problem polega na wyznaczeniu funkcji u, ¢, o,
ktére dla danych R, B,, B,, znanych G;, G,, « i danych F,, @, u?, S? spel-
niajg réwnania pola (2.1), (2.2), (2.3), (2.6) w R X (— o0, c0) oraz po-
nadto — warunki poczatkowe (2.8) i warunki brzegowe (2.9). Historig pola
temperatury @ mozna w szczegblnodci okresli¢ jako rozwigzanie niezaleznego
zagadnienia przewodnictwa cieplnego.

Wprowadzimy nastepujgca definicje stanu lepkospresystego. Mowimy, ze
uporzqdkowany uklad wielkosct w;, ¢, oy nalezy do klasy standw lepkosprezystych
na R X(— oo, ), odpowiadajqcych danym G,, G,, a, F,, O i zapisujemy
(2.10) (i, &5, 0], €V [Gy, Gy 0, F;, @] na RX(— o0, ),
jezelt

a) Gg(f = 1,2) =znika na (— o, 0), jest dwukrotnie réiniczkowalne w sposob
ciggly na [0, o), oraz Gy (0) >0; '

? Por. [1] p. 2, gdzie przedstawiono odpowiednie wyniki w przypadku teorii izotermicznej.

3 Kartezjanski iloczyn zbioru 4 i zbioru B bedziemy oznaczaé w sposéb konwencjonalny
AXB.

4 Przez «regularny obszar przestrzeni» rozumiemy obszar, ktérego brzeg sklada sie ze skoniczo-
nej liczby nie przecinajgcych si¢ zamknigtych powierzchni regularnych; z kolei ten termin uzyty
jest w sensie podanym przez Kellogga [2].
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b) u, &y. o, Fy, © znikajg na R X (— 0,0) i sq ciggle na R X [0, ).
O jest jednokrotnie, a u;—trzykrotnie roiniczkowalne w sposéb ciggly na R X
[0, o0);

c) réwnania (2.1), (2.2) (2.3), (2.6) sq spelnione w R X (— 0, ). Fezeli
w szczegdlnosci @ = 0 na R X (— o, ), to méwimy, ge stan [u,, &;, o]
Jest tzotermiczny i piszemy

(2.11) [w:, &y, oy] e?ﬂ [Gy, Go, Fy]l ma R X (— o0, o).

Postulaty a), b), c), cho¢ czedciowo si¢ pokrywajg, to s3 jednak niesprzeczne.
Réwniez zalozenia dotyczace gladkosci, zawarte w a), b), moga byé oslabione
(szczegdlnie gdy dotyczy to zaleznosci od czasu) kosztem bardziej wypracowa-
nych hipotez regularnoéci. Jednak takie ulepszenia wymagalyby wprowadzenia
w dalszych twierdzeniach dodatkowych zalozer ubocznych dotyczgcych glad-
koéci, ktore odwiodlyby nas jednak od gléwnego celu naszej pracy.

Nalezy podkresli¢, ze funkcje wystepujgce w poprzedniej definicji stanu
lepkosprezystego moga wykazywaé nieciaglosci o skoficzonym skoku w punkcie
t = 0. Chociaz tego rodzaju osobliwoséci sa fizykalnie nierealne, szczegdlnie
w kontekdcie teorii quasi-statycznej, to — dzigki zasadzie Duhamela — graja
one wazng rol¢ w teorii catkowania podstawowych réwnan pola. Jedng z korzysci
wynikajacych ze sformulowania réwnan stanu (2.6) w postaci splotu Stieltjesa
jest mozliwoéé systematycznego rozpatrzenia wspomnianych niecigglodci
i unikniecia zwyktych, czysto formalnych manipulacji z funkcja delta Diraca.

Jezeli réwnanie (2.10) jest spelnione, to zwigzki pomigdzy naprezeniami 1 od-
ksztatceniami przedstawié¢ mozna w sposéb konwencjonalny za pomocg catki
Riemanna (por. [1], twierdzenie 3.4) waznej dla (x, ¢) z obszaru R X [0, o)

sy (%, 1) = Gy(2) 8y(x) + [ Gy (t— 1) éy(x, ') at’,
(2.12) ° t )
(%, ) = Go(2) [ (%) — 30 O (x)] + [ Galt — ') [, t') — 3B (x, 1')] dt".
0

Zaréwno tu jak i w dalszym ciagu pracy f oznacza pierwsza pochodng czasows
funkcji miejsca i czasu f, natomiast

(2.13) fx) =7(x,0).

Rozpatrzymy teraz przypadek ciala sprezystego. W tym celu zdefiniujemy
jednostkows funkcje Heaviside’a A(t) w sposéb nastepujacy

ht)=0 dla — o<2<0,
(2.14)
A(ty=1 dla <t < 0.

Ze zwigzkéw (2.12) wynika natychmiast, ze gdy przyjmiemy
(2.15) G, =2uh, G,=3Kh,
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gdzie p 1 K sg stalymi, to zwigzki pomiedzy naprezeniami i odksztalceniami
(2.6) przyjma postaé '
(2.16) sy =2uey, oy =3K(ey—3a0).

Uwzgledniajac (2.3) widzimy, Zze réwnania (2.16) s3 réwnowazne prawu
Hooke’a (uzupeinionemu czlonami termicznymi), x jest modulem odksztal-
cenia postaciowego, a K modulem rozszerzalnodci objgtosciowej materiatu
sprezystego. Powyzsza uwaga wskazuje na to, ze klasyczna, quasi-statycsna
teoria sprezystosci jest przypadkiem szczegolnym rozpatrywanej tu ter-
mo-lepkosprezystosci. Podamy nastepujacg definicje quasi—statycznego stanu
spresystego. Jezeli warunek (2.10) jest spelniony, a funkcje relakasacji spelniajq
zwiqzki (2.15), pray czym u oraz K sq stalymi (dodatnimi), to méwimy, ze uklad
[, ,&ij, 0y] malezy do klasy quasi-statyczmych standw sprezystych na R X
X (— o0, w) odpowiadajqcych danym u, K, a, F;,, O i piszemy

(2.17) (i, €y, 0yl €€ [p, K, a, F;, ®] na RX(— oo, o).
Q

Z powyzszej definicji jasno wynika, Ze quasi-statyczny stan sprezysty, ktdry
nie znika toZsamosciowo na ‘¥ X (— co, co), nie moze by¢ niezalezny od czasu
w calej rozwazane]j czasoprzestrzeni. Z (2.17) wynika natomiast, ze u;, &;, o
muszg spetnia¢ warunki poczatkowe (2.8). Poniewaz bedziemy mieli do czynienia
réwniez z rozwigzaniami podstawowych réwnan pola termosprezystego, zalezny-
mi tylko od miejsca, wygodne bedzie wprowadzenie pojecia stacjonarnego
(ustalonego) stanu sprezystego. Mowimy, zZe [u;, &, 0] nalezy do klasy stacjo-
narnych stanéw sprezystych na R, odpowiadajqcych danym p, K, o, F;, 0 i za-
Dbisujemy
(2.18) f[w, 65, 05;1€€ (1, K, ¢, F, ®] na R

gdy:

a) u t K sq stalymi (niekoniecznie rzeczywistymi),

b) u, &, o1, I';, O sq funkcjami miejsca ciqglymi na R, przy czym O jest jedno-
krotnie, a u; — trzykrotnie régniczkowalne w sposéb ciqgly na R,

c) réwnania (2.1), (2.2), (2.3), (2.16) sq speinione w R.

Powéd, dla ktorego w obecnej chwili nie zadamy, aby state u 1 K byly rzeczy-
wiste, wyjasni sie w koricu p. 4. Na razie zauwazmy, ze dla kazdego ustalonego
t w przedziale (— o0, o) z réwnania (2.17) wynika?®

(219) [ui(': t))eij(')t))aij('7t)]e C[,UYK) a, Ft(')t)’@(';t)] na R.

Tak wigc kazdy quasi-statyczny stan sprezysty na RX(— oo, 00) uwazaé
mozna za jednoparametrowg rodzine (z czasem spelniajgcym role parametru)
stacjonarnych stanéw sprezystych na R, odpowiadajacg tym samym stalym
sprezystym oraz odpowiedniej rodzinie sit masowych i rozkladéw temperatury.

& Jezeli f jest funkcja miejsca i czasu zdefiniowana na R X (— o0, ©0), to przez f( -, t) oznacza-
my funkcj¢ miejsca zdefiniowana na R, otrzymang jako wynik odwzorowania f przy ustalonym
czasie z przedzialu (— oo, o).
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Spostrzezenie to odzwierciedla fakt, Ze w quasi-statycznej teorii sprezystosci
czas spelnia tylko role parametru, natomiast quasi-statyczna teoria lepko-
sprezystosci zalezy od czasu w sposdb istotny.

Dotychczas sformulowaliSmy zagadnienia brzegowe w teorii termo-lepko-
sprezystosci w oparciu o prawo relaksacji (2.6). Zakladajac, ze Gy4(f = 1, 2),
gy 1 o0y; spelniajg warunki a) i b) podane w definicji stanu lepkosprezystego,
mozemy odwrdci¢ zwigzki pomigdzy naprezeniami i odksztalceniami (2.6).
Prowadzi to (por. [1], twierdzenie 3.3) do réwnowaznego calkowego prawa
pelzania:

(2.20) e,-j=5;_,-*d]1, Ekk=dkk*dJ2+3a@7
gdzie J, i J, oznaczaja odpowiednio funkcje pelzania przy $cinaniu i przy $ciska-

niu izotropowym. Ponadto dwie pary funkcji Gpi Jp (f = 1, 2) polaczone sg
zwigzkiem

(2.21) Gp#dJy=h na (—co, 0);

stosujac za$ oznaczenia przyjete w [1] (twierdzenie 1.3) dla «odwrotnosci
Stieltjesa» funkcji czasu otrzymujemy

(2.22) Jy=GFt na (— o0, ©).

Z réwnania (2.21) wynika dalej, ze

1
(2.23) Cods() + [Cot—1)Ty()dt' =1 dla 0<i< 0.
0

Z réwnania (2.12) i odpowiadajacego mu wzoru dotyczacego pelzania otrzy-
muje si¢ natychmiast znane fizykalne znaczenie funkcji relaksacji i pelzania.
Tak wiec

(2.24) e;=h na R X (— o0, o0) oznacza, ze §;; =G, na R X (— 0, c0),
(2.25) s;=h na R X (— o0, 00) oznacza, e e; =Jy na RX(— o, ).
Analogiczna interpretacja odnosi si¢ do G, i J,.

Jeieli f jest funkcja miejsca i czasu, posiadajacg transformacje Laplace’a
wzgledem czasu, to fakt ten zapisujemy nastepujaco:

(2.26) Fox) = £4£ 0 0y =[x 2) exp (= D,

gdzie # oznacza parametr transformacji. Przyjmujac, ze Gy i Jp(f = 1,2) s3
rzedu wykladniczego dla ¢t — co, mozemy z (2.23) oraz z twierdzenia o splocie
transformacji Laplace’a wyciggngé nastepujacy wniosek:

(2.27) @M@@=%,ﬁ:LZ

Wreszcie zajmiemy si¢ zwigzkami pomigdzy naprezeniami i odksztatceniami
W postaci réwnan rézniczkowych, noszacych tradycyjnie nazwe operatorowych
praw rézniczkowych liniowej lepkosprezystosci. W tym celu wprowadzimy
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najpierw nastgpujgce oznaczenia. Jezeli f jest (odpowiednio gladks) funkcjs
miejsca i czasu zdefiniowang na R X(— o0, ), to jej n-ta pochodnq czastkows
wzgledem czasu oznaczymy przez

(2.28) fr=Df, n=0,1,2, ...,

gdzie D jest operatorem rézniczkowania wzgledem czasu. Dalej oznaczymy
przez f™ funkcje miejsca zdefiniowang nastgpujgco:

(2.29) f(x) =fm(x,04) dla x w R.
Operatorowe prawo rézniczkowe przyjmie wigc postaé:
(2.30) - P (D)s;; = O:(D)eyj» Po(D)oy = Q2(D)[ex— 30 O],

przy czym Py(D), Op(D) (B =1, 2) s3 liniowymi operatorami rézniczkowymi

Ng
Pﬂ(D) = Zpﬁ:n Dr,
n=0
(2.31)

Np
QB(D>=Z Qﬂ:nD"’ ﬁ=1,2-

n=0

Tutaj Ny(f =1, 2) s3 liczbami naturalnymi, a wspélczynniki ps,,, gp., 3
stalymi parametrami dla danego (niezaleZnego od temperatury) materialu.
Mozemy oczywiscie zatozyé, ze albo pg., # 0, albo g, # 0, gdy n = N,
(=1, 2), tak ze dla ustalonego § co najmniej jeden z operatoréw w (2.31)
jest stopnia Ng. Réwnania rézniczkowe (2.30) posiadajg rozwigzania
w R % (0, o) oraz muszg spetniaé nastepujgce warunki poczgtkowe na R:

N1

Zplnsl(; r)-—2q1ne§_;l r), r=1’27"')N1>

n=r

(2.32)

ZPz 50~ r)—qu [P —3a60"], r=1,2,...,N,.

Z elementarnego uogdlnienia twierdzenia 4.1 w [1] jest oczywiste, ze réwna-
nia (2.30) i (2.32) wynikajg z warunku (2.8) oraz z catkowego prawa relaksacji
(2.6) lub catkowego prawa pelzania (2.20), o ile tylko e, a;; 1 @ s3 dostatecznie
gladkie i podobnie jak funkcje relaksacji i pelzania wykazujq zdegenerowane
charakterystyki skoriczonego widma czaséw relaksacji i opéznienia. W pierwszym
przypadku p,.; 7% 0 dla n = Ny(f = 1, 2), natomiast w drugim przypadku
Gnip 7 0 dla n= Ny(B =1, 2).

Dla przypadku izotermicznego fizykalne znaczenie warunkéw brzegowych
(2.32) zostalo ustalone w pracy [1] (twierdzenie 4.1%).

® Por. réwniez BoLEY i WERNER [3], p. 15.6.
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Przypudémy wigc, ze © znika tozsamosciowo, a X jest ustalone. Wtedy warunki
(2.32) sa konieczne i dostateczne na to, aby kazda para funkcji e;(x, *), oy;(x, -)
ktéra znika na (— oo, 0), spetnia (2.30) na (0, o) i wykazuje nieciaglodci o skon-
czonym skoku w chwili z = 0, byla granicg pary ciagéw, ktére znikaja na (— oo,
‘0), spelniaja te same zwigzki pomigdzy naprezeniami i odksztalceniami (2.30)
i posiadaja pochodne czasowe [ciggle na (— o0,0)] tych samych rzedéw co
réwnania (2.30).

Jezeli prawo catkowe (2.6) daje si¢ sprowadzi¢ do rézniczkowego prawa opera-
torowego (2.30), to wtedy transformacje Laplace’a funkcji relaksacji istnieja,
sg wymierne i wyrazaja si¢ ([1], twierdzenie 4.8) wzorem

(2.33 Gyiy=-2_ 5y 2,

( ) B ("7) 7P, (,'7) p

Przeksztalcajac w podobny sposéb calkowe prawo pelzania (2.20) otrzymujemy
Pp(n)

(2.34 Jy(n) = LML =1,2.

(39 ST AN

Dodatkowe wyniki dotyczace przejécia od operatorowych praw catkowych
do praw rézniczkowych 1 odwrotnie znaleZé mozna w pracy [1] (p. 4).

Poniewaz materialy posiadajace skoriczone widma relaksacji lub opdznienia
przedstawiaé mozna w znany sposéb za pomocamodeli zlozonych z siatki o skon-
czongj liczbie sprezyn i tlumikéw, to w wigkszosci prac z zakresu lepkospre-
Zystodci stosuje sie zwiazki miedzy naprezeniami i odksztalceniami w postaci
rézniczkowej, a nie catkowej. Nalezy jednak pamietaé, ze takie podejscie nie
jest ani uzasadnione wzgledami ogdlnosci, ani usprawiedliwione z punktu
widzenia praktyki, poniewaz $cisly opis zachowania sie rzeczywistych ciat lepko-
sprezystych dla duzych zakreséw czasu (lub czgsto$ci) wymaga zastosowania
operatoréw rézniczkowych stosunkowo wysokiego rzedu.

3. Mechaniczne wlasno§ci materialu niezalezne od temperatury. Zwiazki ogélne

Obecnie zajmiemy sig ogdlnymi wynikami dotyczacymi podstawowych réwnan
teorii pola i zagadnienn brzegowych rozpatrzonych w poprzednim punkcie.
W zwigzku z tym nasze rozwazania ograniczymy do materialéw, ktérymi rzadzi
calkowe prawo relaksacji (2.6); analogiczne wnioski mozna jednak zastosowal
do catkowego prawa pelzania (2.20) oraz do operatorowego prawa rézniczkowego
(2.30).

W celu ulatwienia naszego zadania sformulujemy najpierw zwigzek miedzy
omawiang teorig termo-lepkosprezysto$ci i odpowiednia teoria izotermiczna.
Zwiazek ten wyraza analogia sil masowych. Przypusémy, ze

3.1 (i, &, oy] e V[Gy, Gy, a, F;, @] na R X(— o0, ©)
oras ze
u,=uf’ na le(—w, W),

(3-2) S;=S! na B;X(— 0, o).
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Nastepnie niech iy, &;, G, F, bedq zdefiniowane na RX (— w, ©) w naste-
pujgcy sposéb:

Oy =y, &y, =&,
(3.3) oy = o+ ad; 0 *dG,,
F, = F;—a0,,+dG,;
wiedy
(3.4) [, &; 51,.1561)) [Gy, Gy, F;] na Rx(— 0, ),
oraz
(3.5) i, = u? na By X(— w0, ©),

S, = 8'+an,0%dG, na B, x(— o, ).

Na odwrdt, jezeli © posiada te same wlasnosci jak w definicji stanu lepkospre-
gystego, to wtedy réwnania (3.3), (3.4), (3.5) pociqgajq =za sobg (3.1) i (3.2).

Prawdziwos$é powyzszego twierdzenia mozna latwo stwierdzi¢ wychodzac
z definicji dotyczacych stanu lepkosprezystego oraz izotermicznego lepko-
sprezystego 1 wykorzystujgc znany wynik ([1] twierdzenie 1.6) odnoszacy sie
do przestrzennego rézniczkowania splotéw Stieltjesa. Jako szczegélny przypadek
otrzymamy dobrze znang w termosprezystosci? analogi¢ sit masowych, gdy
funkcje relaksacji spetniaé beda (2.15).

Chociaz rozpatrywana uogélniona analogia sprowadzajaca mieszane zagadnie-
nia brzegowe termo-lepkosprezystosci do zwyktego mieszanego zagadnienia
teorii izotermicznej nie posiada praktycznej wartoéci uzytkowej w przypadku,
gdy poszukujemy konkretnych rozwigzan zagadnienn szczegélowych, to jednak
ma ona powazne znaczenie teoretyczne. Analogia ta pozwala bowiem uogdlnié
twierdzenia znane z teorii izotermicznej na warunki nieizotermiczne. Wykazemy
obecnie pewne wazniejsze wnioski osiggnigte w ten wiadnie sposdb.

Z twierdzenia Volterry [4]® dotyczacego jednoznacznoéci rozwiazania mie-
szanego zagadnienia izotermicznego w zwiazku z powyzsza analogia sil ma-
sowych otrzymujemy natychmiast twierdzenie o jednoznacznosci.

Przypusémy, ze
[uh Eij) O'U]qu [Gl’ G2) a, Fl')@] na RX ('— oo, OO),

3.6

(3-6) (1, &5, 0,;]€ V[Gy, Gy, a, F;,0] na Rx(— 0, o)
oraz niech

(3.7) w; =13 na ByX(— oo, ), S;=.8] na Byx(— o0, ),

7 Por. np. [3], p. 3.3.
8 Por. [1] p. 8; znalezé ram mozna nieco ogélniejsza wersje i bardziej szczegblowy dowdd
wyniku Volterry w szczegdlnym przypadku ciala izotropowego.
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wtedy

(3.8) [wis &5 03] = [24:, &5, 03]+ [w;, 0, 0] na R X (— o0, o0),

pray czym wi =0 na RX(— ,0) orax w; praedstawia (infinitexymalny)
sztywny ruch calego ciala na R [0, «o].

Zgodnie z warunkiem a) w definicji stanu lepkosprezystego funkeje relaksacji
wystepujace w (3.6) powinny spelnia¢ nieréwnosci

(3.9) Gy>0, f=1,2.

Oznacza to, Ze muszg one posiadaé dodatnie wartosci poczatkowe. Interesujace
jest to, ze (oprécz zatozenia o gladkosci) dla zagwarantowania jednoznacznosci
nie potrzeba nakltada¢ zadnych ograniczen na przyszle zachowanie si¢ Gj.

Nastepujace twierdzenie, ktére jest elementarnym wnioskiem z twierdzenia
6.1 w [1]i z analogii o sitach masowych, podaje charakterystyke poczatkowe-
go stanu pola odpowiadajgcego stanowi lepkosprezystemu.

Warunki poczqtkowe. Niech [u;, e;, o] spelnia (2.10). Witedy
(3.10) [us, &5, 01€ € [, K, @, F;, 6] na R,
gdzie

U= % Gy, K =% G,.

W kontekscie teorii termo-lepkosprezystosci wynik powyzszy posiada okreslo-
ng interpretacje fizyczna, jest bowiem réwnowazny znanemu twierdzeniu, ze
w chwili poczatkowej cialo lepkosprezyste zachowuje sig tak jak cialo sprezyste.
Oprécz tego powyzsze twierdzenie pozwala bezposrednio wyznaczyé poczgtkowe
przemieszczenia, naprezenia i odksztalcenia nalezace do rozwigzania miesza-
nego zagadnienia teorii termo-lepkosprezystoéci, z rozwigzania stacjonarnego
zagadnienia termosprezystoscl; z kolei tym zagadnieniem rzadzg poczqtkowe
sily masowe, temperatura i dane powierzchniowe problemu pierwotnego oraz
stale sprezystosei (3.11). Podobnie twierdzenie 6.2 w [1] daje nam analogiczng
charakterystyke poczatkowych (prawostronnych) pochodnych czasowych wszyst-
kich rzedéw nalezacych do poszukiwanego stanu lepkosprezystego. Te poczatko-
we pochodne czasowe #™, &P, ¢iP(n = 1, 2,...) mozna znaleZé bezposrednio
z odpowiednich danych poczatkowych rozwigzujac kolejno ciag stacjonarnych
zagadnien termosprezystych, z ktérych kazde jest réwniez zwigzane ze statymi
sprezystymi okre§lonymi w (3.11). Poniewaz zgodnie z twierdzeniem o jedno-
znacznosci w klasycznej teorii termosprezystosci bez sprzezenia nieréwnosci
u >0, K >0 wystarczaja dla zagwarantowania jednoznaczno$ci odpowiednio
regularnego rozwigzania zagadnienia mieszanego, to kryterium Volterry o jed-
noznacznoéci (3.9) nie stanowi juz niespodzianki.

Dodatkowy wniosek dotyczacy zaleznosci stanéw lepkosprezystych od czasu
1 pozwalajgcy wnosié o gladkosci stanu wzgledem czasu na podstawie odpowied-
niej gtadkoséci funkeji pola i danych powierzchniowych mozna wyprowadzié
z twierdzenia 6.4 w [1].
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Przejdziemy obecnie do twierdzenia wyragajqcego zaleinos¢ standw lepko-
spregystych od miejsca.
Niech uklad [u;, &, oy;] speinia rownante (2.10); przyjmijmy ponadto, ze

(3.12)* V- F=0, VAF=0, V*=0 na ‘RX(— 0, o).
Wiedy w calym R X (— o0, o) spelnione sq réwnania

(3.13) V2(V-u)=0, VX(VAAu)=0,

(3.14) Vig, =0, Vig; =0, Vig;=0.

A wiec tak jak w termosprezystosci wzér (3.12) oznacza, ze dylatacja i rotacja
przemieszczenia sg harmonicznymi, a odksztalcenia biharmonicznymi funkcjami
miejsca. Wszystkie powyzsze funkcje posiadajg ciagle pochodne przestrzenne
dowolnych rzedéw. Twierdzenie powyzsze jest nastgpstwem twierdzenia 6.6
w [1].

Na mocy analogii sit masowych, przeksztalcenia Greena oraz twierdzert
1:211.6 w [1] odpowiednik twierdzenia Bettiego o wzajemnosci w izotermicznej
teorii lepkosprezystosei (por. [1], twierdzenie 7.4) prowadzi do nastgpujgcego
twierdzenia o0 waajemnosc.

Przypusémy, ze .

[wi, €, 041 €V [Gy, Gy, 0, F;, 0]  na R X(— o, ),
(3.15)
[ur, €, 611 eV [Gy, Gp, 0, FI,0'] mna RX(— w0, ),

wtedy na (— oo, 0c0) mamy:

(3.16) [Si*dudA+ [ Fi*duidV+a [ 0 *dei» dG,dV =
B R R
= [ S+ duydA+[Fi* du,dV+a [ 0"+ dey* dG,dV =
B R
= [0y *dsydV+a [ O * dej* dG,dV =
R R

= [deydV+a [0 * dey* dG,dV .
R R

Nalezy podkresli¢, ze zwigzki wzajemnosci otrzymane z powyzszego twierdze-
nia przez przyjecie Gy(f = 1, 2) zgodnie z (2.15) oraz zalozenie ©® = 0 na
RX(— o0, o0) beda sie réznié od quasi-statyczne] wersji zwigzkéw wzajem-
nosci Bettiego w przypadku sprezystosci izotermicznej. Réznica ta znika, gdy
sily masowe i historia pdl temperatury oraz dane powierzchniowe obu stanéw
w (3.15) s3 rozdzielnymi funkcjami miejsca i czasu o wspdlnej zaleznodci od
czasu. W tym szczegélnym przypadku mozna wykaza¢!®, ze sploty wchodzace
do (3.16) (np. S;*du;) redukujz si¢ do zwyklych iloczynéw (tzn. Syui),

? Tutaj i w dalszym ciagu |7 oznacza zwykly, przestrzenny operator gradientu, natomiast V',
V', V? sq odpowiednio diwergencja, rotacja i operatorem Laplace’a.
10 Por. twierdzenie 7.5 w [1].
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a w wyniku otrzymujemy zwigzki wzajemnosci identyczne ze zwigzkami otrzy-
mywanymi z uogélnienia twierdzenia Bettiego na quasi-statyczng teorie termo-
sprezystosci.

Powyzsze twierdzenie o wzajemnosci moze postuzyé do wyprowadzenia
wzoréw na odksztalcenia $rednie (niezalezne od temperatury) wywolane
w ciele lepkosprezystym danymi silami objetosciowymi, historig pola tempera-
tury oraz sitami powierzchniowymi®. Ograniczymy si¢ tu jedynie do podania
wzoru na catkowita zmiang objetosci. Wzér ten mozna wyprowadzié¢ bezposred-
nio z twierdzenia 7.6 w [1] za pomocj analogii sil masowych i twierdzenia
Greena.

Zmiana objetosci. Ze wzoru (2.10), dla t x przedzialu (— oo, o) wynika, ze

(3.17) V(1) = [A*dl] () +3a [O(x, 1)dV,
R

przy cxym J, jest funkcjq pelzania odpowiadajqcq modudowt relaksacyi G,, a po-
nadto

(3.18) AV () = [ en(x, )dV,
(3.19) Aty = [2;8,(x, )dA+ [wF:(x,1)aV.

Trzeba zauwazyé, ze wzoér (3.17) mozna réwniez wyprowadzié 2 wylgcznie
z (3.18), (2.2) i z drugiego ze wzoréw (2.6) bez potrzeby uciekania si¢ do (2.21)
i twierdzen 1.2 oraz 1.6 w pracy [1]. A zatem w=2dr (3.17) jest wazny dla dowoinego
ciala bedgcego w stanie odksztalcer infinitezymalnych, ktorego lepkosprezysta
liniowa dylatacja jest niezalesna od temperatury i to bex wzgledu na charakter
odksztalcert postactowych. Jezeli w szczegélnosci S; =0 na B(— o0, o) oraz
F;=0 na R(— o0, 0), to (3.17) pociagnie za sobg réwnos¢

(3.20) AV () =3a[O(x,)dV dla t w (— o0, w).
R

Ten sam wniosek otrzymal W. Nowackr ([7], Rozdzial XI) opierajac sig
na mniej bezposrednim dowodzie. A wigc w przypadku braku sil powierzchnio-
wych i objetosciowych catkowita zmiana objgtosci jest taka sama jak przy
swobodnym rozszerzeniu sig¢ termicznym. Widaé stad, ze ten dobrze znany
wynik klasycznej termosprezystosci!® pozostaje wazny bez 2zmiany przy
obecnych ogdlniejszych zalozeniach.

Nastepne twierdzenie dotyczace réwniez braku sit powierzchniowych i obje-
todciowych otrzymujemy przez odpowiednie przystosowanie wyniku podanego
w [6] do klasy materialéw lepkosprezystych zaleznych od temperatury.

1 Wyprowadzenie analogicznych wynikéw w izotermicznej teorii cial lepkosprezystych anizo-
tropowych Czytelnik znajdzie w [5]. )

1z Por, [6]. Znalezé tam mozZna takie wyprowadzenie w przypadku szczegélnym, gdy materiat
wykazuje czysto sprezysta dylatacie.

13 Por. np. [3], p. 9.15. Wynik ten otrzymal Hieke [8], ktoéry opari swéj dowdd na uogdlnionym
twierdzeniu Bettiego 0 wzajemnoéci w teorii termosprezystodci.
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Historia beznaprezeniowych pol temperatury. Przyjmijmy, ze réwnanie (2.10)
jest spelnione oraz przypusémy, 2e S; = 0 na BX [0, o), F; = 0na RX [0, ).

Réwnosé a;; = 0 na RX(— oo, 00) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
(3.21) O(x, 1) = a,(t)+a)x; dla (x,2) w R[0, 00),
gdzie ay, a; sq funkcjami cigglymi na [0, o).

Wskazéwka dotyczaca dowodu koniecznosci warunku (3.21) w przypadku,
gdy cialo ma byé swobodne od naprezen, ukazala sig wczesniej od [6] w pracy
HictoNna [9]. Analogiczne twierdzenia dla przypadku dwuwymiarowego,
gdy rozklad temperatury nie wywoluje naprezen termicznych (dla plaskiego
stanu odksztalcenia i uogélnionego plaskiego stanu naprezenia), mozna réwniez
znalezé w pracy [6].

Odpowiednie rezultaty tréjwymiarowej 1 dwuwymiarowej teoril termo-
sprezystosci, wynikajace z rozpatrywanych obecnie twierdzen, znaleZé mozna
w [3], pp- 3.9 1 4.9.

Na zakoficzenie tego rozdzialu wymienimy jeszcze kilka dodatkowych wnios-
kéw wynikajacych z analogii sit masowych. Mozna np. rozszerzy¢ zasade Duha-
mela znang z teorii izotermicznej (por. [1], p. 5) na naprezenia i odksztalcenia
termiczne. Podobnie otrzyma¢ mozna analogiczne uogélnienie zasad wariacyjnych
izotermicznej teorii lepkosprezystosci 4, Wreszcie catkowe przedstawienie za
pomocg funkcji Greena rozwigzari izotermicznych zagadnien brzegowych
podane w [11] mozna w ramach omawianej teorii tatwo uogélni¢ przez uwzgled-
nienie efektow termicznych.

Kilka dalszych wnioskéw z analogii sit masowych spotykamy w p. nastep-
nym, w ktérym zajmiemy si¢ wynikami majgcymi bezposredni zwigzek z roz-
wigzaniami zagadniei brzegowych tego typu co sformulowane w p. 2.

4. Materialy o wlasnoSciach niezaleznych od temperatury.
Metody calkowania, dostepne rozwiazania

W celu odmiennego sformulowania zagadnied brzegowych danych w p. 2
podamy obecnie przemieszczeniowe réwnania réwnowagi i réwnania zgodnoéci
odksztalcen w naprezeniach. Réwnania te mozna otrzymaé z podstawowego
ukladu réwnafi pola przez eliminacje naprezefi i odksztalcen lub przemieszczen
1 odksztalcen. Poszukiwane uogdlnienia réwnan réwnowagi Cauchy’ego i réwnan
Beltramiego—Michella otrzymuje sie natychmiast za pomocg analogii sit ma-
sowych z ich odpowiednikéw w przypadku izotermicznym (twierdzenia 5.5
157 w [1]).

Przemieszczeniowe réwnania réwnowagi. Z réwnania (2.10) wynika na R X
X (— o, o)

(4.1) Ui,y *dG1+—31—uJ, 5 *d(G4-2Gy)+2F, = 200 *dG,

1 Uogélnienie klasycznych zasad wariacyjnych teorii sprezystosci na przypadek teorii lepko-
sprezystodci mozna znalezé w pracy [10].
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lub

1
(4.2) V2u*dG,+ 5 VV-u*d(G,+2Gy)+2F = 20960 *dG, .

Réwnania zgodnosci odksztalcer w naprezeniach. Z réwnania (2.10) wynika
na R X(— o0, )

1
(4‘3) Vzaij*djl"'“ —g—dkk,,-j*d(ZJl—l—Jz) — @U’

gdzie Jy jest funkcjq pelzania odpowiadajgcq Gy (f = 1, 2),
(4‘.4‘) (bu == (Siij’k*dQ—(F,‘,j"‘—Fj‘i)*djl—aé,‘jvga*dGz*d(Q""‘Jl)-a@,U

oraz
(4.5) Q = J *d(J,—Jy) * d(J,+27,) 1.

Zagadnienie mieszane sformulowane wylacznie w przemieszczeniach polega
na znalezieniu rozwigzania réwnania (4.1) na R X(— oo, o) takiego, ze #; = 0
na R X(— o0, 0) i spelniajgcego warunki brzegowe

u; = u! na By X(— 00, ),
1
(4’6) I:—%(u,',j —1—11_’, i)'* dG1+ —§~(5Uuk,k * d(Gz— Gl)—aé,-,-Q * dG2:| ny= S?

na B, X(— co, ),
wynikajace z (2.9) przy uwzglednieniu (2.1), (2.3) i (2.6). Z drugiej strony,
jezeli obszar R jest jednospdjny i B, = B (sily powierzchniowe dane s3 na
calym brzegu), to nie znane naprezenia sg w zupelnosci okreslone wzorami
(2.2), (4.3) i drugim z warunkéw brzegowych (2.9).

Naszym nastepnym zadaniem jest pokazanie rozwigzania szczegdlnego réw-
nania (4.2), odpowiadajacego brakowi sit masowych i danej historii pola tempe-
ratury, droga uogdlnienia znanego potencjalu termosprezystego, ktéry — jak
si¢ zdaje — zostal po raz pierwszy wprowadzony przez BORCHARDTA [12].

Potencjal termo-lepkosprezysty. Niech Ga(f=1,2) i @ spelniajq warunki
a) i b) definicji stanu lepkosprezystego. Praypusémy, Ze O jest dostatecznie gladkq
Junkcja o wartosciach rzeczywistych, zdefiniowanq na ‘R X (— oo, ©) znikajgcq
na X (oo, 0) 7 spelniajacq w ‘KX (— oo, w0) réwnanie

4.7) V20 = 300 *dG,d(2G, 4 G,).
Wtedy w calym obszarze funkcja u zdefiniowana wzorem
4.8) u=Vo

spelnia (4.2), jesli tylko F = 0 na R X (— oo, o).
Aby udowodnié to twierdzenie, nalezy po prostu podstawi¢ (4.8) do (4.2),
zastosowaé (4.7), przeksztalcenia algebraiczne i rachunek splotéw Stieltjesa 9.

¥ Tu i w dalszym ciagu bgdziemy stosowaé oznaczenia na odwrotno$é calki Stieltjesa wpro-
wadzone w [1], twierdzenie 1.3. Por. (2.21) i (2.22).

¥ Rozwigzania szczegblne (4.2) moina znalez¢ w ksiazkach H. Parkusa [13], Rozdzial VI,
i W. Nowackiego [7], Rozdzial XI.

6 Mechanika Teoretyczna i Stosowana
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Odpowiednio regularne rozwigzanie réwnania Poissona (4.7) mozna otrzymaé
z kolei za pomocg potencjalu Newtona. Jest to widoczne z lematu 9.1 w [1].
I rzeczywidcie, jezeli p oznacza prawg strong rownania (4.7), to rozwigzanie
takie dane jest przez

)
(4.9) 0(x,t) = — 4_”R X—E| Ve
dla wszystkich (x, ) w RX (— o0, ).

Ostatnie twierdzenie dostarcza oczywiscie jeszcze innych $rodkéw do spro-
wadzenia zagadnienia brzegowego z p. 2 do zagadnienia mieszanego teorii
izotermicznej. Twierdzenie to w polaczeniu z twierdzeniem 9.2 w [1] prowadzi
do nastgpujacego uogélnienia funkcji Papkowicza~Neubera znanej z klasycznej
teorii sprezystoSci na przypadek teorii termo-lepkosprezystosci.

Uogdlnione rozwigzanie Papkowicza—Neubera. Niech Gy, (= 1,2), 0,0
spelniajq zalogenia poprzedniego twierdzenia oraz niech F spelnia warunek
b) w definicji stanu lepkosprezystego. Praypusémy, ge @ 1 v sq (dostatecznie glad-
kimi) funkcjami zdefiniowanymi na R X(— o, o0), snikajgcymi na ‘R X(— o0, 0)
I spelniajgcymi réwnanie

(4.10) Vip = ——%X-H, 'V2‘I’=—%H,

gdzie

(4.11) H = F* dGi'+d(2G,+Gy)?

w obszarze w KX (— o0, ). Wtedy funkcja w zdefiniowana przex
(4.12) u = V0+V(p+x-9) *d(G,+2G,)—4Y + d(2G,+ Gy)

spelnia réwnanie (4.2) w obszarze KX (— o0, ).

Z uwagi na twierdzenie 9.4 w [1] powyisze rozwigzanie przemieszczenio-
wych réwnan réwnowagi jest zupelne w tym samym sensie, ze kazde odpowied-
nio regularne rozwigzanie (4.2) mozna przedstawié w postaci (4.7), (4.10),
(4.12). Tak wigc wprowadzenie potencjaléw przemieszczenia (funkcji naprezen)
0, @ oraz Y sprowadza mieszane zagadnienie brzegowe do wyznaczenia odpowied-
nich rozwigzan réwnania Poissona. Z drugiej strony, poniewaz sploty Stieltjesa
w réwnaniu (4.12) zawierajg funkcje ¢ i ¢ oraz ze wzgledu na budowe drugiego
z réwnad (4.6), zastosowanie warunkéw brzegowych do funkcji naprezed
prowadzi zwykle do ukladu réwnoczesnych réwnai catkowych.

Przejdziemy obecnie do dobrze znanej zasady odpowiedniosci faczacej liniowe
teorie lepkosprezystosci i sprezystosci. Zasade te, posiadajgca kapitalne znaczenie
dla rozwigzan omawianej klasy zagadnien brzegowych, wyrazi¢ mozna w nastepu-
jacej zwigzle] postaci za pomocy definicji stanu podanych w p. 2.

Zasada odpowiedniosci. Przypusémy, 3e
(4'13) [, €ijs GU]GCV[GI, Gy, o, Fi, 0] na %X(— 0, OO)

oraz

(4.14) u; =uf na Bix(— o, ), S =5 na B;X(— , ).
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Przy]mt]my, ze funkcje Gﬂ(t) (B =1, 2)’ ul(x) t)) EU(X) t)) FI(X> t) oraz
O (x,t) dla wszystkich x w R sq rzedu wykladniczego O(exp (s, t)), gdy
I — o0, pray cxym s, jest stalq (rzeczywistq). Wtedy dla kasdego n takiego, ze
Re(n) > s,, mamy

(415)7 [ (s m)y 00 (-5 ), 0 (5 )] €Clun), K (), o, Fi -, 7), O (-, ) na R,
gdzie

(+16) u) = 20(Gn),  Kn) = -0 Gal)
i ponadto

i, n) = ‘L_‘?(') n) na By,
Si(+,m) = S?('» n) na B,.

Z powyzszego twierdzenia oczywiscie wynika, Ze jezeli na rozwigzaniu termo-
lepkosprezystego zagadnienia opisanego przez (4.13) i (4.14) mozna dokonaé
transformacji Laplace’a, to rozwigzanie to musi by¢ zgodne z odwrotng trans-
formacja rozwigzania jednoparametrowej rodziny stacjonarnych, termo-sprezys-
tych zagadnien brzegowych scharakteryzowanych zwigzkami (4.15), (4.16),
(4.17). Wobec tego zasada odpowiednioéci sprowadza zagadnienie pierwotne
do ustalonego problemu teorii termosprezystosci.

W celu udowodnienia powyzszej zasady nalezy po prostu pozby¢ si¢ zalezno$ci
od czasu w réwnaniach pola i w odpowiednich warunkach brzegowych stanu
lepkosprezystego przez zastosowanie transformacji Laplace’a do (2.1), (2.2),
(2.3), (2.6), (2.9), a nastepnie poréwnaé otrzymany uklad réwnan z réwnaniami
(2.1), 2.2), (2.3), (2.16) 1 (2.9). W szczegdlnoéci, poniewaz ze zwigzkéw pomigdzy
naprezeniami i odksztatceniami (2.6) na mocy (2.8) wynika (2.12), to z twierdze-
nia o splocie transformacji Laplace’a otrzymamy
5(+5 1) = nGi(m)ey (-, 1),

(> 1) = 1Ga() [Ene (-, M) —30O (-, 1)] .
Réwnania te na podstawie (2.16) wyjasniaja znaczenie okreslenia «stale spre-
zysten (4.16).

Przypu$émy obecnie, ze sformulowanie pierwotnego (termo-lepkosprezystego)
zagadnienia brzegowego opiera si¢ na rézniczkowym prawie operatorowym
(2.30) i warunkach brzegowych (2.32), a nie na caltkowym prawie relaksacji
(2.6). W takim przypadku wyniki (4.15) i (4.16) pozostaja w dalszym ciggu
wazne (przy zalozeniu regularnosci rozpatrywanych historii pél), o ile tylko
(4.16) zostanie zastapione przez

(4.17)

(4.18)

1 O\(n) 1 0:(n)
4.19 == Kp) = —
19 “O=75m 3R
zgodnie z (2.33). Bezpoéredni dowdd zasady odpowiednioéci w przypadku
operatorowego prawa rézniczkowego mozna otrzymaé w zupelnie analogiczny

7 Por. odnoénik do wzoru (2.19) i oznaczenia transformacji Laplace’a, wprowadzone we wzorze

(2.26).

6%
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spos6b do nakreslonego powyzej dowodu odnoszgcego sig¢ do przypadku catko-
wego prawa relaksacji. Zauwazmy jednak, ze wykonujac transformacj¢ Laplace’a
na (2.30) otrzymamy

5 () = B2 ),

(4.20)
a1 1) = B (-, 1)—340(-, )]

na R dla wszystkich % o dostatecznie duzej czgsci rzeczywistej pod warunkiem
spelnienia warunkdw poczatkowych (2.32)'8. W ten sposéb réwnania (2.32),
ktérych znaczenie fizykalne oméwiono w p. 2, s3 doktadnie warunkami koniecz-
nymi, uzasadniajgcymi formalne stosowanie transformacji Laplace’a do opera-
torowych praw rozniczkowych. W prawach takich nieciggtodci skokowe oj,
&y (oraz ich odpowiednie pochodne czasowe) w chwili £ = 0 sg albo milczgco
wykluczane, albo réwniez milczaco przyjmuje sie, ze réwnanie (2.32) jest spel-
nione. Kwestia ta zostala najpierw rozpatrzona przez CORNELIUSSENA i LEE [14],
nastepnie wyjaéniona przez BoLEyA i WEINERA [3] w p. 15.6, a $cisle i szcze-
gblowo rozwazona w pracy [1].

Poprzednia analogia pomiedzy zagadnieniami brzegowymi liniowych teorii
lepkosprezystosci 1 sprezystosci zostala zapoczatkowana w pracach Alfreya [15].
Zasada odpowiednio$ci w postaci Alfreya opiera si¢ na rézniczkowym prawie
operatorowym 1 ogranicza si¢ do cial niesciéliwych i warunkéw izotermicznych.
Pewne rozszerzenie analogii Alfreya na przypadek cial scisliwych pochodzi
od Tsiena [16], ktéry zarzucil zaloZenie niescisliwosci postulujac sztuczne
(z punktu widzenia fizyki — nierealne) zwigzki pomiedzy dewiatorowymi
i dylatacyjnymi charakterystykami materiatu.

Transformacje calkowe zastosowat po raz pierwszy do problemu postawionego
w pracy [15] W. T. Reap [17], ktéry za pomocg transformacji Fouriera sprowa-
dzit zagadnienie lepkosprezystosci dla ciala $cisliwego do problemu teorii
sprezystodci. Chociaz zwigzki pomiedzy odksztalceniami i1 naprezeniami za-
stosowane w [17] zawieraja tylko trzy niezaleine operatory rézniczkowe, to
te nieistotne ograniczenia nie wplywaja na ogdlno$¢ rozumowania Reada.
Brurr [18] doszedt do analogicznej zasady odpowiedniosci dla odrodka o ciggtym
widmie czaséw relaksacji za pomocy transformacji Laplace’a opierajac sie
na calkowym prawie relaksacji. W pracy [17] prawo zmiany objetosci jest
(niepotrzebnie) zaloZone jako sprezyste. LEE [19] wyprowadzil odpowiednik
wersji Brulla zasady odpowiednio$ci w przypadku ogélnego operatorowego
prawa rézniczkowego. Hirton, Hassan i Russer [20] uwzglednili w ramach
analogii Alfreya rozszerzalnoéé termiczng!®, natomiast LEE w podobny sposéb
uog6lnit zagadnienie na przypadek teorii termo-lepkosprezystosci.

18 Szczegbly znajdzie Czytelnik w twierdzeniu 4.7 w {1].
¥ Scisle méwiac wiaczenie czlonu zwigzanego z rozszerzalnoscia cieplna nie pozostaje w zgodzie
z zaloZeniem o niedcidliwodci.
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Dalsze wyniki oméwimy pdzniej. Dodatkowo zauwazymy tylko, ze warunki
poczatkowe (2.32), ktére musza uzupelniaé operatorowe prawo rézniczkowe
(2.30), nie s3 wspomniane w [15,16,17,19] ani w [20]; szczegbélne warunki
poczatkowe przyjete w [21] s3 niedciste.

Rozszerzona zasada odpowiednioéci zostata zastosowana w pracy [21] do
rozwigzania szczegélnego przestrzennego zagadnienia brzegowego i odtad
wykorzystywana w quasi-statycznej analizie naprezeri i odksztalcen termicz-
nych dla cial o liniowej lepkosprezystosci i wlasnodciach niezaleznych od tem-
peratury. Przypadki szczegdlne oraz odpowiednie pozycje bibliograficzne mozna
znalezé w [3, 7 1 13]. Monografia W. Nowackieco [7] stanowié moze
przewodnik w dziedzinie ostatnich polskich prac dotyczacych zagadnien typu
sformutowanego w p. 2. Sposéréd nich zacytujemy prace W. NoOwACKIEGO
[22, 23] i M. SoxoLowskIEGo (24]. W obecnym kontekscie nalezy rdwniez
wymieni¢ prace B. W, SuarrFera i M. LeviTskY'EGO [25]. Dodatkowe badania
dotyczgce przede wszystkim dynamicznych efektéw cieplnych w liniowych
cialach lepkosprezystych z wlasno$ciami niezaleznymi od temperatury wymie-
nimy w p. 7.

5. Materialy o wlasno§ciach zaleznych od temperatury. Sformutowanie zagadnien brzegowych
dla cial termo-reologicznie prostych

Z poprzedniego punktu jasno wynika, Ze quasi-statyczna analiza naprezen
i odksztalcen w ramach liniowej teorii jednorodnych izotropowych cial
lepkosprezystych, przy braku sprzezenia termo—mechanicznego, nie przedsta-
wia podstawowych trudnosci, jesli tylko zalozy sig, ze mechaniczne wilasnosci
materiatu nie zalezg od temperatury. Niestety, jak to juz podkreslilismy we
wstepie, tego rodzaju podejscie do zagadnienia jest dalekie od fizykalnej rzeczy-
wistos$ci, chyba ze zakres zmiany temperatury jest niezmiernie maly. Pozostata
czedé naszej pracy dotyczy gléwnie modyfikacji powstajacych w rozpatrywanej
teorii, jezeli modul relaksacji w (2.6), funkcja petzania w (2.20) oraz parametry
okreslajace mechaniczne wihasnosci materiatu w (2.30) i (2.31) zaleig od tem-
peratury.

Waga efektéw, ktére wynikaja z zaleznoéci wlasnosci lepkosprezystych od
temperatury, zostala podkreSlona i zilustrowana do$¢ wczesnie przez FREU-
DENTHALA [26, 27, 28, 29]. Zagadnienia szczegélne dotyczace liniowych
cial lepkosprezystych o wilasnodciach zaleznych od temperatury rozpatrywali
H. H. Hicron, H. A. Hassan i H. G. Russer [20], H. H. Hizton [30], L. Ron-
Gvep [31], J. H. Wemner i H. Mecuanic [32], H. G. Lanpay, J. H. WENER
i E.E. Zwicky [33] oraz B. D. AgGarRwALA [34].

Wszystkie zagadnienia rozpatrzone w wymienionych publikacjach dotycza
albo plyt nieskoficzonych, albo (petnych lub wydrazonych) kul i walcéw koto-
wych, przy czym zagadnienia i warunki brzegowe sg tego rodzaju, Ze nie wyste-
puje w nich wiecej niz jedna wspélrzedna przestrzenna. Zwigzki pomigdzy
naprezeniami i odksztalceniami sg zdegenerowane do operatorowego prawa
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rézniczkowego. W istocie rozpatrywane ciala zachowujg si¢ jak modele Maxwella,
Kelvina lub model standartowy, je$li idzie o $cinanie, natomiast przyjmuje
sig¢, ze zmiany objetodciowe sg albo sprezyste, albo cialo jest niedcisliwe.

W koricu, zaleznosé wlasno$ci materiatu od temperatury we wszystkich przy-
padkach z wyjatkiem [34] ogranicza si¢ do parametréw lepkodci, a ich wybdr
jest zwykle czesciowo kwestia wygody. ' ~

Szczegdlnie interesujgce jest rozwigzanie L. Rongveda [31] (w zamknietej,
elementarnej postaci) zagadnienia nieustalonych naprezen cieplnych w spre-
zyscie $cisliwej kuli z materiatu Maxwella. Rozwigzanie to uwzglednia dowolng
oslowo~-symetryczna historie pola temperatury i nie zaklada zadnych ograni-
czen na zalezno$é lepkosci $cinania od temperatury.

Systematyczne badania uwzgledniajace wplyw temperatury na wlasnosci
ciata lepkosprezystego w analizie naprgzefi termicznych zostaly zapoczatko-
wane przez L. W. Morranpa i E. . Lee [35], ktorzy za podstawe swoich
rozwazah wzieli temperaturowo~czasows hipoteze réwnowaznosci, zapropo-
nowang pierwotnie przez H. LEADERMANA [36], a nastepnie w nieco zmienionej
postaci wprowadzong przez T.D. FErRriEGO [37]. Zgodnie z tym postulatem
réwnomierna zmiana temperatury posiada wplyw na mechaniczne wlasnodet
materialu powodujac jedynie réownomierng zmiang skali czasu; nastgpuje wiec
réwnomierne przyspieszanie lub opdZpianie reakcji materialu w zaleznosci
od wzrostu lub obnizenia sie temperatury.

Materialy spelniajace postulat réwnowazno$ci temperaturowo—czasowej nha-
zywane s «termo-reologicznie prostymi» wedtug terminologii F. Schwarzla
1 A. J. Stavermana [38], ktérzy w swoim przegladowym artykule [39] podaja
do$wiadczenia potwierdzajace ten postulat. Okazuje sig, ze wykazuje on godng
uwagi zgodnos$é z do$wiadczeniami wykonanymi na szeregu polimeréw przy
znacznych zakresach temperatury. Analityczne ujecie zagadnienia rozwinieto
w pracy [35], a nastepnie w [40]. :

Przystapimy obecnie do krétkiego streszczenia teorii termo-reologicznie
prostych ciat lepkosprezystych. W tym celu rozpatrzymy najpierw poszukiwane
uogdlnienie catkowego prawa relaksacji (2.6). Niech wigc odtad Gy(t) (8 = 1, 2)
oznaczaja warto$ci moduldéw relaksacji w chwili # mierzonych przy podstawowe;j
temperaturze T,; oznaczmy ponadto przez Gy, T) odpowiednie wartosci
mierzone przy (ustalonej) temperaturze T. Mamy zatem

(5.1) Gult, T = Gyt), f=1,2.

Hipoteze réwnowaznosci temperaturowo-czasowe] mozna wtedy wyrazié
analitycznie w sposéb nastepujacy:

(5:2)  Gut, T) = Gy(§), t=1tp(T), dla (1, T) w [— o0, 0]X[Ty, To],

gdzie [T, T,] jest zakresem temperatury, dla ktérej hipoteza termo-reologicznie
prostego zachowywania si¢ bedzie spelniona.Tutaj & jest wzredukowanym
czasem», a ¢ przedstawia charakterystyczng «funkcje przesunigcia» materialu
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okreélajgcg skrocenie (lub rozciagnigcie) skali czasu, ktére spowodowane jest
zmiang temperatury T — 7,. Mamy oczywiscie

(5.3) To=1, oT)>0, T,<T<T,,

przy czym ¢ jest funkcjg stale rosngcs.

Obecnie wazno$é réwnania stanu (2.6) jest ograniczona do materialéw, ktére
s3 utrzymywane w réwnomiernej temperaturze T,. W tych warunkach przyj-
mujzc @ = 0 w (2.6), uwzgledniajgce (2.7) oraz wykorzystujac prawo przemien-
nodci splotéw Stieltjesa otrzymujemy

s (X, £) = f Gy(t—1')dey (%, '),
t'=—00

4
o (X, 1) f Gy(t—1")dew (X, ).

t'=—00

Jezeli material jest utrzymywany stale w réwnomiernej temperaturze T, to
zgodnie z (5.2) wielkosci Gy(t—2') w (5.4) nalezy zastapié przez Gy(E—¢&'),
gdzie &' = t'q(T). Jezeli wreszcie materiat znajduje si¢ pod wplywem zmiennego
(zaleznego od czasu i miejsca) rozkladu temperatury T o wartosdciach z przedzialu
* [Ty, T,], to wtedy trzeba wprowadzi¢ do (5.4) dwie dodatkowe poprawki:
1) nalezy w ten sposdb uogdlni¢ definicj¢ czasu zredukowanego £, aby uwzgled-
niata ona wplyw nakladania si¢ kolejnych zmian temperatury; 2) nalezy raz
jeszcze uwzglednié wplyw rozszerzalnosci c1eplneJ Prowadzi to do zmodyfiko-
wanego calkowego prawa relaksacyi

5%, 1) = f Ga(e—&)dey(x,1),

(5.5) au(X, 1) = f(MEEMMxU3af Gy(&,—E)dO(x, "),

t'=—00 t'=—00

gdzie

(5.6)% E=o(xt)=[¢(Tx,t))d', & =o(x1t).

Zauwazmy, Ze temperatura wystepuje w rownaniu (5.5) bezposrednio i przez
& &'. W przeciwienstwie do (2.6) ze zwigzkéw pomiedzy naprezeniami i odksztal-
ceniami (5.5) wynika nieliniowa zaleznog§é lokalnych chwilowych naprezen
od lokalnej historii temperatury. Ze zwigzkéw (5.6) i (5.3) widaé, ze o(x,-)
jest monotonicznie wzrastajacg funkcjg czasu w przedziale (— oo, oo) ktorej
odwrotnos$é oznaczamy prez w(X, ‘). Mamy stad

5.7) = w(x, &).
* Chociaz to uogélnienie czasu zredukowanego wprowadzone w [35] jest oparte na pewnych

podstawach fizykalnych, to jednak brak $cislego wyprowadzenia wzoru (5.5) ze zwigzkéw (5.4)
1 postulatu réwnowaznodci temperaturowo—czasowej.
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Jezeli f jest funkcja miejsca i czasu, to konsekwentnie bedziemy oznaczaé
przez f funkcje
(5.8) Fx, 8 = flx, 0(x, £).

Poddajac zmienng catkowania w (5.5) transformacji ' = w(X, £’) mozna
wyeliminowaé z (5.5) kazda bezpodrednig zalezno$¢ od czasu fizykalnego,
wprowadzajgc czas zredukowany. W ten sposéb stosujac oznaczenia przyjete
w (2.7) i (5.8) i korzystajac raz jeszcze z prawa przemiennosci splotéw Stieltjesa
dochodzimy do nastgpujicej szczegdlnie dogodnej wersji zmodyfikowanego
calkowego prawa relaksacji:

T= & %
(5.9) = .
G = (€ — 300) *dG,.

Wida¢ z (5.8), ze sploty w (5.9) sa obliczane wzgledem czasu zredukowanego,
a nie fizykalnego. Zauwazmy ponadto, ze wzory (5.9) majj te samg strukture
co (2.6).

Dokladnie takie same rozwazania stosuje si¢ do uogdlnienia réwnan (2.20),
co prowadzi ostatecznie do zmodyfikowanego calkowego prawa pelzania w postaci

= S§y*dJy,

(5-10) ékk = O‘kk*d]z—l—3aé.

Zwigzki te mozna réwniez wyprowadzi¢ bezpodrednio z (5.9).

Wreszcie za pomoca uproszczen tego samego typu co stosowane W powyzszym
rozumowaniu, ktére prowadzilo od praw catkowych (2.6) lub (2.20) do zwigzkéw
(2.30), otrzymamy obecnie zmodyfikowane operatorowe prawo rdzniczkowe

Py(D)§;; = Qy(D)éy,
(5.11) Py(D)r = Qu(D) [31x — 3007 .

Tutaj D oznacza pochodng wzgledem czasu zredukowanego, tzn.

LD
(5.12) D=,

natomiast wielomianowe operatory Py, Os(f = 1, 2) zachowuja swoje poprzednie
znaczenie. Do (5.11) nalezy dolaczyé warunki brzegowe (2.32), ktdre nie ulegaja
zmianie.

Odnoszgc (5.11) do czasu fizykalnego ¢ za pomocg (5.6), (5.7) i (5.8) otrzymamy
oczywiscie dwa réwnania rozniczkowe o tej samej strukturze co (2.30) z ta
tylko réznica, Ze poprzednio state parametry pgs. ., ¢p., beda obecnie funkcjami
temperatury. Jest rowniez rzecza jasna, ze funkcje te nie moga byé dane w sposéb
dowolny dla termo-reologicznie prostego ciala lepkosprezystego, poniewaz
cala zaleznoé¢ od temperatury takiego ciala okresla jedna funkcja przesunigcia
¢. Co wigcej, dowolny rozkiad zaleznych od temperatury parametréw w (2.30)
Jjest nie tylko niezgodny z postulatem réwnowaznosci temperaturowo—czasowej,
ale, jak tatwo stwierdzié, niedopuszczalny z powodéw energetycznych.



NAPREZENIA CIEPLNE W CIALACH LEPKOSPREZYSTYCH 89

Whioski z postulatu réwnowaznosci dla cial sprezystych, cial Maxwella
oraz Kelvina zbadano w pracy [40]. Ze wzoru (2.15) widaé od razu, ze materialy
sprezyste o modufach zaleznych od temperatury nie nalezg do klasy termo-—
reologicznie prostych cial lepkosprezystych. Z drugiej strony, prawo $cinania
dla termo-reologicznie prostego ciata Maxwella przyjmuje postaé

. 1 .
(5.13) Sij Sy = 2péy,

gdzie p i 7 s3 modulem $cinania i czasem relaksacji danego ciala; u pozostaje
stale w obecnej chwili, natomiast 7 spelnia zwigzek

(5.14) (1) =iy (LS T< T, n=xTy,

jest wigc monotonicznie malejgcg funkcja temperatury.

Analogiczne wnioski mozna zastosowaé do prawa dylatacji i do cial typu
Kelvina. Warto zauwazy¢, Ze zaloZenia przyjete do$é dowolnie w pracach
[26] oraz [33] i dotyczace zaleznodci pewnych parametréw od temperatury s3
w rzeczywistosci $cistymi konsekwencjami hipotezy réwnowazno$ci temperaturo-
WO0-Czasowe].

Zanim zakonczymy omawianie tego tematu, zauwazmy za E. H. Lre i T. G.
RogersEm [41], Ze braki operatorowego prawa rézniczkowego (tzn. modeli
o widmie skoficzonym) wyjda jeszcze bardziej na jaw, jesli weZmiemy pod
uwage (termo-reologicznie prostg) zalezno$¢é materiatu od temperatury, a to
z uwagi na towarzyszace skrdécenie skali czasu.

Obecnie jestedmy w stanie rozpatrzeé mieszane zagadnienie brzegowe quasi—
statycznej liniowej teorii termo-reologicznie prostych cial lepkosprezystych.
Sformulowanie oparte na zmodyfikowanym catkowym prawie relaksacji mozna
wyrazié w sposéb nastepujacy: poszukujemy historii pél u;, &y, aiy, ktére dla
danych R, B,, B,, znanych G,, G,, a, Ty, ¢ i danych Fy, T, u? S? spelniajg za-
leznosei (2.1), (2.2), (2.3), (2.4), (5.5), 5.6) na KX (—o0, ) oraz warunki
poczatkowe (2.8) jak i warunki brzegowe (2.9). Zagadnienie to sugeruje wpro-
wadzenie ponizszego uogdlnienia definicji stanu lepkosprezystego wprowa-
dzonego w p. 2.

Termo—-reologicznie prosty stan lepkosprezysty. Méwimy, ze u;, &, oy nalezq
do klasy termo-reologicznie prostych standw lepkosprezystych na RX(— oo, 00)
odpowiadajacych danym Gy, Gy, a, Ty, ¢, Fo, T dla zakresu temperatury [Ty, T,]
i piszemy
(5'15) [uh Eij, G”]Eg[Gl, G2) a, TO! @, F‘) T] na RX(_ 0, OO)
jeselt: '

a) Gy, Gy, uy, &y, 0y oraz Fyspelniajq warunki a), b) definicji stanu lepkosprezys-
tego;

b) funkcja @ jest ciggla na [Ty, T,] i spelnia (5.3);
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¢) funkcja T = Ty, na RX(—0,0) jest ciggla na RX [0, o) orax posiada
wartosci zawarte w przedziale [Ty, T,];

d) réwnania(2.1),(2.2), (2.3), (2.4), (5.5), (5.6) sq spelnione na ‘R x(— 0, o).

Oczywiscie warunek (5.15) w polaczeniu z warunkiem ¢(7) = 1 dla T z prze-
dziatu [Ty, T,] pociaga za sobg zwiazek (2.10), skad wynika, Ze tego rodzaju
ograniczenie funkcji przesuniecia sprowadza obecng teorig do teorii materiatéw
niezaleznych od temperatury, rozpatrywanych poprzednio.

6. Whnioski z termo-reologicznie prostego zachowania sie cial, Zastosowania

Zestawimy teraz kilka ogélnych wnioskdw odnoszacych si¢ do termo-reolo-
gicznie prostych cial lepkosprezystych. Wigkszo$¢ twierdzen, ktére tu podamy,
to uogdlnienia analogicznych tez p. 3; po odpowiednim przyjeciu funkeii
¢ sprowadzajg si¢ one do wymienionych tez.

Twierdzenie o jednoznacznosci. Przypusimy, ze

1) { [wi, €, 0i;]1€T [Gy, Ga, @, To, @, Fi, T] na RX(— 0, ),
[#i, &, 05T [G, Ga, a, Ty, ¢, F;, T] na RX(— 0, ©);

niech ponadto

(6.2) u; = uj na B;X(—o, ©), S;=S5 na ByXx(— 0, ),

wiedy

(6.3) [, €15, 0i;] = [ui, €, a,’j]—f—[w,-; 0, 0] na RX(— 0, ),

gdzie w; = 0 na RX(— o0, 0), a w; prredstawia (infinitezymalny) ruch sztywny
calego ciala na RX [0, ).

Wynik ten jest przypadkiem szczegdlnym twierdzenia o Jednoznacznosm
udowodnionego w [42], ktdre mozna rdwniez stosowal do topmiejacych cial
lepkosprezystych. Warto zauwazyé, Ze oprécz warunku ciaglodci i warunku
(5.3) nie nakfada si¢ w obecnych warunkach na funkcje przesuniecia zadnych
ograniczenn w celu zagwarantowania jednoznacznosci.

Naste¢pne twierdzenie mozna wyprowadzié z definicji stacjonarnego, spre-
Zystego oraz termo-reologicznie prostego stanu lepkosprezystego za pomocg
(5.8), (5.9) i twierdzenia 1.2 w [1].

Warunki poczqtkowe. Niech uklad [u, €, a,j] spelnia warunek (5.15), wtedy

(6.4) (i, 1y, 6y)eC(w, K, o, F, @] na R,
gdzie

1 ° o
(6.5) . ‘L6=7G1, K:'%_GZ.

A zatem stan poczatkowy jest znowu stacjonarnym stanem sprezystym,
ktéry mozna wyznaczy¢ bezposrednio z warunkéw poczatkowych i danych
powierzchniowych.
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Rozpatrzymy obecnie tez¢ wynikajaca z rezultatéw podanych 2 w p. 3.
Zmiana objetosci. Niech uklad [wi, &, o;j] spelmia warunek (5.15) i pray-
pusémy, ze
(6.6) Gy = 3Kh na (— o, o),

gdzie K jest stalq (modulem sprezystosci objetosciowes). Wtedy zmiana objetosci
dana jest wzorami (3.17) 1 (3.19).

Nizej podany wynik zostat wyprowadzony w [6] 1 stanowi uogdlnienie wczes-
niejszego spostrzezenia H. H. Hirtona [9].

Pola historii temperatury wolne od napregen. Przyjmijmy, se (5.15) jest speinione
i praypusémy, ze S; =0 na BX [0, c0) oraz F; =0 na RX [0, ). Réwnos¢
a;j = 0 zachodzi na RX(— oo, ) wiedy i tylko wtedy, gdy

(6.7) O(x, t) = ay(t)+a(t)x; dla (x,t) w RX(0, o0),

gdzie ay, a; sq funkcjami ciqglymi na [0, co).

Pokrewne twierdzenia dotyczgce pol temperaturowych wolnych od naprezen
i zastosowane do plaskiego stanu odksztalcenia oraz uogdlnionego plaskiego
stanu naprezenia znalezé mozna w [6], gdzie zbadano szczegélowo dwuwymia-
rowg teori¢ termo-reologicznie prostych cial lepkosprezystych. Rozwazania
dotyczace przypadkéw dwuwymiarowych w [6] prowadza réwniez do zwigzkéw
pomiedzy rozwigzaniami dla plaskiego stanu odksztalcenia i uogdlnionego
plaskiego stanu naprezenia zwigzanymi z tym samym zagadnieniem 22 plaskim.

Powazne trudnoéci analityczne wynikajgce wskutek wprowadzenia zaleznosci
zachowania si¢ materialu lepkosprezystego od temperatury powstajg przy
rozwigzywaniu rzeczywistych zagadnied brzegowych. Niestety, teorii catkowa-
nia przedstawionej] w p. 4 nie mozna przenie$¢ na przypadek termo-reolo-
gicznie prostych osrodkéw lepkosprezystych. W szczegdlnoéci dotyczy to
waznej zasady odpowiednioéci rozpatrzonej w koricu p. 4, zasady, za pomocg
ktérej zagadnienie lepkosprezystosei (dla ciat z wlasnosdciami zaleznymi od tem-
peratury) -sprowadzié mozna do ustalonego zagadnienia termosprezystosci.
- W celu wykazania trudnosdci, z jakimi -mamy tu do czynienia, zauwazmy
najpierw, ze calki wystepujagce w zmodyfikowanym prawie relaksacji (5.5)
nie sg juz catkami typu splotu. Tym samym zastosowanie transformacji Laplace’a
(wzgledem czasu fizykalnego) do réwnan (5.5) nie doprowadzi juz do zwigzkéw
algebraicznych pomiedzy transformatami naprezed i1 odksztalcer. :

Druga wersja zmodyfikowanego prawa relaksacji (5.9) o wymaganej budowie
w postaci splotéw sugeruje mozliwosé sprowadzenia za pomocg nowych zmien-
nych niezaleznych (X, &) réwniez i pozostatych réwnan pél oraz warunkéw brze-
gowych do takiej postaci, z ktérej — dzigki transformacji Laplace’a — mozna
bedzie wyeliminowaé czas zredukowany. W ogdlnodci tego rodzaju tok po-
stepowania nie powoduje godnego uwagi uproszczenia zagadnienia. Istotnie,

2 Por. odnoénik za wzorem (3.19).
2 Analogiczne zwiazki w przypadku dwuwymiarowej teorii termosprezystosci znalezé mozna
w ksigice Mindlina i Salvadori [43], s. 762.
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zastosujmy do (5.6) i (5.8) proponowang zmiang zmiennych i oznaczmy przez
f.:if odpowiednio pochodng przestrzenng i pochodng wzgledem czasu zredu-

kowanego funkeji f. Wtedy zwigzki pomiedzy przemieszczeniami i odksztal-
ceniami (2.1) przyjma postaé

. 1,. . 1 .. ..
(6.8) &y = 5 (@ H.0) + 5 (0 40,0,
a réwnania réwnowagi (2.2) postaé

(69) 6’,j,j+&,~'jglj+FAi:O, a’ﬂ:a’,-j.

Z powodu wystepowania czlondw zawierajacych ¢, transformacje (6.8)
i (6.9) (wziete wzgledem czasu zredukowanego) nie zachowuja pozadanej budowy
(2.1) i (2.2), chyba ze p; znika. Ze wzoru (5.6) wynika, ze bedzie to mialo
miejsce wtedy, gdy T jest wylgcznie funkcjq czasu. Wobec tego w tym szczegdl-
nym przypadku otrzymujemy wazne uogdlnienie zasady odpowiedniosci.

W celu unikniecia zbytecznie zawilej notacji wprowadzimy nastepujgce
oznaczenie

(6.10) Fexm) = [ F(x & exp(—né)dé

na transformacje Laplace’a funkcji f(Xx, &) wzgledem czasu zredukowanego.
Zasada odpowiedniosci dla historii temperatury zaleznych wylqcznie od czasu.
Przypusémy, ze

(6.11) [uy, ey, 0:]en[Gy, Gy, a, Ty, ¢, F;, T] na RX(—o0, ),
gdzie T jest funkcjq tylko czasu; nastepnie niech
(6.12)  wy=u} na By;X(—o0, 0), S; =S5 na B,X(—o0, ).

Przyimijmy, ze Gy (£) (B = 1, 2), 4;(x, &), e,(x, &), ﬁ‘,-(x, ) oraz T(E) sq rzedu
wykladniczego 0 (exp (s, £)) dla kazdegox w R gdy & — o0, przy czym s, jest sta-
lq (rzeczywistq). Wtedy dla kazdego v, spelniajacego warunek Re(n) > s,, mamy

(6.13) [~ By(rm) (o m))eblum), K@), o Fi(+, )], 6() na R,
gdxzie

(6.14 pa) = 51Ca(a),  Kon) = 37G3(n)
(6.15) it,(-,n) = (-, n) na By. Si(-,7) = S¥(-,7) na B,.

Analogia ta staje si¢ trywialna, gdy B= B,, F;=0 na RX(—o0, )
oraz S; =0 na B X(— o, ). W tym przypadku analogia po prostu po-
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twierdza nasz poprzedni wniosek 2, ze o;; =0 na RX (— o0, ) zgodnie
z dobrze znanym twierdzeniem o polach temperatury wolnych od naprezen
w teorii termosprezystosci ([3], p. 3.9).

Przypuéémy nastepnie, ze dla czaséw nieujemnych temperatura 7" jest funkcjg
tylko miejsca. W tym drugim zdegenerowanym przypadku zmodyfikowane cat-
kowe prawo relaksacji (5.5) mozna znowu zapisa¢ w postaci splotéw wzgledem
czasu fizykalnego, jak to wida¢ z (5.6). Mamy obecnie

(6.16) Sy = Hl*deijy O = Hz*d(Skk—'—:S(l@),
pod warunkiem, Ze
(6.17) Hy(x, t) = Gylto(T (x))) dla  (x, ) w RX [0, ).

Po wykonaniu transformacji Laplace’a na (6.16) otrzymujemy

(618) E“'(X, 7]) = ‘?‘/'L(X) n)é-ij(xx 77) > _

Tu(X, 1) = 3K(x, ) [ew(X, 7)—3aO(X, 7)] -
Wzory te sg wazne dla kaidego ustalonego % o dostatecznie duzej czedci
rzeczywistej 1 dla wszystkich x w R, jezeli

(6.19) ) =B ), K% m) = 5 F, ).

Zwigzki pomiedzy naprezeniami i odksztalceniami w postaci (6.18) odpowia-
dajg niejednorodnemu liniowemu ciatu sprezystemu. W takim razie jegeli tempe-
ratura zalezy tylko od miejsca, to pierwotne zagadnienie brzegowe w teorii termo—
lepkosprezystosci moina sprowadzié do ustalonego zagadnienia termospresystego
dla osrodka niejednorodnego. To uogblnienie zasady odpowiedniosci posiada
niestety bardzo ograniczone znaczenie praktyczne z powodu zlozonodci zagad-
nienia sprowadzonego, ktérego trudnosé jest pordwnywalna z trudnoscig pro-
blemu pierwotnego.

Analogiczne rozszerzenie zasady odpowiednio$ci na przypadek materialéw za-
leznych od temperatury dla operatorowych praw rdzniczkowych zostalo roz-
patrzone wczeéniej przez H. H. Hirtona i H. G. RusseLa w pracy [44] opartej
na poprzednim komunikacie z H. A. Hassanem [20]. Analiza przeprowadzona
w pracy [44] ogranicza si¢ do operatorowych praw rézniczkowych dla materia-
16w o parametrach zaleznych od temperatry i zaklada osrodek o skoriczonym
widmie czaséw relaksacji i opdZnienia,

Analogia wyprowadzona w [44] dla rozkladéw temperatury zaleznych tylko
od czasu jest ograniczona do cial mechanicznie niesci$liwych (aczkolwiek
uwzglednia rozszerzalnos$é cieplng) i jest uogélnieniem ® zasady T. Alfreya [15].

3 Zauwazmy, Ze O spelnia (6.7), poniewaz T nie zalezy obecnie od miejsca.

¥ W zwigzku z tym rozszerzeniem analogii Alfreya autorzy uwazaja, Ze mozna wyznaczyd
oddzielnie wplyw sil masowych i sif powierzchniowych, a nastepnie naloiyé je na otrzymane
naprezenia i odksztalcenia termiczne. Tego rodzaju superpozycja dla materialéw zaleznych od
temperatury nie jest w rzeczywistoséci dopuszczalna. Jak juz wykazano, pole temperatuty zalezne
tylko od czasu przy braku obcigZen zawsze wywoluje zanikajace napresenia cieplne.
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Z drugiej strony, w pracy [44] nie naklada si¢ zadnych ograniczen na liniowo
lepkosprezyste prawo zmiany objetosci w przypadku, gdy pole temperatury
zalezy wylacznie od miejsca; zasada odpowiedniosci otrzymana dla tego przy-
padku jest elementarnym uogélnieniem pracy W.T. Reapa [17] dla teorii
izotermicznej. Wreszcie w pracy [44] podano szkic przyblizonego podejscia
do przypadku ogdlnego, gdy historia pola temperatury zalezy od czasu i miejsca,
oparty na zalozeniu, ze material jest odcinkami niezalezny od temperatury
(w czasie). Zakres, w ktérym taki przyblizony schemat jest rachunkowo wyko-
nalny, pozostaje do oszacowania.

Obecnie rozpatrzymy dostepne zastosowania quasi-statycznej liniowej teorii
termo—reologicznie prostych ciat lepkosprezystych. Jak wspomnieliémy poprzed-
nio, wszystkie (z wyjatkiem jednego) przyktady wymienione na poczatku
p. 5 dotycza modeli lepkosprezystych zaleznych od temperatury i naleza do
omawianej tu kategorii, mimo ze nie zostaly one specjalnic dobrane dla ilustracji
rozpatrywanej teorii ogdlnej.

Postulat réwnowaznodci temperaturowo—czasowej zostal zastosowany przez
L. W. Morranpoa i E. H. Lee [35] do analizy plaskiego stanu odksztalcenia
w niedcisliwym, wydrgzonym walcu kolowym, poddanym dzialaniu promie-
niowego rozkladu temperatury oraz nagle przytozonego, réwnomiernego ci$nie-
nia wewngtrznego.

W pracy [40] rozpatrzono rozklad temperatury zaleiny zaréwno od miejsca
jak 1 czasu; podano tam $ciste rozwigzania dwéch zagadniefi przestrzennych
tego rodzaju. Pierwsze z nich dotyczy swobodnych drgan poprzecznych nie-
skoficzonej plyty przy zalozeniu, ze historia pola temperatury wywotujacego
naprezenia w plycie zmienia si¢ dowolnie ze wspélrzedng grubodci 1 z czasem.
Drugie zagadnienie dotyczy naprezen i odksztalcenn termicznych wywolanych
w kuli dowolnym, chwilowym, promieniowym rozkladem temperatury. Oba
rozwigzania zakladajg dowolng (termo-reologicznie prostg) zalezno$¢é materiatu
od temperatury i stosuja si¢ do cial o ciggltych widmach relaksacji z tym wyjat-
kiem, ze w przypadku drugiego zagadnienia przyjeto sprezyste prawo zmiany
objetodci .,

Powrécimy tu krétko do przyktadu plyty rozpatrzonej w [40], poniewaz
pewne aspekty tego zagadnienia posiadaja szersze znaczenie. Rozpatrzmy
wig¢c nieskoriczong plyte o stalej grubosci 22 i dobierzmy w ten sposéb ukfad
wspolrzednych, aby plaszczyzna x; = 0 pokrywala sie z plaszczyzna $rodkowa
ptyty. Wtedy R bedzie obszarem okre§lonym nieréwnodcia —a <, < g,
a B stanowi¢ beda dwie ograniczajgce plaszczyzny xy = 4 a.

Poszukujemy obecnie termo-reologicznie prostego stanu lepkosprezystego 26
(i, &ij» 0ij] Na RX(— co, ) odpowiadajacego danym G, Gy, a, Ty, @, F;, T

2 Chociaz zalozenie to bardzo rozpowszechnione w analizie naprezen ciat lepkosprezystych
w ogélnodci zgadza sie z do$wiadczeniami, to jednak watepne jakoéciowe dane dotyczace efektbw
lepko$ci objetosciowej wydaja sig niewystarczajace.

20 Zauwazmy, ze w przeciwieistwie do poprzedniego zalozenia R w tym przykladzie nie jest
ograniczone.
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i spelniajacego warunki brzegowe

(6.20) a3 =0 na BX(—~w, ©).
Przyjmiemy dalej, ze T i u; s3 funkcjami tylko (xy, 2) oraz ze
(621) Fi:u1:u2:0 na RX(—OO, OO)

Wprowadzone wyzej zaloZenia ograniczajace sa zgodne z réwnaniami pola
i warunkami brzegowymi, co — jak mozna obecnie latwo stwierdzié® — po-
woduje zalezno$¢ historii pola tylko od (wg, t), natomiast

(6.22) en=2¢6p=10, & =0, i5%j na RX(—o0, ®)

(623) dy1, = Oag, 03320, Gij:O, i#j na Rx(—w, OO)

oraz

(624) &= —£%dG,, 25=(8—3u0)*dG, na RX(—w, ©),

gdzie dla ulatwienia napisaliémy odpowiednio ¢ i & zamiast oy, 1 &gs.

Po eliminacji ¢ z pary réwnad calkowych (6.24) i wykorzystaniu wlasno$ci
splotéw Stieltjesa (p. 1 w [1]) otrzymamy

(6.25) G=—3uA*d® na RxX(— o, ©),
gdzie A4 jest funkcja pomocnicza zdefiniowang nastepujaco:
(6.26) 28 A = G *dG,*d2G-+G)™* na (- o0, ©).

Biorac pod uwage (2.7), (5.6), (5.7), (5.8) i podstawiajgc x; — x dochodzimy
na podstawie (6.25) do wniosku, ze poszukiwane naprezenia @ = 0y; = 0y
przedstawi¢ mozna za pomocg calki '

(6.27)  ofx,f) = —3a | A(E—&)dOx, ¢') dla (v, 1) W RX(— co, o),

gdzie
(6.28) §=ox )= [@(T@ t')dt', & =olx1).
0

Opréez tego stosujac twierdzenia 1.2, 1.3 [1] dla ¢ z przedzialu [0, o) stwier-
dzamy, ze wzér (6.26) jest réwnowazny nastgpujacemu Wzorowi:

(6.29) 2 GAW+ [ Gu—tA@w)dr = L(t),

gdzie

G(1) = 2G,(1)+Gyf),
(6.30) o ! .
L(t) = GG+ [ Gy(t—1")Gy(t)dr.

%7 Szczegbly mozna znalezé w pracy [40).
28 Ta sama funkcja gra decydujaca role w zagadnieniu kuli [40].
2% Przypominamy wzér (2.13).
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Widaé stad, ze 4 spelnia liniowe réwnanie catkowe typu Volterry. Wreszcie,
jezeli odpowiednia transformacja Laplace’a istnigje, to otrzymujemy z (6.29)
i (6.30) zaleznogé

e G)Gin)
(6.31) AW = 3G )+ Guln)

Wzér (6.27) otrzymano w pracy [40] przez zastosowanie transformacji Lapla-
ce’a do pary réwnani catkowych (6.24), a nastepnie odwrdcenie otrzymane;j
w wyniku pary réwnaf algebraicznych. Jak pdzniej zauwazyli LEE i ROGERS
[41] 1 co jest jasne z poprzednich rozwazan, nie ma tu potrzeby wprowadzania
transformacji catkowych.

Podobna uwaga odnosi si¢ do obliczeA numerycznych w rozpatrywanym
rozwigzaniu, ktére wykonano w pracy [40] dla handlowego polimetakrylanu
metylowego opierajac si¢ na dostepnych danych dotyczacych relaksacji i na
pomiarach funkcji przesuniecia p. W zwigzku z tym funkcja pomocnicza 4
zostala wyznaczona z (6.31).

AR)/E )
L Rozwigzanie liczbowe oparte
as bezpasrednio na danych doswiad-
czalnych (Lee i Rogers)
o4 t....godz.
1,-80%
63
Jnterpolacja '
Iiniowa Razwigzanie analityczne oparte
a2 na transformac)i Laplacea [ asym-
protycznych odwrdceniach transformacji

ol

1 L 1 [
425 -2 -1 0 4 2 ] 4 5 Siog 1

Rys. 1 A4(t) dla polimetakrylanu

Wymagajacy duzej pracy tok postepowania zastosowany w pracy [40] polega,
po pierwsze, na dobraniu odpowiedniego przyblizenia analitycznego dla funkcji
relaksacji umozliwiajgeych analityczne obliczenie A, a nastepnie na znalezieniu
poszukiwanych wartodci 4 za pomocg dwdch wzorédw asymptotycznych na
transformacje odwrotne: jednego dla duzych, drugiego dla malych wartosci
czasu.

‘Inaczej postapili E. H. LEE i T. G. RoGers [41] obliczajac 4 przez rozwia-
zanie réwnania catkowego (6.29) wprost na matematycznej maszynie elektro-
nowej. Ich sposéb postgpowania jest bardziej bezpoéredni i okazal si¢ doklad-
niejszy.
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Wartoéci 4 otrzymane za pomocg przedstawionych wyzej dwéch sposobéw
poréwnano na rys. 1, na ktérym przez E oznaczono modut Younga odpowiadajacy
sprezystej reakcji ciata w chwili poczatkowej. Rysunek 2 zaczerpnieto z pracy
[40] 1 przedstawiono na nim zalezno$¢ naprezenia normalnego o w plaszczyZnie
$rodkowej od czasu dla ptyty wykonanej z polimetakrylanu metylowego. W obli-
czeniach przyjeto, ze a?/k = 1 godz., k jest termiczng dyfuzyjnodcig materiatu;
takie zalozenie odpowiada pltycie o grubodci 2a réwnej w przyblizeniu 5,7 cm.
W zadaniu tym historia pola temperatury jest rozwiazaniem elementarnego
zagadnienia przewodnictwa cieplnego: cala plyta znajdowata si¢ w stanie poczat-
kowym w réwnomiernej temperaturze Ty = 80 °C; w chwili # = 0 powierzchnie
plyty zostaly nagle poddane dzialaniu temperatury, 7 = 110 °C, i nastepnie
utrzymane w tej temperaturze.

Krzywa 1 na rys. 2 podaje warto$ci naprezeri otrzymane ze wzoru (6.27).
Krzywa 2 przedstawia zachowanie si¢ materialu w przypadku pominigcia za-

451 7 e —
3
a¥k=1
=] t...
= 1
= 2
X
pa
% g5l 1
1 | | | -
0 05 10 15 20 t

Rys. 2. Zagadnienie plyty. Zalezno$é o od czasu w plaszezyZnie
$rodkowej dla polimetakrynu,
1. Wlasno$ci materiatowe zalezne od temperatury Ty = 80°C,
T, = 110°C, 2. Wlasnoéci materialowe niezaleine od temperatury
oparte na zachowaniu sie¢ w temperaturze 95°C. 3, Wlasnodci
sprezyste oparte na zachowaniu si¢ poczatkowym.

leznodci parametréw fizycznych ciala od temperatury, a cala analiza oparta
jest na danych dotyczacych relaksacji dla $redniej temperatury powierzchni
wynoszacej 95 °C. Wreszcie krzywa 3 podaje wyniki w przypadku, gdy pominie
si¢ wplyw lepkosci i wyznaczy naprezenia o zakladajac czysto sprezyste zacho-
wanie si¢ materialu i przyjmujac stale sprezystosci odpowiadajace stanowi
poczatkowemu ciala lepkosprezystego. Widaé z rysunkéw, ze te trzy krzywe
prawie pokrywaja si¢ w okresie poczatkowym wynoszacym okolo 10 minut,
to znaczy wtedy, gdy «rzeczywistey wlasnosci materialu sg bliskie sprezystym
i dzieki temu s3 niezalezne od temperatury. W przyblizeniu przez pierwszych
20 minut krzywa 2 daje warto$ci naprezefi nieco niZzsze od przewidzianych

7 Mechanika Teoretyczna i Stosowana
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krzywa 1, poniewaz w tym okresie temperatura plaszczyzny srodkowej jest
nizsza od $redniej temperatury 95° a co za tym idzie — rzeczywisty proces
relaksacji jest wolniejszy od nakreslonego krzywa 2. Natomiast péziniej krzywa
2 daje wartosci naprezen stopniowo wigksze od podanych krzywa 1, az po
uplywie 2 godzin naprezenia rzeczywiste stajg si¢ o 15 procent mniejsze od
odpowiednich wartosci danych krzywa 2. Wyniki te wykazujg raz jeszcze nie-
realny charakter takich teorii naprezen cieplnych ciata lepkosprezystego, ktére
nie uwzgledniaja zaleznosci wiasnosci materialu od temperatury.

Wzgledne zalety bezposéredniego numerycznego catkowania réwnaii catkowych
w stosunku do techniki transformacji catkowych w analizie naprezen lepkospre-
zystych zostaly dalej przedyskutowane i zilustrowane w pracy E.H. Lee 1 T. G.
RoGERsA [45]. Poza tym, ze podejécie takie lepiej wykorzystuje dane do$wiadczal-
ne, nie wymaga ono duzych ekstrapolacji czasowych poza przedzialem czasu,
obejmujacym poszukiwane rozwigzanie zagadnienia. Tego rodzaju podejscie
rozszerza ponadto zakres analizy na zagadnienia, do ktérych transformacja
Laplace’a nie daje si¢ zastosowaé. Do takich probleméw naleza zagadnienia
mieszane, w ktérych sily powierzchniowe i przemieszczenia s3 dane na pod-
zbiorach brzegu zaleinych od czasu, oraz zagadnienia, w ktérych sam brzeg
jest funkcjg czasu (powierzchniowe topnienie).

Przyklad liczbowy zagadnienia tego ostatniego rodzaju podaje praca [45],
gdzie rozwigzanie zagadnienia kuli otrzymane w [40] uogdlniono na przypadek
topniejgcego ciala kulistego. Oprécz tego w [45] podano formalne rozwigza-
nie zagadnienia topniejacej powloki kulistej; dla brzegéw utwierdzonych
zagadnienie to rozpatrzono uprzednio [6].

Chociaz dopiero co opisane rozwazania sg obiecujace, to warto zauwazyé,
ze zagadnienia brzegowe rozpatrywanej teorii sprowadzaja si¢ do rozwiazywania
niezaleznych réwnan catkowych tylko w wyjatkowych okoliczno$ciach. Co
wigcej, wszystkie dostepne dzisiaj zastosowania zalezg od mozliwosci rozdzielenia
calkowania wzgledem czasu i przestrzeni. Mimo faktu, Ze pewne bardziej
ogdlne zagadnienia rozwigza¢ mozna obecnie tylko na drodze czysto liczbowe;j,
nie powinno to pomniejszaé potrzeby systematycznego rozwijania teorii catko-
wania.

7. Uwagi koicowe

W naszych poprzednich rozwazaniach przyjmowalidmy, zZe material jest
izotropowy, zaréwno, jesli! chodzi o wlasnosci mechaniczne, jak i termiczne.
W przypadku anizotropowego liniowego materialu lepkosprezystego réwnania
stanu (2.6) przyjmuja postad:

(7.1) oy = (ey— i) xdGiji

gdzie Gijy i a;; sa odpowiednio sktadowymi tensora funkcji relaksacji i tensora
rozszerzenia termicznego. Poza tym zachodzg zwigzki «; = a;; oraz

(7.2) Gy = Gy = Giji -
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Pierwsze réwnanie (7.2) wynika z symetrii tensora naprezenia, a drugie nie
pociaga za sobg zmniejszenia ogdlnodci, gdyz réwniez tensor odksztalcen jest
symetryczny. Poza tym zwykle przyjmuje sie, ze
(7.3) Giju = Gy -

Te ostatnie zwigzki symetrii wynikajg z (7.2) w przypadku szczegdlnym
izotropii i wyrazajg warunek niezalezny. Dostepny teoretyczny dowdd réwnosci
(7.3) opiera si¢ na rozwazaniach termodynamicznych i na zastosowaniu zasady
wzajemnosci Onsagera 0.

Jezeli przyjmiemy, ze warunki (7.3) s3 spelnione, to uogélnienie wigkszoéci
wynikéw teoretycznych rozpatrywanych w naszej pracy na przypadek jedno-
rodnych cial anizotropowych nie przedstawia trudnoéci. Odnosi sie to w szcze-
gélnosci do zasady odpowiedniodci rozpatrzonej w pp. 4 i 6, ktéra w takim
przypadku prowadzi zgodnie z rozwazaniami M. A. Biota [49] do zwigzkéw
pomiedzy liniowymi teoriami cial lepkosprezystych i sprezystych. Rozszerzenie
tej zasady na przypadek niejednorodnych (izotropowych lub anizotropowych)
cial lepkosprezystych jest zupelnie elementarne %, choé¢ ma niewielkie znaczenie
praktyczne. '

Dotychczas rozpatrywaliémy tylko quasi-statyczne napreZenia termiczne
w cialach lepkosprezystych. Wplyw bezwladnodei w termo—lepkosprezystosci
byl w ostatnich czasach przedmiotem wielu badan specjalnych. Sposréd nich
zacytujemy publikacie A. M. Katasonowa [51], W. Nowackiego' [23, 52,
53, 54] i M. Zérawskiego [55, 56, 57, 58]. Trudno tu ocenié fizykalne znacze-
nie tych prac, gdyz niezmiennie zaklada sie w nich, Ze. wlasnoéci materiatu
s3 niezalezne od temperatury, nie podaje si¢ ilo$ciowej analizy wynikéw oraz
zwykle dotycza one tylko naglych zmian temperatury 32.

Dotychczas nie rozpatrywano jeszcze efektéw sprzezenia termo—mechanicz-
nego, ktére jak dotzgd sz konsekwentnie pomijane. Interesujace studium tych
efektéw podal S. C. HUNTER [60], ktérego analiza dotyczy termo-~reologicznie
prostych cial lepkosprezystych. Jak sugeruje bezpretensjonalny tytul pracy
[60], temat ten wymaga dalszych badas.

Nalezy wreszcie jeszcze raz podkre§li¢, ze praca nasza ogranicza si¢ w zasadzie
do analizy liniowych naprezed termicznych w cialach lepkosprezystych. Nie
po$wieciliémy wiec w niej uwagi wplywowi nieliniowych efektéw lepkosci ani
odksztalceniom skoficzonym, ktére nalezy braé pod uwage przy realnym podej-
$ciu do naprezen termicznych w metalach w podwyZszonej temperaturze.

Podziekowanie. Autor jestzobowigzany Panu M. E. GUurTINOWI, ktdéry prze-
czytal rekopis pracy i zglosil szereg uwag krytycznych oraz pomocnych wska-
zéwek. ‘

¥ Por. np. M. A. Bror [46 i 47]. Rozwazania tego rodzaju mozna znalez¢ w komunikacie
T. G. Rogersa i A, C. Pipkina [48] oraz pracy [5]. Zauwazymy, ze odpowiednik warunku (7.3)
w teorii spreZystoéci wynika z istnienia potencjalu sprezystego.

81 W zwiazku z tym wymienimy [20i44] oraz prace H. W. Hiltona i 8. B. Donga [50].

32 Pokrewne badania w teorii termospre¢iystodci (por. np. [59]) wykazuja, Zze rozmiar takich
wplywéw inercyjnych niepomiernie maleje, gdy zarzuci sie fikcje naglego przylozenia temperatury.

Te
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Pesome
TEPMHUYECKHUE HAIIPSDKEHMS B BA3KO-YIIPYIUX TEJIAX

Hacrosawas pa6oTa, 3aHHMAIOIAsICT HMCKIIOYMTENEHO TENaMH, KOTOpbIE B H30MCTPHUCCKIX
YCHOBHAX N s MHDHUHUTEINMAIBHBIX gedopmanuil o0NafgaloT CBOHCTBaMy JIHHEHHOH BASKO-
YIOPYLOCTBIO, IIPECENYeT XBe Lelyd. Bo NepBBIX HaeTCA CHCTEMATHUECCKHI 3CKM3 Pa3BHTHA
AOCTUTHYTOBO B NOCIIEAHEE BPEMS, B TEOPHH, 8 BO BTOPHIX 03HAKOMIIET UHTATENS C IIOAPOCHBIMU
BOHPOCAMH H C COOTBETCTBYIOLIEH JUTepaTypoi,

2Ta paboTa OrPaHMUMBAETCA AHATIM30M KBA3H-CTATHCTHUYECKHX TEPMOYIPYIHMX HAIPSYKEHI it
B OJHOPOAHBIX M30TPOIMBIX TENAX, O0naZalomiMx JIMHEHHOH BA3KO-yNPYrOCTHIO.

B nepsoit wactu paGorsi (§ 2, 3,4) usnaraeTes TeOpHUA TEPMO — BAKO-YIPYTOCTH TeJI PH IIpes-
TIOJIOYKEHHH HE3aBHCHMOCTH WX MEXaHUUeCKHX CBOMCTB OT Temmeparypel. Ilaparpader 5 u 6
KacaloTcsA BA3KO-YIPYLHX Tel, CBOMCTBA KOTOPBIX 3aBUCAT OT TemIepaTyphl, ofpanjas IJIABHOE
BHUMAHUE HA TEODHIO TEPMO-PEONOTHUECKM NPOCTBHIX MATEPUAJIOR.

PeaymbTaThl, MONyUYeHHble B paboTe OMMPAIOTCA, B 3HAUMTELHON CTeNneHy HA OXHY M3 Npejbl-
Ayiux pafoT, Kacarompuxcsa usomerpuuecxody teopun [1]. Inpoxoe ncnonpsopanue cBOCTB
cBepTku CremsTieca, o6seraaeT MaHPATYIIUIO C IPEPEIBHBIME DYHKINAMY BpemeHH. HekoTopbre
TEOPETHUCCKHE PE3YNBTATHI IPUBENEHHEIE B TEKCTe PabOThbl, HE CMOTPS HA HX 3JIEMCHTADHBIA
XapaKTep, BEPOATHO €lle HE MIBECTHBL, '

Summary

ON THE ANALYSIS OF THERMAL STRESSES IN VISCOELASTIC SOLIDS

The present paper, which is devoted exclusively to solids that under isothermal conditions
and for infinitesimal strains exhibit linear viscoelastic behaviour, is intended to serve a dual
purpose.
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First, an attempt is made to sketch a systematic account of relevant recent theoretical develop-
ments, second, it supplies a guide to available specific results and to the literature cn the

subject at hand.

The present treatment is mainly confined to the quasi — static analysis of thermal stresses in
homogeneous and isotropic linear viscoelastic bodies. Sections 5, 6 of the paper deal with tem-
peratute — dependent viscoelastic solids, particular emphasis being placed on the theory of termo-

rheologically simple materials.
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