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1.  Uwagi  ogólne.  Zasada  Bettiego

Publikacja  niniejsza  ma  na celu  zwrócenie wię kszej  niż dotychozas uwagi  na mo-
ż liwość  wszechstronnego  uwzglę dnienia  odpowiednioś ci  modelowej  przy  bada-
niach  konstrukcji  inż ynierskich  na  modelach.  Chodzi  również  o  przedstawienie
zasady  Bettiego  jako  podbudowy  teoretycznej  owej  odpowiednioś ci.  Zagadnienia
te były już  poruszone w jednym  z rozdział ów obszerniejszej  pracy  autora  [1]. Z po-
wodu  bardzo  mał ego nakł adu  sprawa  powyż sza  jednak  nie  została  należ ycie  upo-
wszechniona.  Stąd  też  zapewne  wynika  fakt,  iż w  literaturze przedmiotu odpowie-
dniość  modelową   traktuje  się   czę sto  jako  zagadnienie  nowe  i  w  zakresie  ograni-
czonym. W pracy  obecnej wyniki  teoretyczne zilustrowano  przykł adami  liczbowymi.

W  celu  wyznaczenia  pewnych  wielkoś ci  statycznych,  wystę pują cych  w  prę towym
ukł adzie  konstrukcyjnym,  za  pomocą   badań  modelowych  należy  sporzą dzić  model
obiektu rzeczywistego  i  to zazwyczaj  z odmiennego materiał u. Przez termin  «model»
rozumiemy  w  tym  przypadku  pomniejszony  i  geometryoznie  podobny  materialny
obraz  odpowiadają cy  ukł adowi  Tzeczywistemu  w  taki  sposób,  aż eby  wielkoś ci
statyczne  wyznaczone  dla  modelu  mogły  być  ł atwo  obliczone  dla  obiektu  rzeczy-
wistego  przez  uwzglę dnienie  odpowiednich  podział ek.  D latego  wymiary  modelu
powinny  być  tak  dobrane, aby  stosunek  odpowiadają cych  sobie,  a  róż nych od zera
skł adników wzoru  na przemieszczenie w obiekcie rzeczywistym  i  modelu wyraż ał   się
tą   samą   liczbą .

Wspomniany  wzór  na  przemieszczenie  moż na  wyprowadzić  np.  za  pomocą
zasady  Bettiego,  której  treść  wyraża  znana równoś ć:

0- 1)

Symbole  P}  i  Qk  oznaczają   tu wielkoś ci  skupionych  obcią ż eń  statycznych  działa-
ją cych  na rozpatrywany  ukł ad, natomiast symbolami pJK  i  qu  oznaczono odpowied-
nie  przemieszczenia;  pierwszy  indeks  okreś la  miejsce  i  kierunek  przemieszczenia,
drugi  zaś  przyczynę   jego  powstania.

W  dowolnym  przypadku  obcią ż enia  ukł adu  prę towego  energię   sprę ż ystą   U

przedstawić  moż na  za  pomocą   nastę pują cych  wielkoś ci  statycznych:  siła  podł uż-

na S, moment skrę cają cy  K, dwa  momenty zginają ce  M  i N  oraz dwie siły  ś cinają ce

T  i  Q  (rys.  1, gdzie osie  y  i  z  są   głównymi  ś rodkowymi  osiami  bezwładnoś ci  prze-

sz
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kroju,  a  oś  x  jest  zgodna  w  danym  miejscu  z  osią   elementu).  Energia  sprę ż ysta

ukł adu  ma, jak  wiadomo, postać  nastę pują cą:

_  1  i  O  Cło  1  I  JV  Cło  1  J  lvi  uo  .

GA

Rys.. 1

Korzystając  ze  znanych  wzorów  na  energię   sprę ż ystą   moż emy  zasadę   Bettiego
dla  ukł adu przestrzennego  wyrazić  w  nastę pują cy  sposób:

(1.3) *

2.  Przemieszczenia rzeczywiste  i  modelowe; ogólny  warunek  odpowiednioś ci modelowej

Gdy  grupę   sił  /   stanowi  tylko jedna  siła P,  a badany  ukł ad jest  ukł adem liniowo
sprę ż ystym, czyli podlegają cym  uogólnionemu prawu H ooke'a,  to moż na napisać, że

Sj  =  PS},  Kj  =  PK],  MJ  =  PM°J,  Nj  =  PN°,  Qs  =   PQ%  T=PT°j,

gdzie  Sj,  Kj,  Mj,  N °,  Q% T°}  pochodzą   od  niemianowanej siły jednostkowej.  Je-
ż eli jest  to  faktycznie  siła, wtedy  Sj,  Qj,  Tj  są   wielkoś ciami  niemianowanymi. Jeś li
siła jednostkowa  bę dzie  momentem, to  wielkoś ci  te  bę dą   miały wymiar  1/długoś ć.
W  pierwszym  przypadku  Mj,  Nj,  Kj  mają   wymiar  długoś ci, w  drugim  zaś  przy-
padku  są   niemianowane. Siła jednostkowa  jest  momentem wtedy,  gdy  i  siła P  jest
momentem.  Przez sił ę  P  bowiem  należy  rozumieć sił ę  uogólnioną.  Równanie  (1.3)
przybierze  teraz  postać  nastę pują cą:

^

EL
•  ds

PQJQK
'"~GA~

ds
PT°jTK

'• '  GA
ds,
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skąd

1
Należy  mieć  zawsze  na  uwadze,  że  Sj,  Kj,  Mj  itd.  pochodzą  od  dział ania siły

P  =  1,  stanowią cej  teraz  cał kowitą  grupę  sił   / .  W  ten  sposób  dla  danego  ukł adu
prę towego  liniowo  sprę ż ystego  obcią ż onego  uogólnionymi  sił ami QK  grupy  K  zna-
leziono  przemieszczenie  okreś lonego  punktu  ;.

Nawią zując  teraz  do  uwag  ogólnych,  sformuł owanych  w odniesieniu  do  badań
modelowych  na  począ tku  poprzedniego  punktu,  obliczymy  wartość  liczbową  sto-
sunków  pomię dzy  odpowiadają cymi  sobie  skł adnikami  wzoru  na  przemieszczenie
dla  pewnego  punktu  obiektu  rzeczywistego  i  analogicznego  punktu na modelu. Jak
już  wiadomo,  stosunki  te muszą  być  równe.  Jeż eli  przemieszczenie  jakiegoś  pun-
ktu  obiektu  rzeczywistego  jest  a'+b'+c'+...,   a  przemieszczenie  analogicznego
punktu  na  modelu  jest  a"- \ - b"Jrc"+...  oraz  jeś li  dla  wszystkich  moż liwych  a',
b', c',...  ma  być

a' + b' +  ć  + ...  ,
a" +  b" + c" +  ...  '

to  musi  równocześ nie  zachodzić  równość

a>  = A'  i i  _  _ 7
a"  b"  c"  • "

Oznaczając  przez  p',K  przemieszczenie  dowolnego  / - tego  punktu  obiektu  rzeczy-
wistego  pod  dział aniem  grupy  sił   K,  a  przez  p'/K  —  analogiczne  przemieszczenie
na  modelu,  otrzymamy  wedł ug  wzoru  (2.1)

p'.K  =  I   *   *  ds' +  ) — * £  -  dś  +  ) —̂ - rjr— dś +

r  NTK  r  ,  Q°,Q'K  r  , T°,T'K  , ,
j  te>  ly  J  (j  A.  J  \J  A

C  SJS'K  . „   C  K°j"K'ź  , , .  C  M°J"M'J[  ,,,

PtK = J  "ihjn- dLt" + J  ^  *  ds" + j  £"r*   s  +

- j -   I   ~TTTi—  ds"  - f-   I   Xy'  •   j)—77- ds"  - f-   I   Xz  —  ds".

Wielkoś ci  Sj,  Qj  i  Tj  są  jednakowe  dla obiektu  rzeczywistego  i  dla  modelu, po-
nieważ  w  obydwóch  przypadkach  pochodzą  od  niemianowej  siły  jednostkowej.
N atomiast  S'K=£  S&,  Q'K^QK  i  T'K^Tx,  bowiem  siły  K,  dział ają ce  na  obiekt
rzeczywisty  i  na  model  nie  są  identyczne,  lecz  pozostają  do  siebie  w  pewnym  sto-
sunku.  Momenty Kj'  i  Kj",   M?  i  Mj"  oraz N?  i Nj",  jakkolwiek  wywoł ane  jed-
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nakową   siłą  jednostkową,  są   jednak  róż ne  w  obiekcie  i  modelu  z  powodu  róż nicy
wymiarów,  a  tym  samym  róż nicy  ramion w jednym  i  drugim  przypadku.

Ką ty  obrotu <p  wyraż ają   nastę pują ce  wzory:

W  celu  wyznaczenia  <p'iK  i  ę \ź  działamy  momentem  jednostkowym  w  miejscu
i  kierunku  tych przemieszczeń,  zarówno  w układzie rzeczywistym,  jak  modelowym.

W  wyraż eniu  ostatnim  Sj  ,  Q°,  i  Tj  pochodzą   od  momentu  jednostkowego,
wię c  —  jak  już  wspomniano  uprzednio  —  mają   one  wymiar  l/ długoś ć,  są   wobec
tego  róż ne w  obydwóch  układach. Natomiast momenty  K°,, Mj  i Nj,  jako  wywo-
łane  niemianowanym  momentem  jednostkowym,  są   niemianowane,  są   zatem  je-
dnakowe w obydwóch  układach, mimo że wielkoś ci KK,  MK  i NK  są  róż ne dla  obiektu
i  modelu  z  wiadomego  powodu.

Wprowadź my  obecnie  podział kę   rozpię toś ci  i  ramion

podziałkę   pól  przekrojów

podziałkę   momentów  bezwładnoś ci

A'  _
7/   —  a>

IŁ- -  1L~-   c  -
Jll   'y !  TU  h>  S1H  C

oraz  podział kę   tylko  sił  obcią ż ają cych  (a nie momentów  obcią ż ają cych)

pn  J >

zatem  dla  momentów  obcią ż ają cych  bę dzie

P's'

Wprowadź my  również  podziałkę   stałych  sprę ż ystoś ci,  ponieważ  obiekt  rzeczy-
wisty  i  model  sporzą dzone  są   na  ogół  z róż nych materiałów,

W  _  ( ?_
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Wyznaczmy  nastę pnie  wartoś ci  liczbowe  stosunków  odpowiadają cych  sobie
skł adników,  które  wystę pują  we wzorach  na przemieszczenie  w  ukł adzie  rzeczy-
wistym  i  modelowym.  Otrzymamy  nastę pują ce  wyraż enia,  w  których  pojedyncze
kreski  '  u góry  odnoszą się do obiektu  rzeczywistego,  a podwójne  "  — do modelu:

dS
fJ E'A'  _fn

J  E'i;  as  fi?  J  E%
  as

ei'

) K  G'A'  ds  _x'y  fn  JX*   G'A'  ds
  H'Z fn

ny  ag  r  ,  TjTil  „   «»  ag

dla  ką tów zaś:

J i rl 7 " *   /   J~Wc!~ds  fn2

=  £  J
f  S°J"S'K  , „ 7 a e '  f  K°JKK  . , , ~ Z C '

J  1FTAir  dS  J ̂ C1'  dS

f  M°jM'K  ds'  f  N°jN'« ds'
J  E'I'y

  dS  fi?  J ~1Ż X  fn*
eiz

rpOrrjif

•   f  ><%• "   4  f

J
Q7QK  #.  "y

G"A"  ""  J  y  G"A"

W  badaniach  modelowych,  jak  już  stwiei'dzono,  dla  przesunięć  rzeczywistych
i  modelowych  musi być speł niona  równość

fi^_fi?  _fi?_• ^L3

= =^.  f]L  — '>ś - Ź L
ae  ~~ gc  eiy  eiz  ~~  xy'  ag  ~  x'z  ag  '

a  dla ką tów  obrotu  —  równość

ae  ~~ "gc ~  eiy ~  ei% ~  x'y  ag~  x'z  ag

Obydwie  ostatnie równoś ci  sprowadzają  się do jednej  nastę pują cej:

ae~~  gc  ~"eiy  ~  eiz ~  %'  ' ag ~  x'J  ag  '
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Jeż eli  rozważ any  układ prę towy jest np. kratownicą,  to  róż ny  od zera jest  tylko
składnik.pochodzą cy  od. siły podłuż nej  S;  inne składniki nie wchodzą   w rachubę.
Wobec  tego

PjK=:fn=a  Ą ! » ? _ . / . _ ­i  a
Puc  ae  '  9tK  ae  "  n

a  stąd

(2.3)  piK  =   apiK  ,  <piK  =  —  acpiK .

Przemieszczenie  rzeczywiste  obliczamy  mnoż ą c  pomierzone  przemieszczenie  mo-
delowe przez  współczynnik wynikają cy  z uwzglę dnienia przyję tych  dla modelu podziałek.

Model jednak  musi być  tak wykonany,  aż eby  wszystkie  podział ki modelowe  speł-
niały  warunek  (2.2), który  moż na uznać za  ogólny  warunek  odpowiednioś ci  mode-
lowej.  Warto  podkreś lić,  że  warunek  ten jest  wynikiem  zastosowania  wzoru  (2.1)
do wyraż enia  przemieszczeń rzeczywistych  i modelowych,  a wzór  ten  wyprowadzono
w  oparciu  o  zasadę   wzajemnoś ci  przemieszczeń  Bettiego.  Zasada  wzajemnoś ci
przemieszczeń  okazała  się   zatem  całkowicie  przydatna  do  zbudowania  podstaw
teoretycznych  dla  odpowiednioś ci  modelowej  ukł adów  prę towych,  podlegają cych
uogólnionemu  prawu  H ooke'a.  Należ ało  tylko  tę   ogólnie  znaną   zasadę   wyrazić
za  pomocą   wielkoś ci  wewnę trznych,  jak  to  uwidoczniono  w  równaniu  (1.2). Udo-
wodniono  zarazem  znacznie  szerszą   uniwersalność  zasady  wzajemnoś ci  przemiesz-
czeń,  aniż eli jej  się   to  ogólnie  przypisuje.  Zasada  wzajemnoś ci  przemieszczeń  może
słusznie  współzawodniczyć  z  najogólniejszą   w  mechanice  zasadą   prac  przygoto-
wanych.  Zwrócenie  uwagi  na  ogólną   przydatność  omawianej  zasady  było  mię dzy
innymi  także  celem  niniejszej  pracy.

Gdyby  chodziło o wielkoś ci  statyczne w ukł adach prę towych  liniowo  sprę ż ystych,
to  przy  badaniach  modelowych  wyraż amy  je  przeważ nie  za  pomocą   przemieszczeń
mierzonych  na  modelach. W  celu  uzyskania  wielkoś ci  statycznych,  odnoszą cych  się
do  obiektów  rzeczywistych,'  należy  pomierzone  przemieszczenia  modelowe  prze-
rachować  na  rzeczywiste  według  wzorów  (2.3).  Samo  wyznaczanie  wielkoś ci  sta-
tycznych  za  pomocą   badań  modelowych  nie jest  obję te  zakresem  niniejszej  pracy,
mają cej  za  zadanie  głównie  podanie  warunków,  którym  powinien  czynić  zadość
model, aż eby nadawał  się  do wyznaczenia  tych wielkoś ci.  Rozważ ania dokładniejsze,
dotyczą ce  modelowego  okreś lenia  wielkoś ci  statycznych  zarówno  dla  ukł adów
płaskich jak  i przestrzennych, zawarte  są   w  obszernej  monografii  autora  [1], a  także
w  pracach  [2,  3,  4  i  5],  Krótki  zarys  obliczania  tych  wielkoś ci  z  pomiarów  mo-
delowych  podano  dla  orientacji  w  p.  5  niniejszej  pracy.

3.  Warunki  modelowe  dla  ukł adów pł askich

Aż eby  bardziej  szczegółowo  podać  warunki  odpowiednioś ci  modelowej,  wyni-
kają ce  z  równoś ci  (2.1), podzielimy  wszystkie  zagadnienia  na płaskie  i  przestrzenne.
W  zagadnieniach  płaskich jest
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wobec  tego  warunek  odpowiednioś ci  przybiera  postać  nastę pują cą:

di)  Ę Ą .
ae  eiy  KS  ag

Wpł yw  siły podł uż nej i  poprzecznej  na wielkoś ci  przemieszczeń jest  bardzo  mał y,
wskutek  czego  czę sto  go  pomijamy,  a  uwzglę dniamy  tylko  wpł yw  momentu  zgi-
nają cego.  Wówczas  dla  przesunięć  bę dzie

PiK  ._  Jnó  _
—  .  —  Cl.

PiK

dla  ką tów  obrotu  zaś

'  f  2 1

<P'ik   "  £',. ~  «  ""

Wtedy  podział ki / , n, e, iy  przyjmujemy  jako  od siebie niezależ ne.
Jeż eli  jednak  zależy  nam  na  uwzglę dnieniu  wię kszej  dokł adnoś ci, to  biorąc  np.

pod  uwagę  wpł yw  siły  podł uż nej  i  momentu  zginają cego  musimy  tak  wykonać
model,  aż eby  jego  podział ki  speł niały  warunek

J  ̂ =  JJL  c z y l i  „2 =  i^  albo  an* =  i. =   - &  =  - fA*  =  a \ ,

skąd  / j2 =   - ~-  lub  ostatecznie  n =   ~fr ,
y,  y

gdzie  Yy  i  r'y  są  gł ównymi  ś rodkowymi  ramionami bezwł adnoś ci  przekroju  obiek-
tu  rzeczywistego  i  modelu w  odniesieniu  do  osi  y  (rys.  1). D la  uwzglę dnienia zatem
przy  modelowym  wyznaczaniu  wielkoś ci  statycznych  wpł ywu  siły  podł uż nej  i mo-
mentu  zginają cego  należy  tak  dobrać  przekrój  poprzeczny  modelu,  aż eby  stosu-
nek  ramion  bezwł adnoś ci  przekrojów  obiektu  i  modelu  był   równy  podział ce dł u-
goś ci.  Podział kę  pól  a  przyjmujemy  niezależ nie  od  n.  Wtedy  bę dzie

fn*  _  fn3  _ fn  _  fn2  _  fił _  f  _ 1
;  —  - -   —>  —  (X  O r aZ  ;  —  r-   —  Ct3

eiy  aem  ae  eiy  aen*  ae  n

zatem znowu

P;K  _fn  _  .  (p\ j^  _  1

PIK  a e  CPIK  n

Przy  równoczesnym  uwzglę dnieniu  także  siły  poprzecznej  powinien  być  dla

modelu  speł niony  warunek

czyli

g
e

G'

G"
E"
E'

fn
ae

E'

2(1+;

<  fn
<  ag  '

2(1 + / i
/ )  E"

")   E"  1 +  n"
E'  1 +  M'
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gdzie  fi'  jest  współczynnikiem  Poissona  materiału obiektu,  a  ix"  materiału modelu.

W  celu  uwzglę dnienia  również  wpływu  siły  poprzecznej  przekrój  poprzeczny  mo-

delu powinien  być  zatem  tak  dobrany,  aż eby  był  spełniony ostatni  warunek.  Wtedy

także  g  =   ex'xjx'j,   czyli

tc'J  ag  ae

Ponieważ  stosunek  (1+ ;u") / ( l+ / / )  jest  w  praktyce  zawsze  róż ny  od  x'Ja',',
przeto  dla  spełnienia  ostatniego  warunku  musimy  zmienić  nieco  kształt  przekroju
poprzecznego  w  modelu, przy  czym  również  spełniać się   musi  warunek  r'y/ r'y  =   n;
nie  trzeba  jednak  zważ ać  zupełnie  na  stosunek  pól  a,  albowiem  wielkość  ta  nie
wystę puje  w  omawianym  warunku.

Podano  w  ten  sposób  zależ noś ci,  jakie  muszą   zachodzić  pomię dzy  podział kami
modelu płaskiego  ukł adu prę towego,  aż eby  spełniony był  ogólny  warunek  odpowie-
dnioś ci  modelowej,  wyraż ony  w  (2.2).  Gdy przyjmiemy  podział kę  n  dla  rozpię toś ci
i  ramion, podział kę  pól  a  i  podział kę   sił / ,  to  podział ka  momentów  bezwładnoś ci
musi mieć postać iy  =   an2, co bę dzie miało miejsce  zawsze przy zachowaniu  warunku
r'ylr'y  —  n-   Jednakże  podział ki  n,  a  \ f  moż na  zawsze  przyjmować  jako  dowolne
i  od  siebie  niezależ ne.  Inaczej  nieco  przedstawia  się   sprawa  podział ki  moduł ów
sprę ż ystoś ci  podłuż nej e, o ile pragniemy  uwzglę dnić  wpływ  siły poprzecznej. Podział-
ka  e  musi  wtedy  spełniać  warunek  X'JK'Z'  =   g\e =  (1+ / / ' ) / (! + / "')>   m e  zależy  za-
tem  od poprzednich, nie jest już  jednak  dowolna.  N ie zachodzi  potrzeba  zwracania
na  to  uwagi,  gdy  godzimy  się   na  opuszczenie  nieznacznego  zresztą   Wpływu  siły
poprzecznej.  Wtedy  podział ki n, a, / i  e mogą   być  uważ ane  za dowolne  i niezależ ne.
Dowolność  podział ki  e  jest  szczególnie  dogodna,  gdyż  nie  musimy  krę pować  się
wówczas  zależ noś cią   x'x/ x'x' =  (l+ / / ")/ (l- + - / «')>  nie  musimy  tym  samym  korygować
poprzecznego  przekroju  modelowego  ani  też  dobierać  dla  modelu  specjalnego
materiał u.

W  praktyce  badań  modelowych  dla  płaskich ukł adów  prę towych  z  reguły  zatem
opuszczamy  wpływ  siły  poprzecznej,  gdyż  daje  on  róż nice,  które  kwalifikują   się
do  rzę du  wielkoś ci  pomijalnych.  Najczę ś ciej  uwzglę dniamy  wył ą cznie  wpływ  mo-
mentu  zginają cego  i  mamy  wówczas  a  =fn3/ eiy.  D la  zwię kszenia  dokł adnoś ci
moż emy  uwzglę dnić  wpływ  siły  podłuż nej  przy  ry/ r'y'  =  n. W  tym  ostatnim  przy-
padku  wygodnie  bę dzie,  gdy  odpowiedniość  modelową

eiy  ae

nieco  zmodyfikujemy  i  założ ymy  a — n2  oraz  iy  =   n.  Otrzymamy  wię c

en*  an  '

co  oczywiś cie  jest  równoznaczne  ze  spełnieniem  warunku  modelowego  dla  równo-
czesnego  uwzglę dnienia  wpływu  momentu  zginają cego  i  siły  podł uż nej.  Postę po-
wanie  takie  uł atwia  praktyczny  dobór  gruboś ci  modelu.
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4.  Przykł ady  liczbowe

Przykład  1.  D ana  jest  belka  rzeczywista  o  kształcie  dź wigara  stalowego  INP10.
Zaprojektować  odpowiedni  przekrój  modelu  z  płyty  celuloidowej.  Przekrój  belki
rzeczywistej  charakteryzują   nastę pują ce  wartoś ci:  pole  A'  =  10,6  cm2, moment
bezwładnoś ci  I'y =  174  cm4,  ramię   bezwładnoś ci  r'y =  4,01  cm.

Przyjmijmy  podział kę   długoś ci  n — 10.  Przekrój  modelu  przy  podziałce pól
a — n2  i  podział ce  momentów  bezwładnoś ci  iy  =  n4  wyznaczymy  nastę pują co:

powierzchnia  przekroju  A"  =   —  => —-   =   ~ -   = 0,106 cm2,

/ '  / '  174
moment  bezwładnoś ci  I f'  =   - f- =   - \  —  -   =  0,0174 cm4.

b"  h"3

Przyjmujemy  prostoką tny  przekrój  modelu, zatem A"  =  b"h",  zaś  I'y' =
1.2*

A"h"2  w  u  u"  - . / l^7  _/12

12--   W o b e c  * h  \ ^  l /
wię c

Ramię  bezwładnoś ci  przekroju  modelowego  wynosi  r'y  =  0,401  cm, zatem  w  od-
niesieniu  do  r'y =  4,01  cm  wypada  w  skali  długoś ci  n — 10, jak  być  powinno  dla
równoczesnego  uwzglę dnienia  wpływu  momentu  zginają cego  i  siły  podłuż nej.
Jednakże  model  należy  wykonać  z  płyty  celuloidowej  o  gruboś ci  0,0734  nie
spotykanej  w  handlu,  albowiem  płyty  te  wyrabia  się   o  gruboś ciach  co  0,5  mm.

Trudność  tę   ominiemy,  gdy  przyjmiemy  z  góry  grubość  modelu  b",  a  podziałkę
długoś ci  n  obliczymy  odpowiednio.  Mamy  w  tym  celu  do  dyspozycji  nastę pują ce
zależ noś ci:

b"h"n2=- A',  A'h"2n2  =  l2I'y

o  niewiadomych  h"  i  n. N iewiadome  te wyznaczymy  w  postaci:

12/: - b"
h"  —• *y

\   b"- h"  •A'2  '

Zakładając  b"  =  0,1  cm  wyznaczymy  wysokość  przekroju  modelu

Przykład  2.  Wyznaczyć  modelową   skalę   ugię ć  belki  jak  na  rys.  2.
Belka  wzdłuż  całej  długoś ci  ma  stały  moment  bezwładnoś ci  I'y =  15 700  cm4. Jest
wykonana  ze  stali  o  stałej  sprę ż ystoś ci  JE" =  2 100 000  kG/ cm2.

Model  belki  wykonano  z  celuloidu  o gruboś ci  2 mm, skalę   długoś ci  zastosowano
1  : 20,  moment  bezwładnoś ci  przekroju  modelowego  I'y  =  1,6  cm4,  stała  sprę ż y-
stoś ci  modelu  E"  =  25000  kG/ cm2, model  obcią ż ono  siłą   1,0  kG.
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1,6

Podział ki  modelowe  mają   nastę pują ce  wartoś ci:  dla  długoś ci  n =  20,  dla  stałej

2- 100000  o .  .,  .  .  A  ,  .  .  15 700
sprę ż ystoś ci  e =  .  •  =  84,  dla  momentu  bezwładnoś ci  iy  =

25  U00
OAAA

=  9 820,  dla  sił  / =   - ^ -   =  8000.

Uwzglę dniając  tylko  wpływ  momentu  zginają cego  otrzymamy
fn%  _  8000 •  203

a =   ——  = =  77,6.

A

3.90

1

P=8

7,80

OT

2
3,90 m

1 B

Rys.  2

Przykład  3. Wyznaczyć  modelową   skalę   ugię ć  dla  ramy  jak  na  rys.  3  z  uwzglę d-

nieniem  wpływu  momentu  zginają cego  i  siły  podł uż nej.  Zastosowano  nastę pują ce

podział ki  modelowe:  dla  s i ł / =   1,  dla  długoś ci  n  =  50,  dla  stałych  sprę ż ystoś ci

podłuż nych  e — 84, dla powierzchni przekrojów  a — 215. Podział ki  te  musiały  być

tak  dobrane,  aż eby  skala  ramion  bezwładnoś ci  dla  przekrojów  była  równa  skali

długoś ci  dla  modelu.

Rys.  3

Model  wykonano  z  celuloidu  o  gruboś ci  0,3  cm  i  wysokoś ci  0,9  cm.  Moment

bezwładnoś ci  prę tów  ramy  jest  stały  i  jednakowy.  Podział ka  ugięć  ma  wartość

fn 1- 50
= 0,00277.

ae  215- 84

Przykłady  powyż sze  zaczerpnię te zostały  z pracy  O.  DĄ BROWSKIEGO  [3].

5.  Warunki modelowe dla  układów  przestrzennych

Przechodząc  z  kolei  do  przestrzennych  ukł adów  prę towych  należy  stwierdzić
na  wstę pie,  że  ogólny  warunek  odpowiednioś ci  modelowej  (2.2)

1

ae

7Ja 1

ag
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nie  zawsze  musi  być  brany  w  cał oś ci  pod  uwagę.  Jeż eli  mamy  np.  do  czynienia
z  kratownicą,  w  której  prę tach  wystę pują  tylko  siły  podł uż ne,  wtedy  wymagania
wynikają ce  z  uwzglę dnienia  momentu  skrę cają cego,  momentów  zginają cych  i  sił
poprzecznych  odpadają,  wobec  tego

PIK  / "  tyiK  *-
£Jrr   =  - —  =   a  oraz  - Ł j?-   =  —  a.

PIK  a e  <PIK   n

Jeż eli np. nie dział ają  w ukł adzie siły podł uż ne i momenty skrę cają ce  i nie uwzglę d-
niamy  wpł ywu  sił  poprzecznych, wówczas  model musi  speł nić warunek

n%  w3

eiy  "  et,  '

co zachodzi  wtedy,  gdy  iy  =   iz,  czyli l'y\ I'y'  =   I'zjl' z'  albo A'r'y*lA"ry l  =   A'r'x
ljA"T'J\

lub  a(ry

llr y*)   =  a(r'/ / rJ

z'
2),  a  więc  ostatecznie  gdy

(5- 1)  yr  = y>=Q-

Model  w  takim  przypadku  musi  być  tak  sporzą dzony,  aż eby  stosunki  gł ównych
centralnych  ramion  bezwł adnoś ci  przekrojów  poprzecznych  w  obiekcie  i  modelu
były  sobie  równe.  Wówczas  bę dzie  także

Gdybyś my  chcieli  uwzglę dnić  przy  nieistnieją cym  cią gle  momencie  skrę cają cym
oraz  przy  uwzglę dnieniu  wpł ywu  sił  poprzecznych jeszcze  siłę podł uż ną, to  zgod-
nie  z  poprzednimi  rozważ aniami  musiał oby  być  r'yjr[!   =   r'Jr'J =  § =   n,  a  wtedy
fn3laeQ2  = fnjae,  czyli

PIK  _  fa  _  „   fK  —  Ł n
PIK  ae  q>iK  n

Stosunki  ramion  bezwł adnoś ci  przekrojów  poprzecznych  w  obiekcie  rzeczywi-
stym  i  modelu  musiał yby  być  nie  tylko  równe,  ale  ponadto równe  skali  dł ugoś ci
modelu.

D la  uwzglę dnienia  wpł ywu  sił   poprzecznych  przy  nieistnieją cym  momencie
skrę cają cym  musiał by  być  speł niony  warunek

Najlepiej  był oby  przyjąć  k  —  I,  czyli  sporzą dzić  model jako  wierne  pomniejsze-
nie  geometryczne  obiektu  rzeczywistego,  tzn.  w  jednakowej  skali  dla  rozpię toś ci
i  wymiarów  poprzecznych,  a  tym  samym  zachować  ten  sam  kształt  przekroju,
jaki  ma  on  w  obiekcie  rzeczywistym.  Był oby  to  moż liwe,  gdyby  obiekt  i  model
sporzą dzone  były z  tego  samego  materiał u.  Skoro jednak  w  rzeczywistoś ci  JA' i=-  fi",
to  moż na  uzyskać  racjonalny  model  dla  uwzglę dnienia  wpł ywu  sił   poprzecznych
na  wyznaczane  wielkoś ci  statyczne  przez  odpowiednie  skorygowanie  kształ tu prze-
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kroju  modelu,  zachowując  jednak  Q =   n,  a  nie  zważ ając  na  skalę  przekroju  po-
przecznego  a.

Gdy  speł niony  bę dzie  warunek

wtedy  także  g  =   ek,  a  zatem  znowu

PJ* _ fiL  «  n  7,<  ^5 _  /   _  ł  „
- 77-   U,  idb  —77  U .

PIK  W  <PiK  ae  n

Rozważ my  wreszcie  wpł yw  momentu  skrę cają cego.  Najproś ciej  przedstawia  się
ta  sprawa  w  przypadku  przekroju  koł owego  lub  pierś cieniowego,  ponieważ  wów-
czas  wchodzi  w  grę  biegunowy  moment  bezwł adnoś ci,  zaś  c =   C/ C"  jest  wtedy
stosunkiem biegunowych  momentów bezwł adnoś ci przekroju  poprzecznego w  obiek-
cie  i  modelu. D la przekroju  koł owego jest  wtedy

TT  Z ) ' 4

32
nD"*-

7lD%

4
n D"*

D'2

8
D"2

A'
A"

D'2

D"2c  =
T,
"32  4  8

Jeż eli  dla wszelkich  wymiarów  poprzecznych zastosujemy  tę  samą  skalę  dł ugoś ci,
wtedy  D'2ID"2  =  n2,  więc  c =  an2.

Gdy  po  uwzglę dnieniu  wszystkich  omówionych  do  tej  pory  wpł ywów  stosunek
odpowiadają cych  sobie  przemieszczeń  na  obiekcie  i  modelu  wynosił   fn/ ae,  to  po-
winno  być  i  obecnie  tak  samo,  wobec  czego  musiał aby  zachodzić  równość

fn  fn3  _  fn3  _  fn
ae  ~  gc  agn2  ag '

Z  ostatniego  wzoru  widoczne jest,  iż musiał oby być  wtedy  także

e =  g,  czyli  —  =  —S7  =  ł

i  model musiał by być  sporzą dzony  z  tego  samego  materiału  co  obiekt  rzeczywisty.
Wówczas  uwzglę dnienie  siły  poprzecznej  przedstawiał oby  się  również  bardzo  pro-
sto.  Wystarczył oby  zachować  podobień stwo  przekroju  rzeczywistego  do  przekroju
modelowego,  aż eby  był   speł niony warunek  konieczny  przy  uwzglę dnianiu  wpł ywu
siły poprzeoznej

^ Ł   —  —  —  lf=   1

gdyż  dla  obiektu  rzeczywistego  i modelu z  tego  samego  materiału jest  zawsze

£  = !± ifl'= l ,

a  wartość  tego  stosunku, jak  to uprzednio stwierdzono, jest  także równa wartoś ci  k.
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W  postę powaniu  laboratoryjnym  niemoż liwe  jest  jednak  sporzą dzanie  modelu
z  tego  samego  materiał u, z  którego  ma  się   wykonać  naturalny  obiekt  budowlany.
Materiał   nadają cy  się   do  sporzą dzania  modeli  powinien  być  łatwy  do  obróbki,
przecinania  i  ponownego  sklejania.  Może  to  być  pleksiglas,  celuloid,  ostatecznie
dobra  tektura,  ale  nie  np.  kamień  naturalny,  beton  lub  stal.  Widać  z  tego,  że
wykonanie  modelu nadają cego  się   do uwzglę dnienia  wszystkich  wpływów jest  dosyć
kł opotliwe.

Jednakże  w  badaniach  modelowych,  podobnie  zresztą   jak  w  analitycznych  spo-
sobach  wyznaczania  wielkoś ci  statycznych,  niektóre  wpływy  uważ amy  za  prze-
waż ają ce  i  te  uwzglę dniamy,  a  inne jako  mniej  waż ne pomijamy,  wtedy  zaś  wymia-
rowanie  modelu  znacznie  się   upraszcza.

W  dą ż eniu  do  uzyskania  moż liwie  najogólniejszych  warunków  modelowania
przestrzennych  ukł adów  prę towych  uwzglę dnijmy  równoczesne  działanie momentu
skrę cają cego  K  oraz  dwóch  momentów zginają cych  M  i N,  a  inne wpływy  na  razie
pomijamy.  Model  spełniać  musi  wtedy  warunek

gc  ~  eiy  ~  eiz'

albo

(5.2)  gc  =  eiy  =  eiz.

W  t ym  p r zyp a d ku  m u si  zach odzić  r ó wn o ść  iy  =  iz,  czyli  I'yjl' y  =   I'JI'Z'  a lbo
r'y2/ r'y'2  =   K2/ r'z'2>  t o zaś daje  zn any  już  wa r u n ek  (5.1) w  postaci  r'y\ r'y  =  r'z\ rz  =  Q.

Wia d o m o,  że  c =   C/ C",  jed n akże  d la  p rzekro jów  n ieko ł owych  C  n ie  jest

b iegu n o wym  m o m e n t em  bezwł adn oś c i,  lecz  pewną   war toś c ią   zast ę pczą   o  t ym

sam ym  wym iarze  (wed ł ug  Sa in t - Ven an ta),  m ian owic ie

• A*  A*  Az

W  takim  razie

A  f  "I"-   Y  I*   f  &
——  ...  J.  r_  .  _  jja  y  ^  —

A  " 3  «  2_J—  ł * ' ^  ffi(   V  %—1—  I*   *  |  O

Wstawiając  ostatnią   wartość  do równania  (5.2) i uwzglę dniają c,  że  iy =   i,

otrzymamy  gc  =  gas/ Q2 =  eac2,  a  stąd  a = Q2 ]/ e/e,  czyli

Gdy  model  czyni  zadość  warunkom  (5.1)  i  (5.3),  wtedy  zachodzi równość (5.2),

natomiast

—7>-  —  — -   —  a,  —77  —  ^ —  a.
Piz  aeQi  cpiK  aeQ  n

W  ostatnim rozważ aniu  charakterystyczne jest  to, że dla uwzglę dnienia momentu
skrę cają cego  ł ą cznie z  dwoma  momentami zginają cymi  należy  zastosować  specjalną
podział kę   pól,  zależ ną   od  materiału obiektu  i  modelu.
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Gdyby  chodziło  o  równoczesne  uwzglę dnienie  jeszcze  wpływu  siły  podł uż nej,

to  zgodnie  z  poprzednią   uwagą   musiałoby  być

Q =  n,  czyli  a =  ił

wobec  czego

PIK
  ae

  <P"K
  n

Aż eby,  na  koniec,  ł ą cznie z wymienionymi  wpływami  mógł  być jeszcze  uwzglę d-

niony  wpływ  siły  poprzecznej,  powinien  spełniać się   dodatkowo  znany  już  zresztą

warunek

*i   ?fi _. JE  1+ M"

co  z  powodu  fx' ^  JX"  realizujemy  przez  odpowiednią   korektę   kształ tu  przekroju
poprzecznego  w  modelu.

W  celu  wyznaczenia  zatem pewnej  wielkoś ci  statycznej  za  pomocą   badań mode-
lowych  dla  jakiegoś  przestrzennego  ukł adu  prę towego,  podlegają cego  uogólnio-
nemu  prawu  Hooke'a,  przy  uwzglę dnieniu  wszystkich  wpływów  wewnę trznych,
jak  siły  podłuż nej,  momentu skrę cają cego,  dwóch  momentów zginają cych  i  dwóch
sił   poprzecznych,  należy  wykonać  model,  który  powinien  wykazywać  nastę pują ce
własnoś ci:

Skala  pól  przekroju  poprzecznego  modelu  okreś lona  jest  stosunkiem

amrfli/ l±JlL

gdzie  n  oznacza dowolnie  przyję tą   skalę   długoś ci, /*' jest współczynnikiem  zwę ż enia
poprzecznego  dla  materiał u,  z  którego  ma  być  wykonany  obiekt  rzeczywisty,  a
fj," współczynnikiem dla  materiał u,  z jakiego  ma być  sporzą dzony  model.  _

Stosunki  głównych  centralnych  ramion  bezwładnoś ci  przekroju  poprzecznego
w  obiekcie  rzeczywistym  i  modelu  powinny  czynić  zadość  równaniu

JV  __ _[z
,,  —=  .,  Q  n.
y  z

Kształt  przekroju  poprzecznego  w  modelu  ma  być  tak  dobrany,  aby  zachodziła
równość

Hy  _  %'t  g  1  +   [i"

gdzie  Ky  i  y.y  oznaczają   tzw.  «współczynniki  ksztaltu»,  wynikają ce  z  uwzglę dnienia
siły poprzecznej Q  (rys.  1), zaś  x'z  i x'z'  są   takimi  współ czynnikami dla siły poprzecz-
nej  T. Wszelkie  zmiany  kształ tu przekroju  poprzecznego  w  modelu,  dokonywane
ze  wzglę du  na  zachowanie  ostatniego  warunku,  nie  mogą   spowodować  zmiany
wartoś ci  Q =  n,  albowiem  obecnie  musi  być  koniecznie  przestrzegana  wyż ej  okre-
ś lona  skala  pól  a.
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Z  chwilą   spełnienia  wymienionych  warunków  stosunek  przemieszczeń  rzeczy-
wistych  do  modelowych  wyraża  się   znanym już  zwią zkiem

PIK

pik
-  =  - — = a  oraz

ae PlK

w  którym/ jest  dowolnie  przyję tą   podział ką   sił, zaś e podział ką   stałych  sprę ż ystoś ci
podł uż nej,  okreś loną   materiał em  obiektu  rzeczywistego  i  modelu,  a  zwią zaną  ze
skalą   stał ych  sprę ż ystoś ci  poprzecznej  równaniem

e

W  ten  sposób  ustalono  warunki  modelowe  dla  najogólniejszego  przypadku  prze-
strzennego  ukł adu  prę towego.

6.  Przykł ady  liczbowe

Przykład  1.  Zaprojektować  model  dla  jedno komorowej  ramy  o wę złach  prze-
suwnych,  podanej  na rys.  4. Przekrój  prę tów  poziomych  ma  wymiary  10x25  cm
z  bokiem  dłuż szym  równoległ ym  do  osi z. Przekrój  słupów  ma  wymiary  10x 20 cm
i  bok  dłuż szy  równoległy  do  osi x.

z

Rys. 4 Rys. 5

W  tym  przypadku  przy  projektowaniu  modelu  wystarczy  uwzglę dnić  wył ą cznie
wpływ  momentu zginają cego,  gdyż jest  to wpływ  dominują cy.  Jak  wiadomo,  wpływ
ten  bę dzie  uwzglę dniony,  gdy spełniać się  bę dzie  warunek  iy =  U,  tzn.  gdy po-
dział ki  głównych  centralnych  momentów  bezwładnoś ci  przekroju  dla  obiektu  rze-
czywistego i modelu  bę dą   sobie  równe.

a)  Słupy.  D la  obiektu:
moment  bezwładnoś ci  wzglę dem  osi y

,_  10x203

y ~  12~~

moment  bezwładnoś ci  wzglę dem  osi  z

r,  20xl03

12

=  6600  cm*,

=   1666  cm4.

4  Mechanika  teoretyczna
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Przyję to  przekrój  sł upa w  modelu  o  wymiarach  0,4x0,8  cm. Wobec  tego

- ,  0,4- 0,83

12
=  0,017067  cm1,

Podziałki  modelowe  dla  momentów  bezwładnoś ci  w  sł upach  mają   wobec  tego

wartoś ci:

6600
0,0171

=  390 625,
1666

0,00426
=  390625.

z  Wymagany  zatem warunek  modelowy  dla  słupów jest spełniony,

b)  Prę ty  poziome:
Momenty  bezwładnoś ci  w  obiekcie  rzeczywistym

12
: =  13  000  cm4,  I't  =

25

12
= 2082  cm4.

Przyję to  przekrój  prę tów  poziomych w  modelu 0,4x  1,0  cm,

_J  zatem

0, 4xl3  1  ,  ,„   lxO,43  16
'   —-   c m 4  /   =   ť   -   =

12  ~  3 0  '   z   1 2  300 0
cm4

natomiast

' V Yff

13 Q 0 °  -  39 0 62 5  i  -  A   -   2 ° 8 2  -  39 0 62 5"0̂ 33 4 ~  39 °  625 '   h  ~  ~W ~~  "O^O53 T ~  3 9 °   625 '
czyli  iy  =  4.

Przy sposobnoś ci  należy wyjaś nić,  że warunek  4-  =  4  musi się   spełniać dla wszyst-
kich  prę tów  ukł adu nie  tylko  w  ten  sposób,  że  wielkoś ci  te  bę dą   jednakowe  dla
poszczególnych prę tów z osobna, ale również wartoś ci liczbowe stosunków  iy  =  l'yJIy  ,

4  =   Ijr z'  muszą   być  sobie  równe  i  jednakowe  dla  wszystkich  prę tów.
Podział kę   długoś ci przyję to  n =   12,5, model wykonano  z  celuloidu  o  stałej  sprę-

ż ystoś ci  podłuż nej E"  =  18 000 kG / cm2. Jeż eli  przyjmiemy  E'  =  2 100 000 kG / cm2,
to  podział ka  e =   E'jE"  —  116,6.  Zakładając  ponadto  skalę   sił   / =   1000,  otrzy-
mamy  nastę pują cą   podział kę   przemieszczeń  modelowych

a  =
fn3  _  1000x 12,53

eL  ~  "H6,6x~390^25
=  0,00365.

Przykład  2.  Wyznaczyć  podział kę   przemieszczeń  modelowych  dla  kratownicy
przestrzennej  z  wę złami  sztywnymi  jak  na  rys.  7.

Wymiarowanie  modelu  kratownicy  musi  się   odbyć  z  uwzglę dnieniem  momentu
zginają cego,  albowiem  kratownica  ma  wę zły  sztywne,  a  także  z  uwzglę dnieniem
siły podłuż nej,  gdyż ta ma poważ ny  wpływ w prę tach kratownicy.

Spełniony  zatem  musi  być  warunek  fn/ ae  =  fns/ ei'  =  fn3/ ei",  co  zajdzie,  gdy
iy  =  4  a  ponadto, gdy  r'y\ r'y  =  r'tjr' M'  =   Q =   n,  tzn.  gdy  wartoś ci  liczbowe  stosunków
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głównych  centralnych  ramion  bezwładnoś ci  przekroju  w  obiekcie  rzeczywistym
i  modelu  bę dą   sobie  równe  i  równe  skali  długoś ci. Ten  ostatni warunek  spełni  się ,
jeż eli  do  wymiarów  przekroju  modelowego  zastosujemy  skalę   długoś ci.  Wtedy
bę dzie

zatem
a  — n1  oraz  iy  —  iz  —  «*,

fnjrPe  = frł lri^e  =  fjne  =  a.

Rys.  7

Przyjmując  / =   1000,  n =  50,  e =  116,6  otrzymamy

1000
a  = . =  0,17.

50x116,6

Ostatnie przykł ady  liczbowe  przytoczono z pracy  T.  KOLBNDOWICZA  [4].

7.  Obliczanie  wielkoś ci  statycznych. Zakoń czenie

Głównym celem niniejszej  pracy było wykazanie  przydatnoś ci zasady  wzajemnoś ci
przemieszczeń  Bettiego  do  wyprowadzenia  odpowiednioś ci  modelowej,  a nastę pnie
podanie  warunków,  którym  model  musi  czynić  zadoś ć,  aż eby  w  ogóle  nadawał  się
do  modelowego  wyznaczania  wielkoś ci  statycznych.  Jak  już  wspomniano  w  p.  2,
ograniczono  się   z góry  do  takiego  zakresu  pracy,  a pominię to rozumowania prowa-
dzą ce  do  wzorów  służ ą cych  do  modelowego  ustalania  samych  wielkoś ci  statycz-
nych.  Jednakże  dla  tym  lepszej  ilustracji  podanych  warunków  modelowych  przej-
dziemy  obliczanie  wielkoś ci  wewnę trznych  w  oparciu  o  gotowe  wzory,  omówione
dokł adnie  w  pracy  [1].

Moż na  udowodnić również  za pomocą  zasady  Bettiego, że moment zginają cy  M,
sił ę  poprzeczną   T  i  sił ę   podł uż ną   S  moż na  wyznaczyć  za  pomocą   badań  mode-
lowych  według  wzorów:

w U

Wzory  te  wynikają   z  tzw.  metody  przemieszczeń  wymuszonych  (por.  [1]).  We
wzorach  tych  P  jest  siłą   wywołują cą   poszukiwane  wielkoś ci  statyczne,  zaś  m,  t  i  s
są   to  przemieszczenia  odpowiadają ce  sile  P,  a  wywołane  w  modelowym  układzie
pomocniczym  wskutek  wymuszenia  specjalnymi  deformatorami  przemieszczeń
P,  w  i  u jako  odpowiadają cych  poszukiwanym  wielkoś ciom  statycznym.
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Wielkoś ci  statyczne,  wyraż one  przytoczonymi  przykł adowo  wzorami,  moż na
odnieść  do  rzeczywistego  obiektu  budowlanego;  bę dą   to  wielkoś ci  rzeczywiste.
Moż na  je  odnieść  także  do  modelu,  wówczas  bę dą   to  wielkoś ci  modelowe.  D la
zaznaczenia  tej  róż nicy  wyrazimy  wielkoś ci  rzeczywiste  wzorami

M'- P'm'  r- p'r  s'  =  F-

M  - P  y ,  2  - P  - r ,  ^  - P  u,,

a  modelowe
m"  t"  i"

TLfll   nil" 1  T" '  pn  O"  P"
M   = P  fr,   T  - P  v,,  S  - P  v,.

W  praktyce  chodzi  tylko  o  wielkoś ci  rzeczywiste,  a  do  ich  obliczenia  znamy  je-
dynie  obcią ż enie  rzeczywiste  P'.  Potrzebne  natomiast  przemieszczenia  rzeczywiste
otrzymamy  mnoż ąc  pomierzone  przemieszczenia  modelowe  przez  odpowiedni
współczynnik  a,  gdy  mamy  na  myś li  przesunię cia,  oraz  przez  a/ n, jeś li  mamy  na
myś li  obroty.  Wobec  tego  moż na  napisać.

a  (}"  aw  w  au  u

Moment  zginają cy  rzeczywisty  obliczamy  mnoż ąc  sił ę   rzeczywistą   P'  przez
m"njB",  gdzie  m"  i  / J"  są   przemieszczeniami  pomierzonymi  na  modelu,  n  zaś  jest
skalą   długoś ci modelu. Liczba m"njfi"  ma wymiar  długoś ci.

Podobnie postę pujemy  przy  obliczaniu drugiego  momentu zginają cego  i momentu
skrę cają cego  w  układzie  przestrzennym.

Sił ę  poprzeczną   lub  podłuż ną  obliczamy  mnoż ąc sił ę   rzeczywistą   P'  przez  t"/ w"

albo  przez  s"/ u",  gdzie  t",  w",  s"  i w"  są   znanymi przemieszczeniami  modelowymi.
Wielkoś ci  t"/ w"  i  s"lu"  są   niemianowane.

Wynika  stą d, że jedynie  podział ka długoś ci n wchodzi  bezpoś rednio do  obliczania
wielkoś ci  statycznych. Wpływ  innych  podział ek jest  poś redni  i  kryje  się   w  warun-
kach modelowych. N ie należy jednak  są dzić,  że stosunek  e =  E'jE"  albo g  =   G'jG"
jest  tu  w  ogóle  bez  znaczenia.  Gdyby  chodziło o  uwzglę dnienie  wpływu  momentu
skrę cają cego  lub  siły  poprzecznej,  to  należ ałoby  właś ciwie  wykonać  model  z  tego
samego  materiału co  obiekt  rzeczywisty,  gdyż  potrzebna  wówczas  równość  e  =  g
zachodził aby  dla  / i'  =   fi".   Ponieważ  w  praktyce  laboratoryjnej  jest  to  niemoż liwe,
przeto  wykonując  model  z  innego  materiału  musimy  zmienić  kształt  przekroju
poprzecznego w modelu w ten  sposób,  aby  spełniła  się   równość  x'y/ x'y =  x'z/ x'z'  =
=   gje  =   (l- ł - fj,")l(l- \ - p.'), a  zmiana  ta  zależ na jest  zarówno  od  e jak  i  g.

W  ten  sam  sposób  obliczalibyś my  wielkoś ci  statyczne  i  w  oparciu  o  tak  samo
zbudowaną   odpowiedniość  modelową   stosując  jaką kolwiek  inną   metodę   badań
modelowych, np. metodę  przegubową   (por. praca  1), byle  tylko  poszukiwane  wiel-
koś ci  statyczne  wyraż ane  były  za  pomocą   przemieszczeń  mierzonych  na  modelu
obiektu  rzeczywistego.
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Przedstawiona  metoda modelowego  obliczania  wielkoś ci  statycznych  dla układów
prę towych  może  być  rozszerzona  na  ukł ady  pł ytowe  i  powierzchniowe.  Pozytywne
wyniki  w  tym  zakresie  ma  również  T.  KOLEN DOWICZ.

Badania  modelowe  obejmować  mogą   zarówno  ukł ady  obcią ż one  siłami  uogól-
nionymi,  jak  i  naraż one  na  dział anie  wpływów  niemechanicznych,  np.  na  fypływ
zmiany  temperatury,  osiadania  podpór,  skurczu  betonu  itp.  Stronę  praktyczną   tych
badań  modelowych  opracował  O.  MICHEJDA  [5]  projektując  specjalne  i  precyzyjne
przyrzą dy.  O.  MICHEJDA ograniczył  się  jednak w swojej pracy  tylko  do ukł adów płas-
kich. Badania  modelowe  wpływów  niemechanicznych na układy przestrzenne w  rea-
lizacji  praktycznej  oczekują   jeszcze  na  wszechstronne  opracowanie.  Strona  teore-
tyczna  tychże  badań  w  oparciu  o  zasadę   Bettiego  została podana  w  pracy  [1].

Wymienić  moż na  wiele jeszcze  innych  zagadnień  z  zakresu  badań  modelowych
wymagają cych  praktycznego  i  laboratoryjnego  opracowania.  Do  nich  należy  np.
bardzo  ciekawa  metoda  przegubowa.  Niejeden  temat  pracy  doktorskiej  i  habili-
tacyjnej  może  dotyczyć  tej  problematyki.  Tematów  tych  unika  się   niestety  u  nas
głównie  ze  wzglę du  na  to, że wymagają   one duż ego  nakł adu pracy  i  są   kosztowne.
Wynikają   stąd  oczywiste  szkody,  gdyż badania  na  modelach  zezwalają   na  bardziej
wnikliwy  wglą d  w  pracę   konstrukcji  (szczególnie  budowlanych),  co  z  kolei  rzeczy
mogłoby  wpł yną ć  na  bardziej  ekonomiczne  projektowanie,  zgodne  z  istotnym  po-
stę pem  technicznym.

D o  sporzą dzania  modeli  najlepiej  nadaje  się   celuloid.  Jest  to  materiał   wystar-
czają co  izotropowy,  o granicy  sprę ż ystoś ci  około 250 kG / cm2, płynnoś ci 400 kG / cm2,
doraź nej  wytrzymałoś ci  25 000  kG / cm2,  współczynnik  Poissona  wynosi  0,42.  Ce-
luloid  daje  się   ł atwo  obrabiać  pił ką   i  noż em,  a  skleja  się   ł atwo  acetonem.  Jest  to
materiał   krajowy,  a  wię c  dostę pny.
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P  e  3  M  M e

EETTH  B  KA^ECTBE  OCHOBBI  flJUI yCJIOBHft  MOflEJIHPOBAHHil

C  ijejiBio  MOflejitHoro  onpefleneHHH  crauraecKEK  BeraranH,  BbiCTynawmiK
JiHHeteo- ynpyroH  cHCTeiwe, H3roiOBJiHeM   MOflenB  #eHCTBiiTejn.Horo ofoeKTa. 3 ia
HMCTŁ  oceBOe  Ha^epTaHHe reoMeTpHMecKH noflo6Hoe  c fleiicTBHTejibHHMj a Bce  pa3mepbi
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flon>KHbi  6biTŁ  laK  noflo6paiibi3  I T O SM  OTHOineHHe  cooTBeTCTByiomirc  nepeMemeHHJi
H  MOflejiH  BbipaHOJioct  TeM  >Ke *JHCJIOM, He3aBHCHiwo  OT  Mecra  3THX  nepeMemeHHH  H
CHJI. 'LIllCJieHHOe 3HaqeHHe 3T0r0  OTHOIHeHHH 3SBHCHT HCKJIIOtlHTejIŁHO OT npHHHTbK MaCUITa60B
I I  yiiHTbiBaeMbix  o6o6meiiHbix  BHyTpeHnnx  seJiPWHH, KaK BjiHHiomHX  na  HCKOMbie CTaTHiecKHe

Torfla  TOiKe  3Ha*ieHHe  flojraotti  HiweTB  u  OTHOineHHH OTAejibHbix  cnaraeMbix  B
Ha  nepeMemeHHH B fleił cTBHTeJibHOM o6tei<Te  H Nioppnu.  3TO KacaeTCH  Tai<  nepememeHHH  i<ai<
H  yrnoB  noBopoia  n pn  fle(|)opMaL(HH.

BbipaweHue  # JIH  ynoMsuyioro  nepeMemeimn  B flencTBHTejiBHOM o6Łei<Te  H MO^enH  nony^eiio
Ha  ocHOBe H3BecTHoro  npH tmana  B3aHMH0dH  nepeMemeHHH  E er ra.

OiHouieHHe cooTBeTCTByiomnx  yraoB  noBopoia  B oSteKTe  H MOflerai,  B n pa3 Meiibnie oTHOuie-
HHH  nepeMemeHHHj r^e  n —  MaciHTa6  fljtHiibi   ocesoro

S u m m a ry

BETTTS  PRINCIPLE  AS  A  BASIS  OF  MODEL  CONDITIONS

To  determine static ą uantities  of a linear elastic  bar system, we make a model of  an actual struc-
ture. This model must have an axial outline geometrically  similar  to that of  the actual structure and
all  its  dimensions  must  be so  determined  that  the ratio  of  the corresponding  displacements  of  the
actual structure and the model are the same,  independent of  the place of  those displacements  and
the  position  of  forces.

This  ratio  depends  on  the accepted  scalę  and  the generalized  static  ą uantities  only  and  should
eą ual  the ratio of corresponding  ą uantities  of  the actual structure and the model. This applies  both
to  the  deformations  of  translations  and  the  rotations.

The  expression for  the displacement  of  the actual structure and  the model has been  obtained  on
the  ground  of  the well  known  Betti  reciprocal  theorem  for  displacements.

The  ratio  of  the corresponding  rotation angles of  the actual structure and the model  is  n  times
smaller  than  the ratio  of  translations  where n  is  the scalę  of  the linear  scalę  of  the model.

POLITECHNIKA  Ś LĄ SKA,  GLIWICE

Praca została złoż ona  w  Redakcji dnia 20 maja 1964 r.


