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1. Uwagi wstepne

Najbardziej wyczerpujgcym ujeciem $cistych rozwigzan zagadnied poczatko-
wo-brzegowych, zwigzanych z réwnaniem przewodnictwa cieplnego, rozwig-
zan zaréwno bezposrednich, jak i uzyskiwanych poprzez stosowanie transfor-
macji Laplace’a lub funkcji Greena, jest monografia CARSLAWA i JAEGERA [1].
Zagadnienia powyzsze mozna jednakze rozwigzywaé i na innej drodze. Dane
zagadnienie poczatkowo-brzegowe mozna na przyklad réznymi sposobami
sprowadzi¢ do zagadnienia czysto brzegowego. Jednym ze sposob6éw jest pod-
wyzszanie rzedu réwnania rézniczkowego wraz z dolgczeniem dalszych wa-
runkéw brzegowych czesto dowolnie obranych [6]. Po takim sprowadzeniu
mozna si¢ juz postuzyé metodami rozwinigtymi dla zagadnied brzegowych.

Dla wielu jednak bardziej skomplikowanych probleméw poczatkowo-brze-
gowych trzeba sie w praktyce zadowoli¢ rozwigzaniami przyblizonymi. Rozwig-
zania takie sg czesto pozyteczne i w takich przypadkach, w ktérych rozwigzania
$ciste istniejg, lecz wyrazajg sie w sposéb skomplikowany przez funkcje specjalne,
dla ktérych brak wystarczajacych tablic. Celem niniejszej pracy jest wprowa-
dzenie pewnego sposobu wyznaczania rozwigzan przyblizonych, ktéry nadaje
si¢ praktycznie do wszystkich rodzajéw zagadnien niestacjonarnego przeptywu
ciepla w polach Zrédlowych i bezzrédlowych oraz przy dowolnych rozkladach
temperatur poczatkowych. Sposéb ten mozna réwniez z powodzeniem stosowaé
do niestacjonarnych zagadnied w ciatach o nigjednorodnych wtasnosciach
termicznych. Rozszerzenie tego sposobu na inne zagadnienia poczatkowo-brze-
gowe jest proste. :

Rozwigzan przyblizonych poszukuje si¢ w postaci szeregu zlozonego z ilo-
czynéw dwéch rodzajéw funkeji: funkeji @;(f), zmiennej czasowej t oraz
funkcji @i(x,) wspélrzednych przestrzennych. Na poczatku obliczerd zaklada
si¢ funkcje @, w ten sposéb, azeby spelnialy one dane jednorodne wa-
runki brzegowe, - przy czym . funkcja -pierwsza- @y(x,) .musi spelniaé nie-
jednorodne warunki zagadnienia. Nie znane funkcje czasowe a;(f) wyznacza
si¢ z ukladu réwnand rézniczkowych oraz z warunku poczgtkowego rozkiadu
temperatury. Uklad réwnai rézniczkowych otrzymuje si¢ z warunkéw orto-
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gonalnosci wszystkich funkeji ¢i(x,) do wyrazenia otrzymanego przez wstawienie
przyblizonego rozwigzania do rdwnania przewodnictwa cieplnego. W tym
sensie sposéb ten mozna uwazaé jako rozszerzenie metody Galerkina [3, 5].
Spetnienie danego warunku poczatkowego sprowadza si¢ do zagadnienia wa-
riacyjnego, tj. do wyznaczenia takiej wartosci funkcji a;(t = 0), dla ktérej
istnieje minimum calki (po danym obszarze) z kwadratu réznicy miedzy danym
poczatkowym rozkltadem temperatury, a rozkladem przyblizonym w chwili
t — 0 [w26r (1.8)].

Oméwiong metodg postgpowania przedstawimy na przykladzie zagadnien
dwuwymiarowych.

Zagadnieniami dwuwymiarowymi bedziemy tu nazywali takie zagadnienia,
w ktorych temperatura jest zalezna od wspdlrzednej czasowej ¢ i od dwdch
wspélrzednych przestrzennych x,,x,: T = T(t,%,%,). Przeplyw strumienia
cieplnego bedzie tu zachodzil w plaszczyznach réwnoleglych. Jak wiadomo?,
réwnaniem przewodnictwa cieplnego w takich przypadkach jest

oT [T 2T\ A4
(1) f'ﬁt_”(a—x% aTcé)‘E

w obszarze Q, 0 <x, <a, (r=1,2) przy danych warunkach brzegowych

oT
(12) =+ h(T—T,) =0

wzdtuz obwodu obszaru £ oraz przy warunku poczatkowym
(1.3) T = f(x,,%,) dla z=0.

Powyzej wprowadzono nastgpujgce oznaczenia:
y ciezar wiladciwy osérodka,
¢ cieplo wilasciwe,
h wspbiczynnik przejécia ciepta do otoczenia,
K zdolnosé przewodzenia ciepta,

— = » wspolczynnik przewodzenia cieplnego,
cy

A cieplo wytwarzane przez jednostke objetodci.

T, oznacza tu temperature otoczenia, do ktérego odbywa si¢ promieniowanie
ciepla lub tez, w przypadku #, — 00, oznacza dang temperature wzdhuz rozpatry-
wanego brzegu obszaru. T, bedziemy przyjmowali jako niezalezne od czasu.
Dla zagadnien, dla ktérych T, = T.(x,,t) oraz A = A(x, 1), rozwigzanie
T(xs, t) tatwo otrzymamy z rozwigzania F(x;, 1) dla tego samego problemu
przy ustalonych wartosciach T,(x;, 1) oraz A(x,, A) za pomocy znanego® twier-
dzenia Duhamela:

(1.4) T(xs, 1) =f(x’)+f§2 F(x, A t—2d, s=1,2,3.
g : :

1 Por. [2], str. 9, wzér (1.1).
? Por. [1], str. 21. -



NIESTACJONARNE ZAGADNIENIA PRZEWODNICTWA CIEPLNLEGO 61

Przyblizone rozwigzanie zagadnienia (1.1) przy warunkach brzegowych
(1.2) i warunku poczatkowym (1.3) przyjmujemy w postaci:

(1.5) T, xy = o1, x0) + Z a;(1) @i, x5).
i=1,2
Funkcje @o(x,,x,) zakladamy tak, azeby bylo spelnione réwnanie
2 9
(1.6) (ﬂ—i—dx)%(xl,xz)—o dla 0<x <a, r=1,2

d, ] —
ot (o —T) = 0

wzdtuz krawedzi obszaru 0.
Pozostajag do spelnienia réwnosci

p o - Ay, %0, 8)
R PN EN ) P

i

w obszarze 2 oraz

n

(8x,+h )2611%:0

i

na brzegu obszaru 0.
Warunek poczatkowy (1.3) spelniony jest w ten sposdb, azeby

(1.8) 5 f [y, 2a) — T* (w1, 2y, 1 == 0))* divy ey = 0.
Q

W przypadkach stacjonarnego wytwarzania ciepta 4 = A(x{,%,) wyrazenie
Alcy z réwnania (1.7) przejdzie do pierwszego réwnania (1.6). Jak wynika
z (1.6) @q(xs) jest rozwigzaniem réwnania Poissona w przypadkach, gdy A(x,)
jest stacjonarne. Zajmiemy sie rozwigzaniem zagadnienia (1.7) i (1.8). Funkcje
wi(xs) musza byé pierwszymi (1 =1,2,...,n) funkcjami ukladu zupelnego
(=1,2,..., n, ...) oraz muszg by¢ tak dobrane, aby spelnialy jednorodne wa-
runki brzegowe 2z (1.7). Jezeli ponadto zazadamy, aby zamiast $cistego spetnienia
réwnania rézniczkowego kazda funkcja g, z osobna byla ortogonalna do wyrazenia
stanowigcego lewg strong réwnania (1.7), to otrzymamy uklad nastepujacych
zwyczajnych réwnan rézniczkowych:

d
(19) Zl: i 'k+a ( ik+Cik)>i|‘Zk:0) (k: 1) 2; ...,12),
i=1

gdzie wspéiczynniki oznaczajg nastgpujgce wyrazenia catkowe:

82
A= [ [ o, 9 o, ) iy Bikz—fgfxg‘p%’«pkdxldxz,

(1.10)
A
ff Py oy (pkdxld‘xZ) Zy, = fgf C_y(}’k 4x1 ax,.
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Do rozwigzania uktadu réwnar rézniczkowych (1.9) potrzebne jest #» warun-
kéw poczgtkowych, ktére otrzymamy z (1.8) w postaci

d
—aa(t:‘“O)”[f%xz)—T*(xl,xz,t———O)deldxz:o, k=1,2,...,n,
Lk - 0

czyli:

(A1) D =0y Au— [ [ fers, %) pidy dey + [ [ gupadiey diey = 0.
i=1 0 0

Uktad réwnai rézniczkowych (1.9) z warunkami poczatkowymi (1.11)
najlepiej sprowadzi¢ do ukladu réwnan algebraicznych stosujac transformacje
Laplace’a:

a(p) = [alyemdt,  Z(p) = [ Zu(t)erat;
0 9
otrzymamy w ten sposéb
(112) D @lpAu-+ Bu+ Cul —a(t = 04w} — Ze=0, k=1,2,...,n.
i1

Uklad tych réwnan sprowadzi si¢ do z niezaleznych réwnan, jezeli za funkcje
podstawowe @;(x;) przyjmiemy takie funkcje ortogonalne, dla ktérych:

Aik = B,'k = C;k =0 dla ) # k,
A= [ [@hde, d, dla i—=h,
0

(1.13) B,‘k——ff azmdxl 2 Ckk——ff azwkdxdx

Otrzymamy wtedy

(1.14) @(Aup + B+ Cu) — ay(t = 0) Ay — Z = 0
oraz po retransformacji:
(1.15)
(Puru), (Pt
4= a(t=0)e = +A fZ,,(r)e W g R=1,2,...,n

State a,(t = 0) wyznaczamy z (1.11):
(1.16)

a(t=0) = lfff(xuxz Prdoxy dxy — m ff%%dw de,, k=1,2,.
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Zastanéwmy sie jeszcze nad mozliwo$ciami wyboru podstawowych funkcji
przyblized @;(xs). Jak juz wspomniano, funkcje te musza przedstawiaé pierwsze
kolejne elementy ukladu zupelnego i muszg byé tak dobrane, aby spelnialy
jednorodne warunki brzegowe dla danego zagadnienia. Jak wyzej wykazalismy,
szczegdlnie korzystne jest przyjecie funkeji ortogonalnych. Warunek ten spel-
niajg w szczegdlnosdci funkcje trygonometryczne i wielomiany ortogonalne [7].
Duzo wskazéwek na temat przyjecia takich funkeji znajdujemy w literaturze
[3, 4]. Jezeli mamy dane na przyklad warunki brzegowe T = 0 wzdtuz wypukle-
go brzegu obszaru opisanego analitycznie kilkoma krzywymi: @(x;) = 0 (s = 1,
2,..., 1), to iloczyn tych funkcji ¥= @,, D,, ..., P, mozna przyjaé jako czesé
skladowg szeregu funkcji przyblizen:

QL =, P =YXy, Pz =YXy, @ = PXi.

Czesto mozna przyjaé takze rézne inne kombinacje wielomianéw lub funkeji
trygonometrycznych.

2. Przyklady dla zagadnien jednowymiarowych

2.1. Obszar o warunkach brzegowych niejednorodnych, temperatura poczatkowa f(x).
Dla obszaru 0 <x < @ réwnania zagadnienia przyjmujg postaé:

oT 2T
W—Hax?: dla O<x<a;
T = f(x) dla t=0;
2.1
@1) 3_T_‘=0 dla x=0;
dx
T=T, dla x=a.

Zakladamy przyblizone rozwigzanie (1.5):

(2.2) T =0o®) + D at)p(#).
i
Réwnania (1.6) upraszczajg si¢ do
2
ddz;o =0 dla 0<x<a,
23) %‘ZZ‘L:o dla x=0,

czyli g, (x) = T} i jest stafe.
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Réwnania (1.7) przybierajg postaé:

(i-—x—az—)zn'a-qm"o dla O0<x<a
i

(2.4) % Z a;p=10 dla xa =0,
Zaiqai:() dla x=a.
i
. . . . mx .
Przyjmijmy jako funkcje przyblizajgce ¢;(x) = cos 7 -, t=12,...,n).

Spetniaja one powyzsze jednorodne warunki brzegowe oraz tworzg uklad zu-
pelny. Poza tym s to funkcje ortogonalne, wiec zagadnienie sprowadza sig
do ukiadu niezaleznych réwnani (1.14). Wyznaczmy wspdiczynniki (1.13)
tego ukfadu

a

| cosr T g &
'A,,—bfcos Za‘dm 5
< 2
- i L
-]

Z (1.15) otrzymamy
i)
—~\ ==}
a;=a;(t=10)e (2") ,
a z warunku poczgtkowego (1.16) .
1

2 i 54
a,~(t=0)=7ff(x)cosﬂdx+(—l) 2 ETl'
0

Ostatecznym rozwigzaniem przyblizonym jest

n in)? . it+1 a R
2 —l5;) X 2a 17X
Tﬁc,r>=T1+7 E e (2) cos & - [(——1) 2 Eﬂ—{—éff(x)cosﬂdx]'

1=1,3,5...

Fatwo zauwazyé, Ze dla n — oo jest to wynik $cisty. Dla warunku brzego-
wego zmiennego w czasie: dla x = @, T = T,(t), rozwigzanie fatwo mozna
otrzymaé z powyzszego z pomocg twierdzenia Duhamela.

2.2. Obszar, ktérego brzeg promieniuje cieplo do otoczenia. Réwnania zagadnienia
s3 takie same jak w przyktadzie powyzszym, z wyjatkiem warunku brzegowego
dla x = a, ktéry ma postaé

aT ,
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Pierwszg .cze$¢ rozwigzania przybliZonego otrzymamy z réwnan (1.6)
d*p, \ doo
W—O dlat0 <x < g, 706—-—0 dla x = 0,

d%-l—h(q)o T)=0 dlax=a

w postaci gy = T5.

Trudniej jest dobraé druga cze$é rozwigzania przyblizonego z réwnah
(W—xm) i aqp;=0 dla 0<x<a,
3 :
(2.5) = Dap=0 da 2=0,

0
(a—x+h)2a,¢i=0 dla x=a.

Jezeli przyjmiemy
@i(w) =cosoyx, i=1,2,...,n (2.6)
to takie przyjecie spelnia warunek brzegowy dla x = 0. Dla réwnoczesnego
spelnienia warunku brzegowego przy x = a konieczne jest, azeby o (i = 1,
2,...,n) byly dodatnimi pierwiastkami réwnania
tgoya = hlo. (2.7)
Plcrw1astk1 te sg stabelaryzowane w literaturze [1].

Funkcje (3.6) sa ortogonalne i tworzg n pierwszych funkeji ukladu zamkmq—
tego. Wyznaczmy wspdlczynniki (1.10) uktadu réwnan (1.9):

a

. _ hta(B+ad)
A” = bf coszoc,-xdx = —m—— ,

By =wna} Ay, Ay=By=0, dlai#hk;
stad:
- ay(t) = a;(t = 0) exp (—of xt). (2.8)
Z warunku poczatkowego (1.16) otrzymamy

2 o
a(t = 0) [h—{—(z}zl—;;—}—iocf f[f(x) 1] cos ax dx,

ostatecznie wiec

a

h 2 —ale, . . .
CTE = T1+Zl ; ﬁ% M bos g Of [(f () = Ti] cos o

. 5 Mechanika teoretyczna i stosowana
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Dla n — oo otrzymujemy znowu wynik $cisty. Podobnie fatwo otrzymujemy
w ten sposéb rozwigzania w przypadku, gdy warunki brzegowe s3 odmienne,
na przyklad gdy dany jest staly strumien ciepla Q = KoT/ox wzdluz brzegu
x=a.

2.3. Obszar z cleplem wytwarzanym. Réwnanie rézniczkowe (1.1) wraz z warun-
kami granicznymi przyjma postaé '

oT 2T A
5{_%7@_520 dla 0 <& << aq,
oT

oT
a—x_O dla x =0, %—}-hT:O dla x = q,

T=0 dlaz=0.

Rozwazmy najpierw wypadek Zrédel ciepla roztozonych w sposéb ciagly,

niezmiennych w czasie:
A = A, = const.

Zaktadamy rozwigzanie przyblizone jak uprzednio. Funkcje g,(x) otrzy-
mamy z réwnai

d*po Ao - dyy

T2 T 0, i = 0 dla

Yatwo znajdujemy

o) = o0+ 2 ).

Poniewas szereg >, a;p; ma spelniaé réwnania (2.5),to mozemy przyjaé znowu
funkcje ¢;(x) w postaci wyrazed (2.6), przy czym o; s3 znowu pierwiastkami
réwnania (2.7). Wobec tego réwniez wyrazenie (2.8) nadal jest wazne. Stale
a,(t = 0) wyznaczymy z (1.16):

a(t=0)= _”1 J%(pk dx = Kaz[jzgi(_hz(—;i) 5] [a cos o;a— sin oc,-a(l -+ -07‘—‘1)] :

Ostatecznym rozwigzaniem przyblizonym jest

A 2a ex oc %t 0S o4, X
% 20 2| =7 P ( )¢ : )
(29) T ZK{(a + B ) 4h2 h+a R +o? )] COS &; tl}

Rozwazmy teraz przypadek Zrédel ciepla zmiennych w czasie:
' A= A(®).
Rozwigzanie dla takiego przypadku mozemy otrzymaé z rozwigzania poprzed-

niego korzystajac z twierdzenia Duhamela (1.4). Otrzymamy wtedy po
prostych przeliczeniach ‘ '

n t
2xh \' COS ;X

(2.10) T:;,,)——K 2, i o coswf (v) exp [ —adx (t— )] dr.
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* Rozwigzemy to zadanie jednakze naszym sposobem bez ucickania sie do
poprzedniego rozwigzania. Zakfadamy przyblizenie

Té= D, ai(1) gi(s).
Przyjelismy tu g@y(x) = 0 ze wzgledu na jednorodne warunki brzegowe za-
gadnienia. Z powodu zaleznodci od czasu funkcja rozkladu Zrédet A(z) wejdzie
teraz w skfad rownan (1.7);

P FANN A)
(a—t—-)x a—x2) Z ai(t) pi(x) — oy 0 dla 0 <x <a,

a n a n
-HEZa,-(p,.zo dla x = 0, (%—I—h)Za,-(p,-:O dla x = a,

a
Za,qﬂ,-:O dla t =0,

1

Funkcje ¢, (%) zakladamy znowu w postaci (2.6). Wyznaczamy wspdlczyn-
niki w wyrazeniach (1.15). Otrzymamy jak poprzednio

| _ hta(k o) By
T2 4ed) 7 Ay

= no?,
a

Mamy nastgpnie

2;==.f‘f%99_¢idx==__fflfﬂﬂfﬁf.
d cy cy o

Ze wzoru (1.15) otrzymamy

2(h - o¥)sin o a

ai(t) = @it = 0)exp(—aint) + oo o o

f A(r)exp [—oau(i—7)] dv
oraz z (1.16): |
a,(t = 0) = 0.

W wyniku ostatecznym otrzymamy wyrazenie na 1*(x, t) identyczne z réw-
naniem (2.10), ktére otrzymaliémy uprzednio za pomocg twierdzenia Duha-
mela. Dla n - o0 wynik staje si¢ $cisly.

2.4. Jednostkowe, chwilowe Zrodla ciepla wzdluz brzegu x = £ obszaru. ROwnanie rdz-
niczkowe zagadnienia wraz z warunkami brzegowymi ma postaé

T _aT
ot o

x =0,
=0->0<x<a, T=0—>{x

5%
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Dany warunek poczatkowy 7= 1dlat = 0, mozcrny przedstawié za pomocq
funkcji Diraca o(x—§&).
Ze wzgledu na jednorodne warunki brzegowe zagadnienia przyjmujemy

rozwigzanie przyblizone
n

~ R . imx
Tk = Z a;(2) sm~a—.

1
Wyznaczamy wspélczynniki (1.10)

. ! . \2 . 2
Ai= s ax=2, By=u|") [sint T de = np ).
a 2 a P 7\
0 0
Ze wzoru (1.15) mamy

BT B 8

ak(t=0)=%f5(x— )smz—gﬁdx_%m 1—7;—5.

0

oraz z (1.16)

Rozwigzaniem przyblizonym jest

n .
T&o= 22 exp [— (ﬂ)zxt] sin 7Z—Esm ﬂ.
a a a a
i .
Dla n — oo otrzymujemy wynik $cisty®. Rozwigzania dla zagadnien podobnych
lecz o réznych warunkach brzegowych i poczatkowych mozemy réwnie prosto
otrzymaé dobierajgc odpowiednio funkcje g;(x).

2.5. Cienki pret o temperaturze poczatkowej f,. Promieniowanie z pobocznicy preta.

Jezeli pret jest bardzo cienki to w jego przekroju poprzecznym mozemy
przyjaé réwnomierny rozktad temperatury. Mamy wtedy do czynienia z linio-
wym przeptywem ciepla. Jezeli nie ma promieniowania na bocznej powierzchni
preta, to wyznaczenie rozkladu temperatury sprowadza sie do zagadnieri uprzed-
nio rozpatrywanych. Rozpatrzmy tutaj wplyw tej utraty ciepla przez promie-
niowanie. Réwnaniem rézniczkowym tego zagadnienia jest4

oT (‘3 T
e
gdzie v = hO[ycF; O jest obwodem preta w przekroju poprzecznym, F po-
wierzchnig przekroju preta, constant.

Przyjeto tu zerows temperature otoczenia, do ktérego ciepto promieniuje
z bocznej powierzchni prqta Przyblizone rozwigzanie mozemy tu otrzymaé
w sposéb dwojaki.

(2.11) S T =0,

3 Por. [1], str. 298, wz6r 2.
4 Por. [1], str. 111, wzor (2)
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1. Podstawié zalozone rozwigzanie przyblizone do réwnania (2.11). Ze wzgle-
du na obecno$é cztonu »7" uktady réwnan otrzymane z zalozenia ortogonalnosdei
(1.9) i (1.12) nalezy wtedy uzupelni¢. Dalsza droga p, ‘¢powania jest wtedy
analogiczna do uprzednio stosowanych.

2. Droga podstawienia T = Ue™"* sprowadzi¢ mozna rév <nie (2.11) do
postaci: '

%J — x*U [dx* = 0.
Warunek poczatkowy: U = f, >t = 0. Jezeli konce preta x =01 =a

majg byé utrzymane w temperaturze zerowej, to otrzymamy warunk brze-
gowe '
U=0 dla x=0 i x=a.
Wyznaczmy tu rozwigzanie przyblizone drugim sposobem. Przyjmijmy

n

Uy = D, ai(t) 9:(%),

przy czym zalézmy funkcje ¢,;(x) w postaci:
(2.12) pi(x) = (a—x)x', 1i=1,2,...,n

Lepsze byloby tu przyjecie ¢, = sininx/a.
Tatwo rozwigzaé to zadanie i pokazaé, Ze otrzymaliby§émy w wyniku dla
n — oo rozwigzanie S$ciste

© . \2 .
(2.13) u= > l.exp[—x(l_’?) t] sin 2%
am z a a
=135, ...
Zalézmy tu jednak dla poréwnania rozwigzanie w postaci (2.12) i przyjmijmy
dwa pierwsze przyblizenia
U* = a,(t) (a—#) x — ay(t)(a —%) -

Obliczamy wspélczynniki catko™

a

- 242 ", a5 : 2 3d ae
bj(a—h)xux:-ﬁ, A12=A21:6f‘(a—x)x x:gﬁ’
a ] | a 5
Ay = of(a——x)zx“dx= —1‘105, By, = 2x of (a—x)xdx = “3 s

- 4
B,, = B, =zxf (a— x)x dx = x%
0

a

B,, = — xf(Za—(}x)(a——x)xzdx = %a".
0
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Jezeli przyjmiemy » = 0.15 (co odpowiada w przyblizeniu przewodnictwu
stali stopowej), a = 1, to otrzymamy uklad réwnan (1.12) w postaci

ay(2p +3)+ax(p+1,5) = 24, (¢ = 0) - ay(t = 0),

- - 4
a,(p+1,5)+a, (%er 1,2) = a,(t = 0) + - ay(t = 0).

Po rozwigzaniu i retransformacji otrzymamy
a,(f)y=a,(t = 0) exp (—1,5t) —0,5a,(t = 0) [exp (—6,31)—exp (—1,51)];
ay(t) = ay(t = 0)e%3!
Uktad réwnan nﬁpiszemy teraz nastepujaco:
Ayyay(t = 0)+ Aypas(t = 0) = fo Byy |25
Apa;(t = 0) 4 Apyan(t = 0) = f, By, /2x.
Po podstawieniu obliczonych wspélczynnikéw 1 rozwigzaniu otrzymamy
w wyniku
a,(t=0)=5f, ay(t=0)=0.
Znaczy to, Ze réwniez a;(t) = 0, czyli otrzymali$my tylko pierwsze przyblizenie.
Dla otrzymania nastepnego nalezalo zalozyé

* = a; (t)(a —x)x + a5(t)(a—x) x®.
Z pierwszego przybliZenia otrzymujemy wiec
U* = 5fyx(1—x)e 15",
Poréwnajmy to przyblizenie z pierwszym wyrazem szeregu rozwigzania
$cistego (2.13):

4, .
U, = ;fo sin swe =018 ™,

Dla x = 0,50 otrzymamy z obydwéch wyrazen
U* = 1,25 fO 8_1’5’ s U = 1,274-f0 8—1,481‘ 04 .

Dla t = 1 otrzymamy biad okolo 39, dla czaséw ¢ mniejszych biad jeszcze
maleje, dla wiegkszych — wzrasta.

Majac rozwigzanie przyblizone U*(x,t) wyznaczamy przyblizony rozklad
temperatury dla rozwazanego na poczatku preta z zaleznodei:

® T -
T(x,t) = U(x,i) e,

3. Zagadnienie dwuwymiarowe

3.1. Jednostkowe, chwilowe Zrédlo ciepla w prostokacie. Niech w miejscu % =&,
xy = &, obszaru prostokatnego 0 <x; < a;, (i =1,2), w chwili ¢t = A dziala
zrédio ciepla o wydajnosci jednostkowej. Réwnaniem zagadnienia jest (1.1)
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w obszarze 0 <<x; <@, (¢=1,2). Niech bedg okreslone jednorodne warunki
brzegowe: dla x,= 0 1 &, =4a;, (i=1,2), T=0. Warunek czasowy mozemy
przedstawi¢ za pomocg funkcji Diraca nastepujgco:

W chwili £ = 1 jest

Afey = 8(my — &1) (%, — &) 6(t — A).
Zakladamy rozwigzanie przyblizone
Tzkx,.x,.t) = ZZ amn<t)‘77nm(x1:x2) = Z Z ﬂ,,,,,(t) sin Ky X1 sin Uy &g, '
m=I n=1

gdzie
Oy = mujay, o, = nld,.
Ze wzgledu na jednorodne warunki brzegowe funkeja g,(x;, %) = 0. Przy-'
jety uktad funkcji jest zupelny, ortogonalny i speinia jednorodne warunki
brzegowe zagadnienia. Wyznaczamy wspélczynniki (1.13):

4y ag
) . a,a
X - 2 . 162
A mn = sin? a,, %, Sin® o, &y divy dxy = 7
00
a, a
Bon = w02 | | sin? o, sin? e, o, dty dovy = wad, 1%
mnmn — %d", sin d'mxl sin O(-nxz 1 2 ,td,,, 4_ ]
00
a, a
) aa
2 : R N1
Copnmn = 0o, sin? e, oy 102 e, X5 Ay divy = x0l2 5
00

a, a;
1 . .
Zmn = A S1NL &,y X SINL &, Xg dxl dx2
v 00

a, a,

— 8(t—2) [ [ 8(y— £2) 8(y— &) sin crp 0y sin oty A, iy

00

"= §(t—A)sin a,,&; sina, &y,
Z zaleznoéci (1.15) otrzymamy

2 2 2 2.
= (2, toy) ’“.. + —z(“’m+a,,)(l—r)dr‘

Apip == amn(t == 0)8

t
sin oc,,,flsinoc,.fzfé(r—).)e
a,a, !

0 :

Poniewaz temperatura poczatkowa dla ¢ = 0 w prostokgcie jest réwna zeru,
Sf(x1,2,) = 0, wigc ze wzoru (1.16) otrzymamy a,,(t = 0) = 0. Wobec tego
jest ' .
sin o, &, sin a,&, o (e + a,z,)(l—l)u- 3.1

amn -

a,a,
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Rozwiqzanie ostateczne otrzymamy w postaci:

. nn§2 .
T g g X
(x1,x0,0) = a,a, a,

m=1 n=

2
e n - MAKy . MIEy
% exp{ “ [( ‘11) + ( ‘12) ](t A)} sin @ sin ax

Dla r, s » oo otrzymujemy wynik $cisty® (tj. funkcj¢ Greena).

Do tego samego wyniku mozemy doj$¢ naszym sposobem na innej drodze.
Pokazemy tutaj ten wariant rozwigzania. Rozklad temperatury wywotany jed-
nostkowym Zrédlem w chwili # = A mozemy bowiem uwaza¢ za temperature
poczatkowsy f(%;, %) = d(w;—&) d(x,—&,), przesuwajgc jednoczesnie poczatek
rachuby czasu z ¢ =0 do chwili ¢ = 1. Réwnanie rézniczkowe zagadnienia
(1.1) i (1.7) bedzie wtedy jednorodne, nie zawiera bowiem wyrazenia 4/cy.
Wobec tego z réwnania (1.10) otrzymamy Z; = 0. Zakladajgc te same funkcje
aproksymacji @nn(%;,%,) otrzymamy z zaleznosci (1.16) nie jak uprzednio
amn(t = 0) =0, lecz

a; @

amn(t = 0) = 4 ff 8ty — &1) O(xa— &) SIn oty %y SIN 0y 20y ey dity =
a8y

sin o, &, sina, &s.

2,8y
Wobec tego w wyniku ostatecznym otrzymamy znéw (4.1).

3.2, Tarcza prostokatna x = - a;, (i =1, 2), o réznych warunkach brzegowych. Promie-
niowanic ciepla z calej powierzchni tarczy do otoczenia. Dla malej grubodci D tar-
czy mozna przyja¢ réwnomierny rozklad temperatur w przekroju poprzecz-
nym i réwnanie rézniczkowe zagadnienia przyjmie postaé®

oT 2T AT .
(3.2) —at—— ( 2 + 3x2)+‘u2T=0’ —yy < <aq 1=1,2,
gdzie p® = 2h[cyD.

Warunki brzegowe zalézmy nastgpujgce:

or
0%y
T=0 dla x,=+a,.
Temperatura poczgtkowa jest dowolna: T = f(x,,x,) dla = 0.

Ze wzgledu na dodatkowy czlon u2T w réwnaniu (4.2), nalezy uzupelnié
uklad réwnan (1.9) w nastepujacy sposédb:

=0 dla x,=da,,

(3 3) Z[ lfqtk_f"al(‘Blk_f"C'lk—*",u'%fq;k)]_zk"_':0) k=1) 2)‘“)”'

I=1

" por. 1], [11, str. 149, wzér (1).
S Por. [1], str. 229, (3).
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W zastosowaniu do zagadnienia (3.2) Z, = 0. Ze wzgledu na jednorodne
warunki brzegowe zalozymy tu nastepujgce rozwigzanie przyblizone:

n

T*= D a(t) e, %)

i
Ograniczymy sig¢ tutaj do pierwszego przyblizenia
p1(%1, x3) = (@i —x3) (¥ — 2aisl).
Eatwo sprawdzié, ze zalozenie to speinia dane warunki brzegowe. Wyznaczamy
dalej wspélczynniki réwnania (3.2) przyjmujgc dla uproszczenia obliczed
a =a,=1" ‘
11

Ay = f f — 2a3)%(1 — &3)? dydre, = %%, 7}—— = 1,379965,
’ 11

-1 -1

11

64 - 64

— % f f (12xF — 4) (1 —xB)? (a1 —le)dxldxz-—x?)s 5
1

1 1
16107
Coy = 2 f f (3t — 21 ) vy vy = )

-1 -1

B,+Cy 1303
g =r iy = 60888

Z transformacji Laplace’a réwnania (3.2) przy powyzszych danych otrzy-
mamy:

a4y = al(t - 0)
Y (p+6,0888% 4 u2)
Retransformacja powyzszego wzoru daje g, = a,(t = 0) exp [—(6,0888%--
+u?)t]. Stalg calkowania «,(f = 0) otrzymamy z (1.16)
11

ay(t=0)=1,38 [ [ fl,x;)(1—xd) (x — 23 dw, d,.

~1 -1

Rozwigzaniem przybliZonym bedzie
11

T = 1,38 [ [ F(eey,5) (o8 — 28) (1 — ) vy ey

~12
X exp[— (6,089 +p?) £] (1 — x3)(xh — 2x3).
© 3.3. Prostopadlocian. Rozwazmy prostopadiodcian 0 <x, < a;, (i=1,2,3,)
o zerowe] temperaturze $cian bocznych, przy czym niech w chwili # = 4 w punk-
cie &, (i =1, 2, 3), dziata chwilowe, jednostkowe Zrédlo ciepta. Jezeli przed-
stawimy rozklad temperatury wywolany zrédlem punktowym za pomocs
funkeji Diraca

8t —4) Sy — &y) O(xp — &3) O(xs — &3)
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i zaloZymy rozwigzanie w postaci:

[s0) ©0 o0
§ ! § ! . MAXy . NRXy . STXy
Txnzoty = _S_ Qs (1) sIn sin sin ,
n=1 s=1 al a2 d3

m=1

to po analogicznych dzialaniach jak dla zagadnienia dwuwymiarowego w p. 3.1,
otrzymamy w wyniku sciste rozwigzanie (funkcj¢ Greena).

4. Zagadnienia w wspdlrzednych cylindrycznych i sferycznych

Jezeli rozwazamy tylko zagadnienia osiowo-symetryczne, to rdéwnaniem
przewodnictwa cieplnego we wspéirzednych cylindrycznych (7, 2) bedzie

oT T 19T T A
*1) 7”( T w)—wﬂ
w obszarze: 0<r <a, —1 <z < +1.

Warunki brzegowe:
oT|or +h(T—1T,) =0 dla r=a —I<z<]|
oT|oz+h,[(T—T.)=0 dla =z= 4],
przy czym h, i h, mogg przyjmowaé wartodci zera i 0. Warunek poczgtkowy
T=f(r,z) dla t=0.

Przyblizone rozwigzanie przyjmujemy w postaci

(4.2) T 0= 001, 2) + D) ai(t) @7, %),
i=1
Zakladamy taka funkcje gy(7, ), azeby bylo speilnione réwnanie
@ 1 a9 @& O<r<a
(Wﬁ 5;+W)%W>= 0 dia {~l<z<l
(43) W fhlpo—T)=0 dia r=a,

_93‘7’70+hz(%— T)=0 dla z=-+1

Pozostaje do spelnienia ukiad

3 ® 19 O ' O<r<a,
[l 5 o )| Yam—ar=o an | TI70,
(44)

-

%—I—h,.)z api=0 dla r=a,
9

d

( r+h’)2ai%:0 dla =z= 41
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Warunek poczatkowy spelnimy w ten sposéb, azeby

al

8 [ [7Uf(r, 5)—T*(r, %, t = )P dr dz = O, (4.5)
0--/

W przypadku stacjonarnego wytwarzania ciepla przez ofrodek 4 = A(r, 2),
wyrazenie A/cy zamiast w (4.4) nalezy umiesci¢ w (4.3). Uklad réwnan (1.9)
bedzie tu mial t¢ samg postaé, lecz wspélczynniki przyjma nastepujace wartosei:

a | a |
(P op)
A zof—flwp, (r, 3)pu (r, 5)drds, By — —J;flx(r 2 +3—"r’) D drds,
(4.6)

a l

a |
I B s _ ”A
Cp=— f fxr a2 Pk drdz, Z, —(') Ia}ﬁpk drdz.

Uklad réwnahn do wyznaczenia g;(t = 0) otrzymamy z warunkéw (4.5):

n al a |
@7 D a(t =0 Au—[[1f(r,2) pdrdz+ [ [ rp,pudrdz = 0.
i=1 00—/ 00—/

Jezeli wybierzemy jako funkcje przyblizen funkcje ortogonalne takie, dla
ktérych 4;, = B, = C), = 0 dla i £ &, to znowu otrzymamy uklad wzajemnie
niezaleznych réwnad (1.9), z ktérych po rozwigzaniu uzyskamy wyrazenia
(1.15), a stale (¢ = 0) wyznaczymy nastepujgco:

a !

f{r(potpk drdz.
"1

0—

a |
1 1
4.8 a(t =10 :——ffr 7, 2)p drdz — ——
48 =0 =g | [ iy

4.1. Walec nieskoiiczony. Niech réwnanie rézniczkowe, warunki brzegowe i tem-
peratura poczatkowa dane beda nastepujaco:

8T [T 14T
E"‘(;‘afi 75;):0 dla 0<7r<aq

T'=T,=const dla r=a, T=f(r) dla t=0
Rozwigzanie przyblizone (4.2) przyjmujemy nastgpujaco:

Tho =90 ()+ D & (e (1)

Funkcja ¢4(r) spelniajaca (4.3) przy & — oo, jest réwna g, =T, = const.
Réwnania (4.4) przyjmg postaé:

d 02 1 0
[t 5] Sam=0 @ 0<r<a

Zai(p,- =0 dla r=a

Przyjmijmy funkcje przyblized w postaci funkcji Bessela zerowego rzedu
(4.9) oi(r) = Jy(oy1).
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Spelnienie warunku brzegowego dla 7 = a wymaga,. azeby
(4.10) Jy (a) =0,

czyli o;(1 = 1,2,3,...) muszg by¢ kolejnymi pierwiastkami réwnania (4.10).
Wiadomo takze, ze rownanie to nie ma pierwiastkéw podwdjnych ani zespolo-
nych. Wyznaczymy wspdlczynniki (4.6):

A“:frjz(a 7‘) dr ((Za Aik:Bik: Clk:0 dla Z‘#k,

]
[l wn+%

B = —=x [ 2 Jo (% )—I— (ocr)].l(oc rdr = xaf Ay, Z,= 0.
0 .

Z zalezno$ci (1.15) mamy a—,- = a;(t = 0) exp (—wo*t) oraz ze wzoru (4.8)

=&TJ§2(T,.a) Uarf(r)J (@) dr — Ty Ty a)]

0

a;(t = 0)

Ostatecznie wynikiem przybliZonym jest
(4.11)

2 . ex of xt - |
Tty — Tit = —p,i(—f Darn)| [ @) dour) =1 & |
i=1,2.. 0

Dla n —» oo otrzymujemy znowu wynik $cisty’. Dla péZniejszego porédwnania
powyzszego wyniku $cislego z obliczeniem przyblizonym przejdimy w (4.11)
na wspélrzedne bezwymiarowe xt/a* = 7, aa; = f; oraz zalézmy f(r) = 0.
Otrzymamy wtedy z (4.11)

(4.12) o= I—ZZexp( —~B17); J° # :/“))

W szczegdlnosei dla 7 =0,3 i =0 mamy T/T, = 0,72.
Przyjmijmy teraz dla rozwigzania tego samego problemu funkcje przyblizen
W postaci:

(4.13) @ (r) = cosinr[2a, i=1,3,5 ...,n
Rozwaimy‘tylko pierwsze przyblizenie

l T* = T,+4a,(t) cos w r/2a;.
po wyznaczeniu wspélczynnikéw

Ap =a*(1/4—1[a%), By, = xn?/4(1/4+ 1[n?),

? Por. [1] str. 174, wzér (4), dla T = 0.
8 Por. [1] str. 175, wykres 19.
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oraz po analogicznych obliczeniach jak uprzednio otrzymamy w wyniku pierwsze
przyblizenie
(4.14) .

2l @y Y], Gl e
T* _Tl—}- 2 4)[ rf(r)cos , dr— (2—;)]{3 cos 5 -
Poréwnajmy wynik powyzszy z wynikiem $cistym ‘otrzymanym poprzednio.

W tym celu zaléimy f(r) = 0 oraz przyjmijmy wspdlrzedne bezwymiarowe
ut|a® = v, an; = f;, 1= 0,3 oraz 7 = 0; otrzymamy wtedy

4.15 £ =(,738,

(4.15) T

w odrdznieniu od wyniku $cistego (4.12). To znaczy, Ze juz z pierwszego przy-
blizenia z wyrazenia zamknietego (4.12) w stosunku do wyniku $cistego z sze-
regu (4.11) otrzymujemy blad rzedu tylko 2,5%. Drugie przybhzeme nale-

zaloby przyja¢ w postaci

K72

T*=T, +a1(t)cos~ +aq(t)cos—

Gdybyémy do przyblizZonego rozwigzania tego samego problému zamiast
(4.9) lub (4.13) przyjeli jako pierwsze przyblizenie
T* = T, + a, (t)(a® — 1%,
to po analogicznych obliczeniach i przy tych samych danych otrzymamy
T*|T,= 0,623 zamiast (4.12) i (4.13). Z powyzszych wynikéw wyraznie widaé,
jak bardzo od rodzaju wyboru funkcji przyblizen gi zalezy zbiezno$¢ szeregdw
kolejnych przyblized. :

4.2. Walec skoficzony. Niech zagadniénie bedzie okreslone nastepujgcym réw-
naniem rézniczkowym i warunkami granicznymi

oT eT 18T  oT -l <=zl
ot (W+75?+W)— dla{ 0<r<a;
T—0 d 0, T=1 dl{ r=a

= a t= , T= LR P

Zaktadamy rozwigzanie przyblizone

T?:-,z,t) =1 -+ 22 Ay (t) Jo(a"r) Ccos %{)

ktére spétnia warunki brzegowe, jezeli zalozymy, ze &,,I sg kolejnymi pierwiast-
kami réwnania (4.10) oraz m=1,3,5,7,... Wyznaczamy wspdlczynni-

ki (4.6)
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Anml'k - Bnmik = Cmnik - 0 dla Z # n, m # k)

A = ff OHCED cos2 2 drdy =12 5 J1 (ona),

d2Jy (o7 d]o(oc,, 7) o MTZ .
B = xff[ g A Jo (o, 7) cos 5] drdz = ol A

nptn

dlai=mn k=m

2
miw

Cnml'k =% (21) Amm'k) Zl'k = 0

Zalezno$é (1.15) przybiera postaé

2
Ay = Qum (t = O) CXP{ — [a'z' + (%r) ] t}’

a stale wyznaczamy ze wzoru (4.8)

m—1

A (1= 0) = —8(—1) * [artmoy ()]

Wynik przyblizony

m—1

2
8 (—1) " Jo(or)  mnz { mr\?
T=1— — Z Z N ACY) COS —77— eXp | — Al 37

m=1,3,5... n=1,2,3...

przybiera wartosé $cista dla n, m — co®. W analogiczny sposéb mozemy otrzy-
maé rozwigzania przyblizone dla zagadnieni z innymi warunkami brzegowymi,
temperaturg poczatkowa, czy tez z dzialaniem Zrédet ciepla A.

4.3, Zagdanienia we wspolrzednych sferycznych. Jezeli rozkfad temperatur i Zré-
del ciepta zalezy tylko od wspodlrzednej 7 i od czasu ¢, to réwnaniem przewod-
nictwa cieplnego bedzie jak wiadomo

aT (82T zaT) A

o\t T T

Dla otrzymania przyblizonych rozwigzad zagadnied zwigzanych z tym réw-
naniem mozna zbudowaé wzory we wspdlrzednych sferycznych analogiczne
do uprzednio wyprowadzonych zaleznosci. Wzory catkowe na wspdlczynniki
réownan (1.9) A, By, Ci, beds teraz zawieraly wyrazenie 7%dr zamiast rdr
jak w przypadku wspélrzednych cylindrycznych.

Inng drogg rozwigzywania tych zagadnied jest podstawienie U = Tr do réw-
nania (4.16), przez co otrzymujemy réwnanie typu (2.1), ktére juz rozwigzu-
jemy sposobem opisanym w p. 2. '

¥ Por, [1], str. 194, wzdr (6).
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5. Niejednorodno$¢ wlasnosci termicznych

Whasnoscl cieplne cial mogg sig zmieniaé z polozeniem 1 temperaturg. W ostat-
nim przypadku réwnanie przewodnictwa cieplnego staje si¢ nieliniowe. W dal-
szym ciggu bedziemy rozwazali niejednorodno$é wlasnoséci termicznych ciat
w zaleznodci tylko od wspdlrzednych przestrzennych K = K(x,), ¢ = c(x)-
Zamiast réwnania (1.1) otrzymamy wtedy dla zagadnien dwuwymiarowych
réwnanie przewodnictwa cieplnego w postaci

or 9 oT d oT
(5.1) yc(xl,x2)ﬁ—(7x—;[K( 1y %) 1] a—%[K(xl,xZ)Ea?z]—A(xl,xz,t)=0-

Warunek poczatkowy pozostaje w niezmienionej postaci (1.3), a warunki
brzegowe (1.2) przyjmg postaé
(5.2) oT[ox, + b, (x)(T—T,) = 0.
Przyjmujemy rozwigzanie przyblizone (1.5). Funkcje @o(xs) nalezy tak przyjaé,
azeby spelniala ona niejednorodne warunki brzegowe (5.2) oraz réwnania
7 d
(53) [K(xl, wy20o| 4 2

Xo

[K(xl,xz) 57(})20] = 0 w obszarze 0 < x; <a;

a%-{—h(x)((p T)=0 dla x—0, a i=12.

Druga cze$é rozwigzania ma spelniaé warunki

9 __ 9 0 3 2
et 20 5 [ Kew w0 | e 0 2

an

-
5.4 X Zai(t)(pi(xl,xz)——fl =0 w obszarze 0 <ux; < 4,
; "
|2+ )| D atne =0 s x=04

oraz warunek poczatkowy (1.8). W przypadku stacjonarnych Zrédet ciepla
wyrazenie A = A(x,) nalezy zamiast w (5.4) umiesci¢ w (5.3). Uklad réwnan
rézniczkowych obowigzuje nadal w postaci (1.9), zmienia si¢ jedynie warto$é
wspotczynnikow

Ay = [ [ e, 2 pier, m0) dy dve,
2

P 90;
By = — fg f 3_%[K(x1,x2) a—:’;] rpk(xll,xz)dx% dx,,
(5.5) |

9 el '
Cum = [ [ 2|kt 2 gu syt 2= [ [ gy vy i,
Q 0%y 0%y A
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Dalszy tok rozwigzywania jest identyczny z dotychczasowym postepowa-
niem i zilustrowany jest ponizszym przykladem.

Najprostszymi typami niejednorodnosci wlasnodci termicznych cial w za-
gadnieniach jednowymiarowych s3: K = K", ¢ = const oraz K = const,
yc = (yc)yx". Najwazniejszymi przypadkami praktycznie sg takie, dla ktérych
0 <n<1 W odréinieniu od rozwigzan $cistych'® mozliwosci otrzymania
rozwigzan przyblizonych niniejszym sposobem nie sz ograniczone do naj-
prostszych tylko wyrazen na zmienno$¢ wtlasnoéci termicznych. Operacje
matematyczne sprowadzajg si¢ tutaj do wyznaczenia catek [5.5), ktére w przy-
padkach skomplikowanych mozna rozwigzywaé numerycznie oraz do rozwig-
zywania ukladu réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu i to tylko w przypadku,
gdy chodzi o wiekszg liczbe przyblizen.

Przyklad. Niech obszar 0 < x << a przedstawia odrodek o niejednorodnosci
wiasnoscl termicznych wedlug zaleznosci: K = K&'h, ¢ = const. Dane warunki
brzegowe, poczatkowe oraz rozklad zrédel ciepla s3 zgodne z réwnaniami

or o oT
- e T a
Ve 5 T % [Kox " ] Alx, t) = dla 0<x<a
T=fx) dla =0 T=T, dla x=0 T=7T, dla x=a.

Przyjmijmy pierwsze przyblizenie rozwigzania w postaci.
(5.6) T* = o) + ax(f) #(a—5).
Funkcje @y(x) - przyjmujemy zgodme z rownamaxm (5.3), ktére wyrazajg sig

tutaj nastepujgco:

K

odx(]/x d%):O dla 0<x<a

dx
po=Ty dla x=0, ¢@,=T1, _ dla x=a.
Otrzymamy stad ¢, = (Ty—T3) V[V a+T}. Wyznacimy wspblczynniki (5.5).

a

All—ycfaﬁ(a—x)zalx-—yc 30 Z,= f/l(x 1) x (a —x)dx,

= —f [ oVx (ax*xz)]x(a—x)alx= 12025 abK,, Cy=0.

Wzér (1.15) da_|e

T4 K, -1
Zy(zx)e™" 7 d

—44 K, \ 30
o = at =0y 7 o+
0

19 Por. (1), str. 332, wzér (10).
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_—— s ——t

Statg calkowania a,(z = 0) wyznaczamy z zaleznosci (1.16);

30 [ 1 ,
al(t:0):»—~~0ff(:x)x(a——;\)dx—?c-,7a2 (117, + 24T3).

adyc
Podstawiajac powyzsze wyniki do wyrazenia a,() otrzymujemy rozwigzanie
przyblizone z (5.6).

6. Uwagi koncowe

Powyzszy sposéb przyblizonego obliczania niestacjonarnych zagadnien
przewodnictwa cieplnego moze byé z powodzeniem rozszerzony na inne pro-
blemy poczatkowo-brzegowe. Dotyczy to w szczegdlnosei trudniejszych za-
gadnien zwigzanych z odrodkami niejednorodnymi, gdzie $ciste rozwigzania
napotykajg na trudnodci natury matematycznej. Sposob ten moze by¢é tez sto-
sowany tam, gdzie istniejg co prawda rozwigzania $cisle, lecz wyrazajg si¢ one
w skomplikowany sposéb przez funkcje specjalne, dla ktérych brak wystarcza-
jacych tablic. Obliczenie powyzszym przybliZonym sposobem sprowadza sig
praktycznie do obliczenia odpowiednich wspdlezynnikéw catkowych (4,
Biy, Ci, Z) oraz do rozwigzania ukfadu zwyczajnych réwnan rézniczkowych.
W zagadnieniach zwigzanych na przyktad z réwnaniem falowym beda to réw-
nania réiniczkowe zwyczajne drugiego rzedu. Dla wyznaczenia tylko pierwsze-
go przyblizenia lub dla wiekszej ilosci przyblizen, lecz przy odpowiednim do-
borze funkeji przyblized, pozostaje od  rozwigzania tylko jedno réwnanie
rézniczkowe.
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Peaome

METOL UTPUBJIMKEHHOI'O PEIMEHIA HAYAJIBHO-KPAEBBIX 3AIIAY
B IIPUMEHEHNM K HECTALMOHAPHO-KPAEBLIM 3AIIAUAM
TEIUIOTIPOBOOHOCTH

Jaerca ¢noco® NpuBIHIEHNOr0 PEUICHHUA HAUYAMLHO-KPACBLIX 3a4ad  TCIUIONPOBOLHOCTH.
Huercst npubninuennoe peitenne B hopme paja npouspeacHuit pymuuit. d1or cnocod Mmoo
HCII0IIB30BATE JINSI MHOIHX BONPOCOD, KACAXOUIHXCS HECTALIHOHAPHOIO MOTOKA TEIa MPH PA3IHY-
HBLIX HAYANBHBIX TEMIEPATYPax, KaK U AN PaIMUHLIX KPaCBLIX YCJIOBHH, B MOJIAX C HCTOUHHKOM
M 6e3 HcTouHNKa. MOoaKHO, TaKuM CHOCOGOM, NOJIYUHTD PELICHIIS TAIOKE M [UISt CPejy, 0DIaIalonnx
HEOJUOPOAHBIMM TEMITEPATYPIHBLIMH YCIOBHSMH.

Summary

METHOD OF APPROXIMATE SOLUTION OF INITIAL AND BOUNDARY
PROBLEMS OF NON-STATIONARY HEAT CONDUCTION
A method of obtaining approximate solutions for initial and boundary-value problems con-
cerning conduction of heat in solids is considered. The approximatc solutions are assumed in form
of series of products of functions. The method is applicable to many problems of heat conduction

for arbitrary initial temperature distributions and boundary conditions. Problems of nonhomo-
geneous solids may be treated in the same way,
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