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1.  Wstę p

Podstawowym  zagadnieniem  analizy  naprę ż eń w powłokach cienkoś ciennych
jest  wpływ  zamocowania  elementu  przenoszą cego  obcią ż enie  na  konstrukcję.
Obcią ż enie  zewnę trzne  może  działać  na  małym  elemencie  powłoki albo  na  jej
pewnej  czę ś ci. Moż na np. rozważ ać zagadnienie obcią ż eń normalnych lub stycz-
nych  działają cych  na sztywny  krą ż ek  zamocowany  w  powłoce; ś rednica  krą ż ka
jest  mała  w  porównaniu  ze  ś rednicą   powłoki.  Tego  rodzaju  problemy  wystę-
pują   szczególnie  w  przypadku  powłok  bardzo  wiotkich  obcią ż onych  lokalnie.
Wiele  prac poś wię cono  zagadnieniom powłok kulistych  obcią ż onych ciś nieniem
hydrostatycznym,  ale  zaledwie  kilka  zajmowało  się   analizą   efektów  spowodo-
wanych  siłami  skupionymi.

Problem  wyboczenia,  jak  wiadomo, ma duże znaczenie w przypadku powłok
o skoń czonej sztywnoś ci  zginania. Jednak w praktyce współczesnej coraz czę ś ciej
wystę puje  potrzeba  rozpatrzenia  zagadnień  dotyczą cych  powłok  o  prawie
zerowej  sztywnoś ci  na  zginanie.  Typową   tego  rodzaju  powłoką - membraną
był   sztuczny  satelita  amerykań ski  ECHO  1,  dla  którego  stosunek  promienia
do  gruboś ci  wyraż ał   się   liczbą   106.  W  zwią zku  z  konstrukcjani  kosmicznymi
typu  ECHO  1 zachodzi konieczność zanalizowania  wpływu  obcią ż eń  lokalnych
wywołują cych  duże  ugię cia  powłok.

W pewnych  przypadkach powłoka membranowa może być czę ś ciowo usztyw-
niona  wskutek  ciś nienia  wewnę trznego.  Okazuje  się ,  że w  wielu  konstrukcjach
powłokowych  efekty  pochodzą ce  od  skoń czonych  ugięć  oraz  nieliniowość
charakteru  membranowego  odgrywają   dominują cą   rolę .  Jeś li  uwzglę dnić  np.
zmianę   gruboś ci  ś cianki  powłoki, to w  miarę   zmniejszania  się   gruboś ci  maleć
bę dą   naprę ż enia zginają ce  i  obcią ż enie  zewnę trzne bę dzie  przenoszone głównie
przez  siły  charakteru  membranowego.  Należy  wię c  poś wię cić  wię cej  uwagi
zagadnieniom  skoń czonych  ugięć  membran  obcią ż onych  lokalnie.  W  dalszych
rozważ aniach  naszej  pracy  bę dziemy  zakładać, że  stosunek  ugię cia  do  gruboś ci
powłoki  nie  musi  być  mały,  chociaż wzglę dy  natury  wytrzymałoś ciowej  z ko-
niecznoś ci ograniczają   wielkość  odkształceń, tak że założ enie o małych odkształ-
ceniach  pozostaje  w  mocy.
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Zagadnieniem  nieliniowych  ugię ć  płaskiej  membrany  kolistej  obcią ż onej
lokalnie  zajmował   się   po  raz  pierwszy  SCHWERIN  [1]  w  1929  roku.  To  samo
zagadnienie,  ale  na  innej  nieco  drodze,  ponownie  rozpatrzył   ALEKSIEJEW  [2]
w  1951  roku.  N iestety, obydwa  rozwią zania  są   sł uszne tylko  czę ś ciowo, miano-
wicie dla liczb  Poissona  r  <  1/3;  natomiast dla  v >  1/3  tracą   one sens.  W  1962
roku  zagadnieniem  tym  w  zwią zku  z  potrzebami  praktyki  zainteresowali  się
W. NACHBAR i W.  PIECHOCKI. W pracy [3] przeprowadzili  oni szczegółową   analizę
rozwią zania  równania  róż niczkowego  nieliniowego  w  zależ noś ci  od  warunków
brzegowych  jak  i  liczby  Poissona.  Podane  ś cisłe  rozwią zanie  jest  słuszne  dla
każ dej  wartoś ci  liczby  Poissona.  Otrzymane  wyniki  teoretyczne  są   zbież ne
z danymi doś wiadczalnymi, które podają   W. E.  JAHSMAN, F. E. FRELD i A. M . C.
HOLMES  [4].

Autorowi  nie są   znane prace traktują ce  o membranach kulistych  obcią ż onych
lokalnie. Ze wzglę du na duże znaczenie  praktyczne  tej  problematyki  w  niniej-
szej  pracy  podję to  próbę   przeprowadzenia  analizy  podobnej  do  tej,  jaką   prze-
prowadzono  dla  membrany  płaskiej.

Sformułowanie zagadnienia. Bę dziemy  rozważ ali  zagadnienie  otwartej  mem-
brany  kulistej  o małej  wyniosłoś ci  z  zamocowanym  centralnie sztywnym  krą ż-
kiem. Promień b krą ż ka jest bardzo mały w stosunku  do promienia a membrany
(rys. 1). Siłą  obcią ż ają cą   membranę  jest siła skupiona P, przyłoż ona do sztywnego
krą ż ka.  Zakładamy,  że  przemieszczenie  promieniowe  u  dla  r  =   b  znika.  Na
brzegu  zewnę trznym  moż na  przyją ć  dowolne  warunki  wyraż one  w  przemie-
szczeniach  lub  naprę ż eniach.  Symetryczne  obcią ż enie  normalne  odkształ ci
począ tkowo  kulistą   membranę   na  obrotowo- symetryczną   konfigurację   pozo-
stają cą   w równowadze. Przyjmujemy,  że membrana jest  wykonana  z materiału
sprę ż ystego,  ugię cia  oraz  obroty  elementu  liniowego  są   skoń czone,  odkształ-
cenia  są   małe  w  stosunku  do  jednoś ci  oraz  że  zwią zki  fizyczne  są   liniowe.
Analizę   rozwią zania  podano  dla  przypadku,  gdy  ką t  • &  charakteryzują cy
wypukłość  membrany  po  odkształceniu  jest  tego  samego  rzę du  co  ką t  6,
odpowiadają cy  membranie  przed  odkształ ceniem.  Naprę ż enia, odkształ cenia
i  przemieszczenia  są   funkcjami  warunków  brzegowych,  siły  skupionej  P,
liczby  Poissona  v  oraz  parametru  e =   b/ a  (rys.  1).

Zależ noś ci geometryczne. Wyprowadzimy  wzory  na  wielkoś ci  geometryczne
dla membrany sferycznej  przed  i po odkształ ceniu. Zakładamy, że powierzchnia
odkształcona  jest  również  osiowo- symetryczna.  Oznaczmy  przez  R  wektor-
promień zaczepiony w począ tku  układu współ rzę dnych i  skierowany  do punktu
PQ  membrany  nieodkształcónej.  Mamy

(1.1)  R  =  r(d)- jr+z(d)- k

gdzie  j r , fc są   wektorami  jednostkowymi  odpowiednio  wzdłuż  osi  r  i  z.  N ato-
miast  r  x z  zależ ą  od  ką ta  0  oraz  promienia  krzywizny  a  nastę pują co

(1.2)  r — asinO,  z =  a(l  — cosd).  '•   .  .
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Obliczając  róż niczkę   wektora  R  otrzymamy

(1.3)  dR  =  u.jBdo + ri< pdq),

gdzie  j 8 ,  j v  są   odpowiednio  wektorami  jednostkowymi  wzdłuż  stycznej  do
południka  oraz  równoleż nika  danej  powierzchni.  Współczynnik  a  wyraża  się
zależ noś cią

(1.4)

Rys.  1

Element  liniowy  ds  definiujemy  jako

(1.5)  ds=[d

Tak  wię c  dla  dd =   0  otrzymamy

(1.6)  dsv  =   rdtp

i  podobnie  dla  dtp  — 0  mamy

(1.7)  ds,=
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Nadając  każ demu  punktowi  Po  membrany  nieodkształ conej  przemieszczenie
symetryczne  u  w  kierunku  promienia  r  oraz  w  w  kierunku  osi  z  otrzymamy
powierzchnię  obrotowo- symetryczną  membrany  odkształ conej.  Wielkoś ci
odnoszą ce  się  do membrany  odkształ conej  bę dziemy  oznaczali  gwiazdką.  Tak
więc  punkt P2  membrany  nieodkształ conej  przejdzie  w  punkt  P% membrany
odkształ conej.  Transformację  tę  zapisujemy  symbolicznie

z  - * z- \ - w =   m*,

(1.8)  r  -f  r+u  =   r*,

Zatem  powyż sza  transformacja  przenosi  punkt  materialny  P  o  wektorze- pro-
mieniu  R  membrany  nieodkształ conej  do punktu  P* membrany  odkształ conej
o  wektorze- promieniu  R*.  Ten  ostatni  zapisujemy  w  postaci

(1.9)  R *- (r + w)Jf+ (* + «0fc-
Postę pując  analogicznie  jak  dla  wektora  R  otrzymamy

(1.10)  dR* =   a*ffd3 + r*]*dc P  a? =  r*« +  z*0\

Odkształ cone  elementy  liniowe  ds%  i  ds* wystę pują  w  równaniu  (1.10)  jako
współ czynniki  skalarowe  przy  odpowiednich  wektorach  jednostkowych.

Odkształ cenie  definiujemy  w  postaci

(1.11)  e =   ds*7ds  lub1  (l  +  e)ds = ds*,
CLS

Elementy  liniowe  ds*  otrzymamy  ze  wzoru  (1.10),  natomiast  ds — ze  wzoru
(1.5)  dla  dowolnego  kierunku  w  punkcie  P.

Tak  więc  otrzymamy

n  19\   / i  i d u \  c o s 0 *

(1.12)  er  =  11 H—- j— I

\   dr)
\   dr)  cos 0

oraz

(1.13)  £9 =  C - 1.

Podstawiając  do  równania  (1.12)  pochodną  dujdr  obliczoną  ze wzoru  (1.13),
otrzymamy  równanie  cią gł oś ci  w  postaci  nastę pują cej:

,1  . . . d ,  ,  ,  cos 8 —  cos

d- 14)  - K ) +

  8

1  Definicja  ta ma postać definicji  dla wydł uż eń Ej,  wielkoś ci  charakterystycznej  dla  teorii  od-
kształ ceń  skoń czonych.  Zależ ność  mię dzy  Ej  i  skł adową  sj  odkształ cenia  infinitezymalnego  ma
postać  Ej  =  yl  +   2ej  —1.  Dla mał ych odkształ ceń moż emy więc przyjąć  Ej  ~  ej.  Ponieważ  zaj-
mujemy  się wył ą cznie mał ymi odkształ ceniami (ale duż ymi  ugię ciami), zatem Ej  moż emy  zastą pić
przez  sj.
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2.  Równania  równowagi

Dwiema  parami  przekrojów  południkowych  i  normalnych  stoż kowych
wycinamy  element  membrany  odkształ conej.  Przyjmujemy,  że  membrana
jest  obcią ż ona  tylko  lokalnie,  to znaczy,  że działa na nią  tylko  siła  skupiona,
przyłoż ona  do sztywnego  krą ż ka  (rys.  1). Przez  ar  oznaczamy  naprę ż enie nor-
malne  w przekrojach  r — const,  r- \ - dr =  const,  a przez  a0 —- naprę ż enie  nor-
malne  w  przekrojach  cp =   const  ę Ą - dę  =   const.

Równanie  rzutów  sił  na oś symetrii  z  przyjmuje  postać

(2.1)  ~  (Roharsin0sin  6*) = 0.

Korzystając  z  zależ noś ci  r = Ro sin 0  moż emy  przepisać  równanie  (2.1)  na-
stę pują co:

(2.2)  ~(hrars'me*)  = 0.

Całkując  równanie  (2.2) otrzymamy

(2.3)  hrcfr sin 6* =  const = C.

Aby  wyjaś nić  znaczenie  stałej  całkowania  rozpatrzmy  stan  równowagi  czę ś ci
ś rodkowej  membrany.  Jedyną   siłą   zewnę trzną   działają cą   za  poś rednictwem
sztywnego  krą ż ka jest siła P.  Jest ona zrównoważ ona  przez wypadkową   naprę ż eń
normalnych w przekroju  stoż kowym.  Powyż szy  warunek  wyraża  się  zależ noś cią

(2.4)

Zatem  z  (2.3) oraz  (2.4) mamy

Tak  wię c  ostatecznie  równanie  (2.3) ma postać

(2.6)  ff rsin0  f
U r O i l i "  2nhr

Drugie równanie równowagi  otrzymamy  rzutując  wszystkie działają ce w prze-
kroju  siły  na kierunek  r.  Składową   naprę ż enia  promieniowego  jest  wielkość

(2.7)  —  (hR0ffr sin 6 sinO*),

a  składową   naprę ż enia  ag jest

(2.8)  — hR0o0  cos d.

Sumując  powyż sze  wielkoś ci  otrzymamy  drugie  równanie  równowagi

(2.9)  ~  (hR0 ar sin d sin 0*) -   hR0 a0 cos 0 = 0.

4  Mechanika  teoretyczna i stosowana
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Przechodząc  do zmiennej  niezależ nej  r  moż emy  napisać

(2.10)  ~(hrarcosd*)- h<rg  = 0.

W  dalszych  rozważ aniach  przyjmujemy,  że h =  const. Tak więc  mamy

P
(2.11)  <xrsin0  = ^ ^ T .

(2.12)  —  (ra,cos d*) = aa.
dr

Jest  to podstawowy  ukł ad  równań  opisują cy  równowagę  membrany  obcią-
ż onej  siłą  P  skierowaną  wzdł uż  osi  symetrii.  Równania  te  wyprowadzono
przy  zał oż eniu, że ugię cia  mogą  być dowolne,  ale powierzchnia odkształ cona
pozostaje  obrotowo- symetryczna.

3.  Sprowadzenie ukł adu  równań  (2.11),  (2.12)  oraz  (1.14)  do jednego równania drugiego  rzę du

Obecnie  zajmiemy  się  wyprowadzeniem  podstawowego  równania  nielinio-
wego  opisują cego  stan  równowagi  membrany  odkształ conej.  Przejś cie  do
wielkoś ci  bezwymiarowych  uproś ci  nam stronę  rachunkową.  W  tym  celu
wprowadzimy  nastę pują ce  oznaczenia:  '

(3.1)

Zachodzi więc

S  —

_  b

oczywisty

o "8

•  E'

aerj

zwią zek

d

V

X

1

r
2nhbE '

=   C ctg 6*.

d

f u
aerj

dr  as?] dt,'

Tak  więc  równania  (2.11)  i  (2.12)  przyjmują  postać

(3.2)  ££, sin 0» = 1,

(3.3)  ^( C S r c o s0 * )  = Sfl.

Z  prawa  Hooke'a wiemy,  że

(3.4)  Se = ee + vSr.

Podstawiając  w miejsce  Sr  odpowiednią  wartość  z  równania  (3.2)  oraz  wyra-
ż ając  eg  przez  funkcję  y>  otrzymamy  zależ ność

(3.5)  Sf l =  ^  + j  cosec 0*.
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(3.6)  s, -   ± ~ - cosec  fl*- v|- .

Podobnie  otrzymamy  zwią zek

.6)

Moż emy  więc  napisać

(3.7)  ^  (ctg 9*) =  j(f  +  v cosec 0*),

skąd

(3.8)  y> =   t- jr  (ctg 6*) — v cosec 0*

lub

(3.9)  v  =  g _ | ( l  +  „ sec0*).

Róż niczkując  powyż sze  równanie  otrzymamy

Obecnie  wrócimy  do  równania  cią gł oś ci  (1.14).  Korzystając  z  zależ noś ci
(2.6)  oraz  (2.9)  równanie  (1.14)  moż na  przepisać  w  postaci

(3.11) j£  -   [1 -  v (1 -   sec (?*)]   - y ̂ + [ ( 1  -   ") (1 + " sec d*)

lub

(3.12)

Wprowadź my  teraz  nastę pują cą  zmianę  zmiennych

(3.13)  w

wówczas  mamy

tak  więc  równanie  (3.12)  przyjmie  postać

-   sec 0 sec^fl*) =  0.
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Na  podstawie  (3.1)  mamy

I  /  C \ T / 2

(3.15)  sec0*  =  (l  +  c t g - ^ *)1 ' * ^  l - f  —  .
L  \X  I   J

Podstawiając  do  powyż szego  wzoru  funkcję  %  ze zwią zku  (3.13)  otrzymamy

[ xT / 2

[1 +  (4er/ )-2/ 3- ^  .

Dotychczas  nie  zakł adaliś my  nic  o wielkoś ci  ugię ć, a zatem  równanie  (3.14)
jest  równaniem  nieuproszczonym.  Ze  wzglę du  na  jego  zł oż oność  w  dalszych
rozważ aniach  bę dziemy  zajmowali  się  równaniem  uproszczonym.  Zał oż ymy
mianowicie, że ką ty  6 oraz # są tego samego  rzę du. W tym zał oż eniu jest  zawarta
zasadnicza  róż nica  mię dzy  zwykł ym,  klasycznym  postawieniem  zagadnienia
dla  mał ych  przemieszczeń,  a  zagadnieniem  dla  duż ych  ugię ć,  sformuł owanym
powyż ej.  Dla  mał ych  ugięć  moż na  przyją ć,  że  kąt  • &  obrotu  ł uku  poł udnika
jest  wielokrotnie  mniejszy  od ką ta  6 charakteryzują cego  wypukł ość  membrany.
Tak  więc  równanie  dla  mał ych  przemieszczeń  moż emy  otrzymać  z  podanych
tutaj  wzorOAV przez  pominię cie ką ta &  w porównaniu  z  0. W  rozważ anym  przy-
padku  ograniczymy  się  do  takich  ugię ć,  dla  których  zachodzi  nastę pują ca
nierównoś ć:

(3.17)  (4e??)2|34  < 1-

Przy  tym  zał oż eniu  równanie  (3.14)  upraszcza  się  do  postaci

< 3- i s>  £+ ł (?-c)- °-
ax  £  \y  i

gdzie

C  =  (4£ ? ?) - 2i 3.
\ K0,

Jeś li  krzywizna  membrany  równa jest  zeru,  wtedy  mamy  C  =  0  i  równanie
(3.18) przechodzi w równanie dla ugięć  skoń czonych  dla membrany pł askiej [3].

4.  Warunki  brzegowe

Warunki,  które nakł adamy na funkcję  y  dla x  =   e2  oraz x — 1,  formuł ujemy
w  zależ noś ci  od  rodzaju  zamocowania.  Na  brzegu  wewnę trznym,  dla  x  =  £2,
przyjmujemy  przemieszczenie  u =   0.  Na  brzegu  zewnę trznym  natomiast
(a-  =  1) moż emy mieć dane niezależ ne od obcią ż enia zewnę trznego  przemieszcze-
nie  promieniowe  u0:

(4.1)  21'
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2.  Jeż eli na brzegu  są  dane niezależ ne od obcią ż enia naprę ż enia promieniowe
sr =  s°,  to  zgodnie  z  (5.7)  otrzymamy

(4.2)  21/ 3- (£ , ?)
s' 3. - |- = 51!.

3.  Może wystą pić  również  kombinacja  naprę ż enia promieniowego  i odkształ-
cenia  eg. Na przykł ad, jeś li membrana bez wstę pnego  naprę ż enia jest poł ą czona
na  brzegu  zewnę trznym  ze  sprę ż ystym  pierś cieniem  o sztywnoś ci  k, to  otrzy-
mujemy

(4.3)  h

czyli

4.  Membrana  jest  poł ą czona  ze  sprę ż ystym  pierś cieniem  z  naprę ż eniem
wstę pnym,  które  może  być  wyraż one  przez  naprę ż enie  począ tkowe  sj  albo
przez  począ tkowe  przemieszczenia  u0.  Dla  x  =  1  powinno  wtedy  być

(4.5)  hSr  + ke0 = hS°  lub  ee+Ę  ̂ =  ^-

Korzystając  ze  wzorów  (5.4),  (5.7)  i  (5.8)  moż emy  napisać

<«>  i- s
lub

(4.7,  J   =

Oczywiś cie  moż liwe  są  jeszcze  inne  warunki  brzegowe.  W  dalszym  cią gu
zajmiemy  się  szczegół owo  warunkami  typu  (4.1).

W  danym  przypadku  mamy  nastę pują ce  warunki  dla  funkcji  rozwią zują cej

gdzie  1a =  2 - 1 ^

Korzystając  z  równania  (6.6) moż emy  napisać  powyż sze  zależ noś ci  w  równo-
waż nej  postaci

(4.10)  j/ ^r 1 +  Cyx + Co  =

(4.11)  £2 ] / yF +  Cj8 + Co"
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Stałą  cał kowania  Co  wyznaczamy  z  równania  przestę pnego
a

(4.12)  l - e

2  =
7i(e,v;C„)

gdzie  J(C0)  >  0,  g(e,  v; Co)  jest  pierwiastkiem  rzeczywistym  dodatnim  rów-
nania  (4.10), a h(e, v;  Co)—  pierwiastkiem  rzeczywistym  dodatnim  równania
(4.11).  W  przypadku  warunków  brzegowych  wyraż onych  w  naprę ż eniach
należy przyjąć  we wzorze  (4.13) zamiast g{[i,  v;  Co) wielkość  sf ze wzoru  (4.12).
Dolna  granica  (4.13)  pozostaje  niezmieniona.  Istnienie  tylko  jednego  dodat-
niego  pierwiastka  równania  (4.10)  i  odpowiednio  (4.11)  wykaż emy  w  p.  7.

5.  Przemieszczenia,  odkształ cenia  i  naprę ż enia  wyraż one  przez  funkcję  rozwią zują cą  F

Korzystamy  z  liniowego  prawa  Hooke'a  dla  ciała  izotropowego  i  jedno-
rodnego

(5.1)  sr = Sr- vS0,  •  e, =  Sg- vSr,
gdzie  v  jest  współ czynnikiem  Poissona.  Stosując  zależ ność

(5.2)  eg =  ^,

otrzymany  po  podstawieniu  w  miejsce  y> funkcji  %  zwią zek

(5.3)  £ o = = I ^ _ X ( i  +  ,sec0*).

Wyraż ając  nastę pnie  % przez  funkcję  y  otrzymamy  ostatecznie

(5.4)  £ 9

Postę pując  podobnie  ze  wzorem  (3.6)  otrzymamy

(5.5)-  S. -   2 W ( « 0 M [ £ _ £ ( I   +
Analogicznie  dla  naprę ż eń  mamy  zależ noś ci

(5.6)

i

(5.7) S,  =
y

Dla  przemieszczenia  u  wyraż onego  przez  funkcję  rozwią zują cą  y  mamy wzór
nastę pują cy

(5- 8)

u = ree  =   1 2
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Kształt  membrany  jest  okreś lony  równaniem

(5- 9) ¥=
a na podstawie  wzoru  (3.1)  i  (3.13)  mamy

(5.10)  tge* = 22

tak  wię c

(5.11)  w(r) = -  21'3 (sVfi
2  j  + *_ dr + ait

i   y

gdzie  wd  jest  maksymalnym  wychyleniem  tarczy  zamocowanej  w membranie.
Jeś li  w  całce  (5.11)  wprowadzić  zmienną   * zamiast  r,  to  otrzymamy

X

(5.12)  «,(*) = -   2-1'3 W* J J*L   +  Wi  dla x0<  x < 1,
, y i i )

gdzie x0 =   (bfa)2.

6.  Całkowanie  równania  równowagi  (3.18)

Mnoż ąc  równanie

przez  dy[dx,  otrzymamy

K  '  dx'dx^ly^dx  2dx

lub

dx[\dxjydx\y
Całkując  jednokrotnie  to ostatnie  równanie  otrzymamy

(6.4)  .

gdzie  Co jest  dowolną   stałą  całkowania, którą   wyznaczymy  z warunków  brzego-
wych. Otrzymaliś my  wię c równanie pierwszego  rzę du o zmiennych rozdzielonych

(6.5)  - J ^i j / ^ + Cy + Co.

.  Wykaż emy,  że z  dwóch  znaków  przed  pierwiastkiem  należy  uwzglę dnić
tylko  znak  dodatni. Z fizycznej  ókreś lonoś ci  membrany  wynika,  że ere > 0»
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ar  > 0, a na podstawie  wzorów  (5.6)  i  (5.7)  wnioskujemy,  że y(x)  > 0  oraz
dyjdx  > 0 dla e2 <.x <C 1. Pozostaje  nam zatem  tylko  równanie

(6- 6)  ^= 4 ^3 ^+ ^+ ^" .

Biorąc  pod  uwagę,  że naprę ż enia  mogą  przyjmować  tylko  wartoś ci  rzeczy-
wiste  mamy  ponadto  nierówność

(6.7)  y* +  cy + d>0  dla  e 2 < x < l ,

gdzie  c = Co/ C,  d —  l/ C.  Ze wzorów  (5.7) oraz  (6.6) wynika,  że  funkcja
y{x)  jest  monotoniczna rosną ca w przedziale  zamknię tym  es ̂ x  ś * 1. Ponadto
na podstawie  zał oż enia o mał ych odkształ ceniach wiemy,  że naprę ż enia gł ówne
nie  mogą  rosnąć  nieograniczenie.  Tak więc  funkcja  y(x) speł nia  nastę pują cą
nierównoś ć:

(6.8)  0 < y{x) < oo  dla  ea < w < 1,

(6.9)  0<^- <  oo  dla  £ 2 < x < l .

Znak  silnej  nierównoś ci  po lewej  stronie  we wzorze  (6.8)  wynika  z  warunku
sr  > 0  dla £2 < x <  1.  Natomiast  sł uszność  nierównoś ci  po  lewej  stronie
w  (6.9)  wynika  z  tego, że

co  jest  równoznaczne  z  ż ą daniem,  aby SQ  5=  0.
Pisząc  równanie  (6.6)  w postaci

i  nastę pnie  cał kując  je  w  granicach  od ea do x  otrzymamy

y(.A

(6.12)  K - £ 2 =  J  (7r1+ CV?H- C0)-
1'2<fy  dla  e 2 < ^ ^

gdzie  ^(e2) =  h(e, v; Co).  Przyjmując  x = 1  otrzymamy  równanie  (4.14).
Cał ka  (6.12)  jest  cał ką  eliptyczną  w postaci  Legendre'a.  Moż na ją  wyrazić

przez  funkcję  eliptyczną  y(x),  jednak  ze wzglę dów  rachunkowych — napisanie
programu  dla maszyny  cyfrowej  nie przedstawia  wię kszych  trudnoś ci w  przy-
padku  operatora  cał kowego — pozostawimy  rozwią zanie  w  postaci  (6.12).

7.  Jednoznaczność  rozwią zania

Niejednoznaczność rozwią zania  tkwi w równaniach  (4.8) i  (4.9). Są to  równa-
nia  trzeciego  stopnia i jako  takie  mogą  mieć wię cej  niż po jednym  pierwiastku
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rzeczywistym  dodatnim.  W  rozważ anym  przypadku  równanie  (4.9)  moż emy
napisać  w  postaci

gdzie

Dowód  istnienia  tylko  jednego  rzeczywistego  dodatniego  pierwiastka  równania
(1.7)  w  przedziale  —A  <  Co  <  +  co,  gdzie

wynika  natychmiast  z  reguły  Kartezjusza.  Natomiast  dla  Co  <  A  nie  istnieje
pierwiastek  rzeczywisty  dodatni.
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P  e  3 io  M  e

AHAJIH 3  KOHE^tHBIX  I IPOrH EOB  I IOJIOrOH  JIOKAJ1ŁHO  3ATPy>KEHHOH

MEMBPAHH

B  ccJjepicqecKoii  nojloroii  oSojio^tne  3aKpennen  >KCCTKHH KpyweK.  H a  Hapy>KHOM  Kpaio

nepeMememra  HJIH  HanpHH«HHH.  CocpenoTOMeiiHŁie  CHJIBI,  neficTByiomHe  CHMMeTpiraecKH  Ha

H<ecTKHH Kpy^eK,  H3MeHSMT (JjopMy, fle(J)opMHpyiOT paccMaTpHBaeiwyio  iwei«6paHy  c  HauajitHoro

cijpepHMecKorOj  COCTOHIIHH npHflasan  eft  BpamaTemHO- CHMMeTpHiHyio KOH(jpHrypai(Hio.  MeM6pana

H3roTOBJieHa  H3  H3OTponHoro  MaTepHana.  npeflnojlaraiOTCH,  KOHetniBie  npornSBi  H  o6opoTbi5
Torfla  KaK  <J)H3iraecKiie  33BHCHMOCTH  HBJIHBDTCH  jtHHeibibiMH.

B  pa6oTe  paccMaipHBaKiTCH,  fljia   yiwepeHHBix  o6opoTOBj  nporH oti H HanpHweHHH KaK 4>yHKrinn

KpaeBBix  3Ha^eHHft, L(eHTpajiBHOH Harpy3KH,  tnicjia  ITyaccotra H
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F IN IT E  D EFLECTIONS OF  SHALLOW  SPHERICAL  MEMBRAN E

LOCALL Y  LOADED

A  shallow  spherical  annular  membrane  is  attached  to  a  rigid  central  plug.  At  the  outer  edge
displacement  or stresses are given. Normal load  applied  symmetrically  to the central  disc  deflects
the  membrane  out  of  its  initial  spherical  state  into  a  rotationally  symmetric  equilibrium  confi-
guration. A stiff  elastic material is  assumed,  so that finite  deflections  and finite  rotations of  linear
elements  are  obtained  with  small  strains  and  with  the  linear,  isotropic  stress- strain  relations.
The  present  paper  investigates,  for  moderate  rotations,  the  membrane  displacement  and  stresses
as  functions  of  the  boundary  conditions,  the  central  load,  Poisson's  ratio, and  the  radius  ratio,
and  the  ratio  of  the  inner  to  the  outer  membrane  radius.
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