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1. Wstep

Podstawowym zagadnieniem analizy naprezen w powlokach cienko$ciennych
jest wplyw zamocowania elementu przenoszgcego obcigzenie na konstrukcje.
Obcigzenie zewnetrzne moze dzialaé na malym elemencie powtoki albo na jej
pewnej cz¢sci. Mozna np. rozwazaé zagadnienie obcigzeri normalnych lub stycz-
nych dziatajacych na sztywny krazek zamocowany w powtoce; $rednica krgzka
jest mala w poréwnaniu ze $rednicg powloki. Tego rodzaju problemy wyste-
puja szczegdlnie w przypadku powlok bardzo wiotkich obcigzonych lokalnie.
Wiele prac po$wigcono zagadnieniom powlok kulistych obcigzonych cignieniem
hydrostatycznym, ale zaledwie kilka zajmowato si¢ analizg efektéw spowodo-
wanych sitami skupionymi.

Problem wyboczenia, jak wiadomo, ma duze znaczenie w przypadku powlok
o skonficzonej sztywnosci zginania. Jednak w praktyce wspélczesnej coraz czeseiej
wystepuje potrzeba rozpatrzenia zagadnien dotyczgcych powlok o prawie
zerowej sztywnos$ci na zginanie. Typowa tego rodzaju powloka-membrang
byt sztuczny satelita amerykaniski ECHO 1, dla ktérego stosunek promienia
do grubosci wyrazal si¢ liczbg 10%. W zwigzku z konstrukcjani kosmicznymi
typu ECHO 1 zachodzi koniecznosé zanalizowania wplywu obcigzen lokalnych
wywotujgcych duze ugigcia powlok.

W pewnych przypadkach powloka membranowa moze byé czesciowo usztyw-
niona wskutek ciénienia wewnetrznego. Okazuje sig, ze w wietu konstrukejach
powlokowych efekty pochodzgce od skoficzonych ugieé oraz nieliniowosé
charakteru membranowego odgrywaja dominujacg rol¢. Jeéli uwzgledni¢ np.
zmiang grubosci $cianki powloki, to w miar¢ zmniejszania si¢ gruboéci male¢
beda naprezenia zginajace 1 obciazenie zewnetrzne bedzie przenoszone gléwnie
przez sily charakteru membranowego. Naleizy wigc po$wigcié wigcej uwagi
zagadnieniom skodczonych ugie¢ membran obcigzonych lokalnie. W dalszych
rozwazaniach naszej pracy bedziemy zakladaé, ze stosunek ugigcia do grubodci
powloki nie musi byé matly, chociaz wzgledy natury wytrzymatodciowej z ko-
nieczno$ci ograniczajg wielkod¢ odksztalcen, tak Ze zatozenie o matych odksztal-
ceniach pozostaje w mocy.
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Zagadnieniem nieliniowych ugieé plaskiej membrany kolistej obcigzonej
lokalnie zajmowal si¢ po raz pierwszy SCHWERIN [1] w 1929 roku. To samo
zagadnienie, ale na innej nieco drodze, ponownie rozpatrzyl ALEKSIEJEW [2]
w 1951 roku. Niestety, obydwa rozwiazania sg stuszne tylko czg¢dciowo, miano-
wicie dla liczb Poissona v < 1/3; natomiast dla ¥ > 1/3 tracg one sens. W 1962
roku zagadnieniem tym w zwigzku z potrzebami praktyki zainteresowali sie
W. Nacurar i W. Pieciockt. W pracy [3] przeprowadzili oni szczegdlowg analize
rozwigzania réwnania rézniczkowego nieliniowego w zaleznodct od warunkéw
brzegowych jak 1 liczby Poissona. Podane $ciste rozwigzanie jest stuszne dla
kazdej wartodci liczby Poissona. Otrzymane wyniki teoretyczne sg zbiezne
z danymi do$wiadczalnymi, ktére podaja W. E. Jagsman, F. E. FreLp i A. M. C.
Hormes [4].

Autorowi nie sg znane prace traktujagce o membranach kulistych obciazonych
lokalnie. Ze wzgledu na duze znaczenie praktyczne tej problematyki w niniej-
szej pracy podjeto prébe przeprowadzenia analizy podobnej do tej, jaka prze-
prowadzono dla membrany plaskiej.

Sformulowanie zagadnienia. Bedziemy rozwazali zagadnienie otwartej mem-
brany kulistej o malej wyniostosei z zamocowanym centralnie sztywnym kraz-
kiem. Promien b krazka jest bardzo maly w stosunku do promienia a membrany
(rys. 1). Silg obcigzajaca membrang jest sita skupiona P, przylozona do sztywnego
krazka. Zakladamy, Ze przemieszczenie promieniowe u dla 7 = b znika. Na
brzegu zewnetrznym mozna przyja¢ dowolne warunki wyrazone w przemie-
szczeniach lub naprezeniach. Symetryczne obcigzenie normalne odksztalcei
poczatkowo kulista membrane na obrotowo-symetryczng konfiguracje pozo-
stajagcg w rownowadze. Przyjmujemy, Ze membrana jest wykonana z materialu
sprezystego, ugiecia oraz obroty elementu liniowego sz skonczone, odksztal-
cenia s3 male w stosunku do jednosci oraz ze zwigzki fizyczne sa liniowe.
Analize¢ rozwigzania podano dla przypadku, gdy kat ¢ charakteryzujacy
wypuklo$é membrany po odksztalceniu jest tego samego rzedu co kat 6,
odpowiadajacy membranie przed odksztalceniem. Naprezenia, odksztalcenia
1 przemieszczenia s3 funkcjami warunkéw brzegowych, sily skupionej P,
liczby Poissona » oraz parametru & = bja (rys. 1).

Zaleznosci geometryczne. Wyprowadzimy wzory na wielkosci geometryczne
dla membrany sferycznej przed i po odksztalceniu. Zaktadamy, ze powierzchnia
odksztalcona jest réwniez osiowo-symetryczna. Oznaczmy przez R wektor-

promien zaczepiony w poczatku ukiadu wspdlrzednych i skierowany do punktu
P, membrany nieodksztalconej. Mamy

(1.1) R=7(0) " j, +2(0) -k

gdzie j,, k sa wektorami jednostkowymi odpowiednio wzdtuz osi r i 2. Nato-
miast 7 i z zalezg od kata 0 oraz promienia krzywizny @ nastepujgco

(1.2) r=asinf, z=a(l—cosfh).
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Obliczajac rézniczke wektora R otrzymamy
(1.3) dR = Ong d0+rj¢d(p,

gdzie j§o, §, sa odpowiednio wektorami jednostkowymi wzdiuz stycznej do
poludnika oraz réwnoleznika danej powierzchni. Wspéiczynnik o wyraza sig
zaleznoscig

(1.4) o2 = 7,20 + 2?0, (r'g; z,g) == (

ar’é)z )
20 90

2Vp
2 o]
- (038 ) S5
dr, r
r‘———]-—
IRVLY ! 6, R0
Al , ds 0
Gy RO
e 8" )
-d(8+1) 8 Qee
G-rdy
Rys. 1 °

Element liniowy ds definiujemy jako

(1.5) ds = [dR - dR]*".
Tak wiec dla df = 0 otrzymamy
(1.6) ds, = rdyp

i podobnie dla dp = 0 mamy
wn ' dsy = o.d6.
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Nadajac kazdemu punktowi P, membrany nieodksztalconej przemieszczenie
symetryczne u w kierunku promienia # oraz w w kierunku osi & otrzymamy
powierzchnig obrotowo-symetryczng membrany odksztalconej. Wielkoscei
odnoszgce si¢ do membrany odksztalconej bedziemy oznaczali gwiazdky. Tak
wiec punkt P, membrany nicodksztalconej przejdzie w punkt P§ membrany
odksztatconej. Transformacje te¢ zapisujemy symbolicznie

& - 3w = 3%
(1.8) 7 = ru =1
§ — 0-+9 = 6%,

Zatem powyzsza transformacja przenosi punkt materialny P o wektorze-pro-
mieniu R membrany nieodksztatconej do punktu P* membrany odksztalcone;
o wektorze-promieniu R*. Ten ostatni zapisujemy w postaci

(1.9) R* = (r - w)j, + (z + w)k.
Postepujac analogicznie jak dla wektora R otrzymamy
(1.10) AR* = o*jfd0 + r¥jadp o = v’ 4 242

Odksztatcone elementy liniowe dsf i dsj wystepuja w réwnaniu (1.10) jako
wspolczynniki skalarowe przy odpowiednich wektorach jednostkowych.

Odksztalcenie definiujemy w postaci

. .
(L.11) e R
s

Elementy liniowe ds* otrzymamy ze wzoru (1.10), natomiast ds — ze wzoru
(1.5) dla dowolnego kierunku w punkcie P.

Tak wiec otrzymamy

du cos 0*
1. 0 — dad) N et
(1.12) er (1+dr) cos {
oraz

7'*
(1.13) 60=7—‘1.

Podstawiajac do réwnania (1.12) pochodng dufdr obliczong ze wzoru (1.13),
otrzymamy réwnanie cigglosci w postaci nastepujgcej:

cos 0 — cos 0*
_— 0.
cos 0

d
(1.14) —(re0) — &+

! Definicja ta ma postaé definicji dla wydiuzen Ej, wielkosci charakterystycznej dla teorii od-
ksztalcen skoriczonych. Zaleznoéé miedzy E; i skladows ¢; odksztalcenia infinitezymalnego ma
postaé Ej = ]/1 + 2¢; —1. Dla matych odksztatcen mozemy wigc przyjaé Ej & £;. Poniewaz zaj-
mujemy si¢ wylgcznie matymi odksztalceniami (ale duzymi ugieciami), zatem Ej moemy zastapi¢
przez &;.
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2. Réwnania réwnowagi

Dwiema parami przekrojéw potudnikowych 1 normalnych stozkowych
wycinamy element membrany odksztatconej. Przyjmujemy, zZe membrana
jest obcigzona tylko lokalnie, to znaczy, zZe dziala na nig tylko sifa skupiona,
przylozona do sztywnego krazka (rys. 1). Przez o, oznaczamy naprezenie nor-
malne w przekrojach 7 = const, 7--dr = const, a przez ¢y — naprezenie nor-
malne w przekrojach ¢ = const @¢+4dp = const.

Réwnanie rzutéw sit na oé symetrii 2 przyjmuje postaé

(2.1) »% (Ry ko, sin Osin %) = 0,

Korzystajac z zaleznosci r = R, sin 0 mozemy przepisaé réwnanie (2.1) na-
stepujgco:

(2.2) dir (hro,sin 8%y = 0.

Calkujgc réwnanie (2.2) otrzymamy
(2.3) hro,sin 0% = const = C.

Aby wyjasénié znaczenie statej calkowania rozpatrzmy stan réwnowagi czesel
$rodkowej membrany. Jedyng sily zewnetrzng dzialajacg za podrednictwem

sztywnego krazka jest sila P. Jest ona zréwnowazona przez wypadkowg naprezen
normalnych w przekroju stozkowym. Powyzszy warunek wyraza si¢ zaleznoscig

(2.4) 2mhro,sin 0F = P.
Zatem z (2.3) oraz (2.4) mamy
P
Tak wiec ostatecznie réwnanie (2.3) ma postaé
P
PV
(2.6) o, sin 0% = .

Drugie réwnanie réwnowagi otrzymamy rzutujgc wszystkie dzialajgce w prze-
kroju sity na kierunek r. Skladowg napreZenia promieniowego jest wielkoéé

(2.7) d_[f) (hRy0,sin fsin 6*),

a skladows naprezenia oy jest
(2.8) — hRyopcos 0.

Sumujgc powyzsze wielkodci otrzymamy drugie réwnanie réwnéwagi
d o
(2.9) %(hRoa,smGsm@ } — hRyapcos 0 =0.

4 Mechanika teoretyczna i stosowaha



50 WeADYSEAW PIECHOCKI

Przechodzac do zmiennej niezaleznej r mozemy napisaé

(2.10) % (hro, cos 6*) — hoy = 0.
W dalszych rozwazaniach przyjmujemy, ze k = const. Tak wigc mamy
P
NP
(2.11) o,sin 0* = S’
d *
(2.12) 7 (ra,cos 0%) = a,,.

Jest to podstawowy ukiad réwnan opisujacy réwnowage membrany obcia-
zonej silyg P skierowang wzdluz osi symetrii. Réwnania te wyprowadzono
przy zalozeniu, Ze ugiecia mogg byé dowolne, ale powierzchnia odksztalcona
pozostaje obrotowo-symetryczna.

3. Sprowadzenie ukladu réwnan (2.11), (2.12) oraz (1.14) do jednego réwnania drugiégo rzedu

Obecnie zajmiemy si¢ wyprowadzeniem podstawowego réwnania nielinio-
wego opisujacego stan réwnowagi membrany odksztalconej. Przejécie do
wielkoci bezwymiarowych upro$ci nam stron¢ rachunkowg. W tym celu

wprowadzimy nastepujace oznaczenia: 4
S . NS _
(31) Sr"‘Fy SB—"E) n= 27hbE "’ W—aen ’
b 7 e
8——;: C—a—gn—, x = { ctg 6*.

Zachodzi wigc oczywisty zwigzek

4_14d
dr aen dC’
Tak wigc réwnania (2.11) i (2.12) przyjmuja postaé
(3.2) £S,sin 0* = 1,
d )
(3.3) pli (¢ S, cos 6%) = S,.

Z prawa Hooke’a wiemy, ze
(34‘) Sg = &g + ‘VS,..

Podstawiajac w miejsce S, odpowiednig warto$¢ z réwnania (3.2) oraz wyra-
zajac &, przez funkcje v otrzymamy zaleino$é

3. =¥ *
(3.5) Ss c + 7 cosec 0
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Podobnie otrzymamy zwigzek

a2

(3.6) & = 1 Cv cosec 0% — » 2

Mozemy wigc napisaé

d

(3.7) @ (ctg 6*) = %(y) + v cosec 0*),
skad '
(3.8) P = C (ctg 6*) — v cosec 0*
lub
(3.9) ZQ——&(I—I—vsecG*)

. V=00 .

Rézniczkujac powyisze réwnanie otrzymamy

*

(3.10) - dw Zgg—l— (14 »sec 0*) — — ! dx(l—l—vsecﬁ*)— x d(szz@ ).

Obecnie wrécimy do réwnania cigglosci (1.14). Korzystajac z zaleinosci
(2.6) oraz (2.9) réwnanie (1.14) mozna przepisaé w postaci

(3.11) jgg — v (1 — sec 6%)] éj’g [(1——11) (14 » sec 6%)
v d(sec6*) x 1—9? . _cosB* .
——-Z———EZ—-]C—Z— R cosec 6* 41 sl = 0
hub
2,
(3.12) j_g.g [t — »(1—sec )] z [(1 — »)(1 — sec 0%)
—%(I(WSZZ—W)]?—Z—I— 1 — sec 6 sec™16* = 0.
WprowadZmy teraz nastepujacg zmiang zmiennych
2
(3.13) x= (—) = (enpey, y = B(en)iny;
woOwczas mamy

1 d d? d? d
CdC ( )dx’ d_@=4(6n)2x@+2(6n)2z9€,

tak wigc réwnanie (3.12) przyjmie postaé

(3.14) x%—kv(l—sec 0*)%4—%[(1——1})(1—860 6*)

— 2(enyn AT )] Y4 (hen)=215(1 — sec § sec0%) = 0.

44
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Na podstawie (3.1) mamy

' 21/2

Podstawiajac do powyzszego wzoru funkcje y ze zwigzku (3.13) otrzymamy

1/2
(3.16) sec 0% = [[1 4 (481»,)—w%] :

Dotychczas nie zakladaliémy nic o wielkosci ugieé, a zatem réwnanie (3.14)
jest réwnaniem nieuproszczonym. Ze wzgledu na jego zlozono$é w dalszych
rozwazaniach bedziemy zajmowali si¢ réwnaniem uproszczonym. Zalozymy
mianowicie, ze katy 0 oraz @ s3 tego samego rzedu. W tym zalozeniu jest zawarta
zasadnicza réznica miedzy zwyklym, klasycznym postawieniem zagadnienia
dla maltych przemieszczen, a zagadnieniem dla duzych ugieé, sformutowanym
powyzej. Dla malych ugieé mozna przyjaé, ze kat & obrotu tuku potudnika
jest wielokrotnie mniejszy od kata 6 charakteryzujacego wypukio$é membrany.
Tak wiec réwnanie dla malych przemieszczen mozemy otrzymaé z podanych
tutaj wzordw przez pominiecie kata ¥ w poréwnaniu z 0. W rozwazanym przy-
padku ograniczymy sie do takich ugieé, dla ktérych zachodzi nastepujgca
nieréwnosé:

(3.17) (4677)2'3% < 1.
Przy tym zaloZeniu réwnanie (3.14) upraszcza si¢ do postaci
dy 11
(318) W—|"7 (;}E - C) - O, _

gdzie

Jedli krzywizna membrany réwna jest zeru, wtedy mamy C = 0 i réwnanie
(3.18) przechodzi w réwnanie dla ugieé skoiiczonych dla membrany plaskiej [3].

4, Warunki brzegowe

Warunki, ktére nakladamy na funkcje y dla x = &% oraz x = 1, formutujemy
w zaleznosci od rodzaju zamocowania. Na brzegu wewnetrznym, dla x = &%,
przyjmujemy przemieszczenie u = 0. Na brzegu zewngtrznym natomiast
(» = 1) mozemy mieé dane niezalezne od obcigZzenia zewngtrznego przemieszcze-
nie promieniowe u: '

(4.1) 21’3-(sn)2'3-]/§ [%’* 1+ vz] _ U,

2 x a
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2. Jezeli na brzegu sg dane niezalezne od obcigzenia naprezenia promieniowe
5, =$9, to zgodnie z (5.7) otrzymamy

U3, (3. Y o
(4.2) 243 (en) o S,

3. Moze wystapi¢ réwniez kombinacja naprezenia promieniowego 1 odksztat-
cenia ¢. Na przyklad, jesli membrana bez wstepnego naprezenia jest potaczona
na brzegu zewnetrznym ze sprezystym pierscieniem o sztywnosci %, to otrzy-
mujemy

4.3) hS, 4 keg = 0,
czyli

dy y h
(4.4 E—Z—x(l-i—?'—z)-

4. Membrana jest polgczona ze sprezystym pierscieniem z naprezeniem
wstepnym, ktére moze by¢ wyrazone przez naprezenie poczatkowe s? albo
przez poczatkowe przemieszczenia u,. Dla x = 1 powinno wtedy byé

(4.5) hS, + key=hS lub & +% = % :
Korzystajac ze wzoréw (5.4), (5.7) i (5.8) mozemy napisaé
d kY hS?
(4.6) 7%5 = Lx (1 oy ‘E) — 22 gmm (e
lub
d h u
(4.7) d% - Zy_x (1 g *E) R Cow

Oczywidcie mozliwe sg jeszcze inne warunki brzegowe. W dalszym ciggu
zajmiemy sie szczegélowo warunkami typu (4.1).

W danym przypadku mamy nastepujgce warunki dla funkeji rozwigzujgcej

dy 1+vy .
(4.8) T a M dla x=1;
dy 14+vy e
(4.9) an 2 —x——O dla x = &

gdzie y = 27" (en)~*? —’%}-

Korzystajac z réwnania (6.6) mozemy napisaé powyzsze zaleznosci w réwno-
waznej postaci

———— 1
(4.10) VI Ot Co=ptarm m=2()

- 1
(4'11) ezl/ye—l + Cy.+Cy = %ye) Ve =y(&%).
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Stalg catkowania C, wyznaczamy z réwnania przestepnego
8u,v; Co)

(4.12) l—e= [ [y3(&)+ Cy(&)+ Col dé = J(Cy),

(e, v; Co)
gdzie J(Cy) >0, g(e, v; Cp) jest pierwiastkiem rzeczywistym dodatnim réw-
nania (4.10), a A(e, v; Co)— pierwiastkiem rzeczywistym dodatnim réwnania
(4.11). W przypadku warunkéw brzegowych wyrazonych w naprezeniach
nalezy przyjaé we wzorze (4.13) zamiast g(u, v; Cy) wielkosé s? ze wzoru (4.12).
Dolna granica (4.13) pozostaje niezmieniona. Istnienie tylko jednego dodat-
niego pierwiastka réwnania (4.10) i odpowiednio (4.11) wykazemy w p. 7.

5. Przemieszezenia, odksztalcenia i napreZzenia wyrazone przez funkcje rozwiazujaca F

‘Korzystamy z liniowego prawa Hooke’a dla ciala izotropowego 1 jedno-
rodnego

(51) . £, = S,- — VSo, T g = So —_ ’VS,.,

gdzie v jest wspélczynnikiem Poissona. Stosujac zalezno$é

(5.2) | =",
otrzymany po podstawieniu w miejsce v funkcji y zwigzek
(5.3) & =%Z—7g_%(1 + vsec 6%).
Wyrazajac nastepnie y przez funkcje y otrzymamy ostatecznie
dy v x \"
(54’) &y = 21/8(8')’])2/3 {—E - .ﬂ [1 + v (1 + (4’67])2/3 '31?) °
Postepujac podobnie ze wzorem (3.6) otrzymamy
o &y _ AN
— U3 ea| &Y Y B 2/3 & .
(5.5) So = 212 (en)*’ YT (1 + (4en) yz) ]
Analogicznie dla naprezein mamy zaleznosci
18 (28 [ dy Y (1 x \"
_— I A A 2/3
(5.6) Sp = 23 (en) Y (1 + (4¢n) y"‘) ],
i _ :
. \12
(5.7) S, — 21’3(517.)2’3%_(1 + (4e)8 ?)

Dla przemieszczenia # wyrazonego przez funkcje rozwigzujacg y mamy wzér
nastepujacy
(5.8)

—\d 1/2
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Ksztalt membrany jest okreé$lony réwnaniem
dw *

a na podstawie wzoru (3.1) i (3.13) mamy

: 1/2
(5.10) tgﬁ*==2”3(mﬂ”3£§—,
tak wiec
(5.11) w(r) = — 212 (en)'* f@dr—{—wd,

b
gdzie w, jest maksymalnym wychyleniem tarczy zamocowanej w membranie,
Jesli w calce (5.11) wprowadzié zmienng x zamiast 7, to otrzymamy

x

(5.12) w(x) = — 2-1° (677)1’3f

X0

&

dla my<x <1,
y(£)+wd ax, K<<

gdzie x, = (b/a)?.

6. Calkowanie r6wnania réwnowagi (3.18)

Mnozgc réwnanie

. dy 1{1 -
(6.1) d—x2+7(g_ﬁ_c)_—0
przez dy/dx, otrzymamy
dydy  1dy -  Cdy
62 B T Opds 2 dv
Iub
d[{ay\*| d (1) . dy
(62 ll&) |- G) o2
Catkujac jednokrotnie to ostatnie réwnanie otrzymamy
ay\* 1
(6.4 2] L -cra,

gdzie C, jest dowolng stala calkowania, ktérg wyznaczymy z warunkéw brzego-
wych.Otrzymali$my wigc réwnanie pierwszego rzedu o zmiennych rozdzielonych

d -
(6.5) =%V FO+G.

- Wykazemy, . 26 z dwéch znakéw przed pierwiastkiem - nalezy uwzglednié
tylko znak. dodatni. Z fizycznej ckieslonosci membrany wynika, ¢ op-2 0,
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g, = 0, a na podstawie wzoréw (5.6) i (5.7) wnioskujemy, ze y(x) > 0 oraz
dyldx >0 dla & <x < 1. Pozostaje nam zatem tylko réwnanie

d -
(6.6) d%: +1/y "+ Cy £+ C,.

Biorge pod uwage, ze napre¢Zenia moga przyjmowaé tylko wartosci rzeczy-
wiste mamy ponadto nieréwnosé

(6.7) y24ey+d>0 dla & Lx <1,

gdzie ¢ = G,/C, d =1/C. Ze wzordw (5.7) oraz (6.6) wynika, Ze funkcja
y(x) jest monotoniczna rosngca w przedziale zamknigtym &* <x < 1. Ponadto
na podstawie zalozenia o matych odksztalceniach wiemy, Ze naprezenia gléwne
nie mogg rosngé nieograniczenie. Tak wigc funkcja y(x) spelnia nastepujgca
nieréwnosé:

(6.8) 0 <y@x)<co dla &<x<l,
(6.9) O<%< oo dla g<x<l

Znak silnej nieréwnosci po lewej stronie we wzorze (6.8) wynika z warunku
5, >0 dla & <x < 1. Natomiast sluszno$¢ nieréwnodci po lewej stronie
w (6.9) wynika z tego, Ze

dy _ Y
(6.10) T = TR 0,
co jest réwnoznaczne z Zgdaniem, aby s, > 0.
Piszgc réwnanie (6.6) w postaci

dy
(6 ) (y_l Y CO) e

i nastepnie catkujac je w granicach od ¢ do x otrzymamy

»(x)
6.12) x—e= [ P+ Cp+C) My dla @ <x<l,
¥(e)
gdzie y(e¥) = h(e, v; Co). Przyjmujac x = 1 otrzymamy réwnanie (4.14).
Calka (6.12) jest calkq eliptyczng w postaci Legendre’a. Mozna jg wyrazié
przez funkeje eliptyczng y(x), jednak ze wzgledéw rachunkowych — napisanie
programu dla maszyny cyfrowej nie przedstawia wigkszych trudnodei w przy-
padku operatora calkowego — pozostawimy rozwigzanie w postaci (6.12).

7. Jednoznaczno$é rozwiazania

Niejednoznaczno$¢ rozwigzania tkwi w réwnaniach (4.8) i (4.9). Sg to réwna-
nia trzeciego stopnia i jako takie mogg mieé wigcej niz po jednym pierwiastku
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rzeczywistym dodatnim. W rozwazanym przypadku réwnanie (4.9) mozemy
napisa¢ w postaci

(7.1) Vi — 2Cyt —2Cyy, — 2 = 0,
gdzie

1+

Dowdéd istnienia tylko jednego rzeczywistego dodatniego pierwiastka réwnania
(1.7) w przedziale —A < Cy < + o0, gdzie

2 \2
zz:( 2¢ ) > 0.

c-C\? 3

wynika natychmiast z reguly Kartezjusza. Natomiast dla C, << 4 nie istnieje
pierwiastek rzeczywisty dodatni.
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Pezome

AHAJIM3 KOHEUYHLIX INPOTWBOB TOJIOTOM JIOKAJNIBHO 3ATrPYKEHHOHM
CPHEPUYECKOHM MEMBPAHLI

B cheprueckoit mosoroi ofonouxe 3aKpenieH MecTKU Kpyrserk. Ha ymapy»cHom Kpalo JaloTca
TnepeMereHust wn uanpspxenust, CocpeoTOUCHHbIE CHIBI, AeHCTBYIONIHME CUMMETPHUECKH HA
JKECTIGIT KPYIKEK, HEMEHAXOT hopMy, BeDOPMHPYIOT paccMaTpyBaeMylo mMemOpaHy C HaganbHOro
chepuuecKoro, COCTOIUHA NPUFABAs el BPaaTeibHO-CHMMETPHYHYIO KoHdHrypanyio. Membpana
H3TOTOBJIEHA M3 M30TPOMHOrO MaTepuana. IIPeArnosaraloTcs, KOHeUuHbIe NPOrubsl U 0GOPOTHI,
TOTAa KaKk (hUBHUeCKye 3aBHCHUMOCTH SABIAIOTCA JIAHEHHBIMH,

B pabore paccMaTpUBaIOTCH, AIIA YMEPEHHEIX 000POTOR, NPOrHOEI 1 HAIPSDKEHHA KaK (DY HKIAIL
KPaeBBIX 3HAUCHUI, UEHTPANLHON HATPY3KH, urcia IlyaccoHa M OTHOILIEHHE PagHYCOB MEMOPaHbI.
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FINITE DEFLECTIONS OF SHALLOW SPHERICAL MEMBRANE
' LOCALLY LOADED

A shallow spherical annular membrane is attached to a rigid central plug. At the outer edge
displacement or stresses are given. Normal load applied symmetrically to the central disc deflects
the membrane out of its initial spherical state into a rotationally symmetric equilibrium confi-
guration. A stiff elastic material is assumed, so that finite deflections and finite rotations of linear
elements are obtained with small strains and with the linear, isotropic stress-strain relations.
The present paper investigates, for moderate rotations, the membrane displacement and stresses
as functions of the boundary conditions, the central load, Poisson’s ratio, and the radius ratio,
and the ratio of the inner to the outer membrane radius.
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