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1. Wprowadzenie

Doéwiadezenie uczy, ze odksztalcenie clala zwigzane jest ze zmiana zawartodci
w nim ciepta. Zmienne w czasie obcigzenie ciata wywotuje w nim nie tylko prze-
mieszczenia, ale i zmienny w czasie rozklad temperatury. Odwrotnie, ogrzanie
ciata powoduje w nim odksztatcenie i zmiang temperatury. Ruch ciata charakte-
ryzowany jest przez wzajemne oddzialywanie na siebie pola odksztatcenia i pola
temperatury. Dziedzing, zajmujaca si¢ wzajemnym oddziatywaniem tych pdl, nazy-
wamy fermosprezystosciq.

Sprzezenie tych dwu pol powoduje, ze w réwnaniach przemieszczeniowych ruchu
pojawiaja sie cztony temperaturowe, w rownaniu przewodnictwa cieplnego cziony
deformacyjne.

Sprzezenie pola deformacji i temperatury postulowat juz J. M. C. DuHAMEL [l],
twoérca teorii naprezen cieplnych, wprowadzajac do réwnania przewodnictwa
cieplnego czton dylatacyjny. Jednak réwnanie to nie zostato uzasadnione na drodze
termodynamicznej. Prébe uzasadnienia termodynamicznego tego réwnania podjeli
pozniej W. VoiGT [2] i H. Jerrreys [3]. Jednak dopiero w 1956 r. M. A. Biot [4]
podat petne uzasadnienie réwnania przewodnictwa cieplnego w oparcin o termo-
dynamike proceséw nieodwracalnych [5]. M. A. BroT podat réwniez podstawowe
metody rozwigzywania réwnan termosprezystosci jak tez i twierdzenie wariacyjne.

Termosprezysto$¢ opisuje szeroka kategorie zjawisk, jest vogdlnieniem klasycznej
teorii sprezystosci oraz teorii przewodnictwa cieplnego. Obecnie termosprezysto$é
jest dziedzing w peini uksztaltowana. Zostaly sformutowane podstawowe zalezno$ci
i réwnania rézniczkowe. Opracowano szereg metod rozwigzywania réwnan termo-
sprezystosci, uzyskano podstawowe twierdzenia energetyczne i wariacyjne. Rozwia-
zano tez szereg zagadnien dotyczacych rozprzestrzeniania sie fal termosprezystych.

Jak wiadomo, badania w dziedzinie termosprezystosci poprzedzone byly roz-
leglymi badaniami w ramach tak zwanej teorii naprezen cieplnych (Theorie der
Wirmespannungen, theory of thermal stresses). Pod tg nazwa rozumiemy badanie
odksztatcen i naprezen, wywolanych ogrzaniem ciala, przy przyjeciu upraszczaja-
cego zalozenia, Zze na przewodnictwo cieplne nie ma wplywu odksztalcenie ciata
sprezystego.

W teorii tej, siegajacej poczatkéw teorii sprezystodci i intensywnie rozwijanej
w ostatnich latach ze wzgledu na jej rosnace znaczenie praktyczne, postuzono sig
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klasycznym réwnaniem przewodnictwa cieplnego, nie zawierajacym czlonu zwigza-
nego z odksztalceniem ciala.

Rownolegle z teoria naprezen cieplnych rozwineta si¢ elastokinetyka réwniez
przy zalozeniu upraszczajacym, postulujacym, ze wymiana ciepla pomiedzy czg¢scia-
mi ciala, odbywajaca sie za poérednictwem przewodnictwa cieplnego, zachodzi tak
wolno, ze ruch traktowa¢ mozna jako adiabatyczny.

Wymienione tu dziedziny stanowia obecnie przypadki szczegélne teorii ogdlniej-
szej, termosprezystoSci. W ogdlnych twierdzeniach i metodach termosprezystodci
mieszcza sie jako przypadki szczegdlne twierdzenia i metody teorii przewodnictwa
cieplnego 1 klasycznej teorii sprezystosci.

Zauwazy¢ nalezy, ze rozwiazania uzyskane w ramach termosprezystoéci niewiele
odbiegaja od rozwiazan klasycznej teorii sprezystoéci czy tez teorii przewodnictwa
cieplnego. S}il‘zgzenie pola odksztatcenia i temperatury jest stabe. Jednakze réznice
jakosciowe sa zasadnicze., Widaé to choéby na przykladach fal sprezystych, ktére
w ramach termosprezysto$ci sa ttumione i ulegaja dyspersji, podczas gdy w ramach
elastokinetyki wystepuja jedynie fale niethumione. Podstawowego znaczenia nabiera
termosprezysto§é w tych przypadkach, w ktérych gléwnym celem jest badanie
sprezystej dyssypacji. Znaczenie termosprezystoSci polega gléwnie na walorach
poznawczych i uogdlniajacych tej teorii.

W niniejszym referacie przegladowym punkt cigzkosci przeniesiono na przedsta-
wienie podstawy termodynamicznych teorii, na réwnania rézniczkowe termospre-
zystodei 1 wazniejsze metody ich rozwigzania oraz na ogélne twierdzenia energe-
tyczne i wariacyjne.

Mniej uwagi po$wiecono rozwiazaniom konkretnych probleméw odsylajac
czytelnika do Zrodlowej literatury, umieszczonej na koricu pracy. Przy podawaniu
zwiazkéw funkcyjnych i réwnafi stosowaé bedziemy zapis tensorowy indeksowy
w kartezjanskim uktadzie wspolrzednych.

2. Podstawowe zalozenia i zwiazki liniowej termosprezystosci

W rozwazaniach zawartych w niniejszym punkcie zajmowaé sie bedziemy jedno-
rodnymi anizotropowymi cialami sprezystymi. Dla tych cial wyprowadzimy ogdlne
zwiazki i réwnania rozszerzone przewodnictwa cieplnego, a dopiero péZniej przej-
dziemy do ciala jednorodnego izotropowego, ktérym zajmowaé bedziemy sie
w nastepnych punktach pracy.

Niech ciato w stanie nieodksztalconym i beznaprezeniowym (przy niewystgpo-
waniu sit zewnetrznych) znajduje sig¢ w temperaturze 7',. Ten stan wyjSciowy
nazwiemy stanem naturalnym ciata, przyjmujac, ze entropia dla tego stanu jest
rowna zeru, Wskutek dziatania obcigZeri zewnetrznych, a wiec sit masowych i po-
wierzchniowych, dalej wskutek dzialania zZrédet ciepla oraz ogrzania (wzglednie
ozigbienia) powierzchni ciata, o§rodek dozna odksztalcenia i zmiany temperatury.
W ciele powstana przemieszczenia u, a zmiana temperatury wyniesie § = T'— 7T,
gdzie T jest temperatura bezwzgledna punktu x ciata, Zmianie temperatury towa-
rzyszy powstanie odksztalcefi ¢;; i naprezen oj;. Wymienione tu wielkoéei u, 0, ;.
o;; sq funkcjami miejsca x i czasu 2.
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Zakladamy, ze zmiana temperatury 6 = T—T, towarzyszaca odksztatceniu jest
mata oraz ze wzrost temperatury # nie powoduje istotnych zmian we wspdlczyn-
nikach materiatowych tak sprezystych jak i termicznych. Wspélezynniki te bedziemy
traktowaé jako niezalezne od 7.

Do uczynionego zatozenia |0/Ty €1 dodajmy nastgpne, dotyczace matych
odksztatcen. Zaktadamy mianowicie, ze kwadraty i iloczyny sktadowych odksztalcei
mozna pomingé w stosunku do odksztafcefi g;,. W ten sposdéb dalsze rozwazania
ograniczamy do termosprezystosci geometrycznie liniowej. Zaleznos¢ miedzy od-

ksztatceniami i przemieszczeniami ogranicza sig do zwigzku liniowego

1 .
(2.1 &)= —Z‘(Ui,j'l‘uj,i), i,j=1,2,3.

Odksztalcenia, jak wiadomo, nie moga by¢ funkcjami dowolnymi, speiniaé musza
sze§é zwigzkow, tak zwanych zwiazkdéw geometrycznej nierozdzielnoéei,

(2.2) &y, Tt Ert,ij—Ep, in—Eix, 1 = 0, 1i,j,k,i=1,2,3.

Podstawowym zadaniem staje si¢ uzyskanic réwnad stanu, wigzgcych skladowe
tensora naprezenia o;; ze skladowymi tensora odksztalcenia ¢;; i temperatury 6.

Zauwazmy, ze stan mechaniczny i termiczny oérodka jest w danej chwili w sposéb
zupelny opisany przez rozktad odksztalcen e;; i temperatury 0. Stad wnioskujemy,
ze przy izotermicznej zmianie stanu (T = T3) mamy do czynienia z procesem Spre-
zy$cie i termodynamicznie odwracalnym. W przemianach jednak, w ktorych wyste-
puja zmiany temperatury, mamy do czynienia z dwoma zazebiajacymi sie procesami,
odwracalnym procesem sprezystym 1 nicodwracalnym procesem termodynamicznym.
Ten ostatni wywolany jest przez samorzutny, a wigc nieodwracalny proces przeno-
szenia ciepta za pomocg przewodnictwa cieplnego.

Zaburzen termosprezystych nie da sie tu opisaé za pomoca klasycznej termo-
dynamiki, korzystaé trzeba ze zwiazkow termodynamiki proceséw nieodwracal-
nych [5, 6].

Dla uzyskania réwnan stanu nalezy rozpatrze¢ energi¢ ukladu. Wyjdziemy ze
zwigzku rézniczkowego wywodzacego si¢ z pierwszej zasady termodynamiki
@3 du = 0yyde;;-+dQ.

Zwigzek ten wykazuje, ze mala zmiana du energii wewnetrzuej réwna sie suinie

pracy odksztalcenia oraz przyrostu ilosci ciepta, wprowadzonego do rozpatrywanej

nieskoniczenie malej objetodei ciata. Zmiana ilodci ciepta réwna sig Tds, gdzie s

jest entropia, tak Ze réwnanie (2.3) przyjmuje postaé

(23,) du = O‘,'jdEU—|— Tds.

Dodaé nalezy, ze przyrost energii wewnetrznej u jest rézniczka zupeing. Zmiennymi

niezaleznymi w zwiazku (2.3") sa odksztalcenia ¢;; i entropia s, tak ze u = u(g;, ).
Zamiast funkcji u wygodniej bedzie wprowadzié energie swobodna f = u—sT,

funkcje zmiennych &, i T:

(2.4) d/‘: O‘ijd&"'j—sdT.

Réwniez i df jest rézniczka zupehna.
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Zwigzki (2.3") i (2.4) zezwalaja na wyznaczenie naprezen o;; jako funkcji zmien-
nych niezaleznych ¢;; i s wzglednie e;; 1 T. Zwazywszy, ze

du du
(2.5) duy = (3_6;)_( ‘j+ ( )E dS,

(2.6) df = ( fj) l,+( f) dr,

otrzymamy z poréwnania réwnan (2.3°) i (2.5) oraz (2.4) i (2.6) nastepujace za-
lezno$ci:

- (ou | ou of (e
-7 *(a—) T“(a—s); —(a—) S—*(ﬁ);

W dalszych rozwazaniach wykorzystamy trzecie z réwnan (2.7), dazac do przedsta-
wienia naprezen o;; jako funkcji odksztalcen ;i T.

Rozwinmy funkcje f(e;;, T) w szereg nieskonczony w otoczenju stanu natural-
nego f(0, Tp):

08 Sy, =50, 1)+ T°> eyt LT (1
1 32f(O,To) 0 f(O To) 2*£(0, Tp) .
—[ Geydny ot 2 g a7 o= To+ =5 (T-T) ] +

Z rozwinigcia f(e;;, T) zatrzymamy czlony liniowe i kwadratowe ograniczajac sig
jedynie do liniowych zwiazkéw migdzy naprezeniami oy;, odksztalceniami e
1 zmiang temperatury 0.

Zwazywszy, ze dla g; =0, T = T, mamy do czynienia ze stanem naturalnym,
przyja¢ mozna, ze f(0, T,) = 0. Do zera przyréwnamy rowniez czton df(0, T¢)/oT.
Z poréwnania bowiem roéwnan (2.4) i (2.6) wynika, ze (9fjoT), = —s, a zatem dla
stanu naturalnego jest

90, Ty)

aT - —S(O, TO)ZO.

Wykorzystajmy teraz trzeci ze zwiazkow (2.7)

of ) _ 90, Tp) | &0, Tp)
Y €084

90, Ty)
de;;0T

(2.9) 0;; (e, T) = (- et ——— (T—Ty).

oe;;
Otrzymali$émy zatem zwigzek liniowy dla matych odksztatcen, zwiazek zgodny z po-
czynionym zatozeniem |0/ To| < 1. Wréwnaniu (2.9) nalezy przyjaé 9f(0, Tp)/0e;; = 0,
gdyz dla stanu naturalnego &; = 0, T'= T}, powinno by¢ o;; = 0.

Wprowadzajac oznaczenie

0T _ #0, Ty _ 8., %0, Ty)
e 0ey K 0e;,0T v oT?

=n,
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przedstawimy zwiazki (2.8) i (2.9) w postaci
1 n
(2.10) f(eipT):“Z—Cijklfijek1~ﬂ;jei10+70,

1

.11 0= 7(¢'ijk1+0kuj)6kl_ﬂij0-

Zauwazmy jeszcze, Ze

30,-j . 30” _
(212) ((')Tkl)r = Cijkly (a—T)E = ﬁ,‘j.

W zwigzkach (2.11) rozpoznajemy prawo Hooke’a uogdlnione na zagadnienia
termosprezyste. Zwiazki (2.11) nosza nazwe zaleznosci Duhamela-Neumanna dla
ciala anizotropowego. Stale ¢;;,;, f;;, odnoszace si¢ do stanu izotermicznego, pelnia
role stalych materialowych [7]. Wielkoéci ¢;;, sa sktadowymi tensora sztywnoci
sprezystej.

W teorii sprezystoéci ciata anizotropowego udowadnia si¢ nastepujace wlasnoscei
symetrii tensora:

Cijii = Cjikls,  Cijrt = Cijik>,  Cijkl = Clij+
Zwiazki te prowadza do redukcji liczby stalych z 81 do 21 niezaleznych od siebie

statych dla ciata o ogdélnej anizotropii.
Rozwigzmy uklad réwnan (2.11) wzgledem odksztalcen

(214) 6”=S,jk,o‘k,+a,~j0.
Wielkoéei s;;,, nazywamy wspdlczynnikami podatno$ci sprezystej. Réwniez i dla
tych wielkosci obowigzuja zwigzki symetrii:

Sijrt = Sjkts Skt = Sijies Sijkt = Sklij-

Rozpatrzmy teraz element objetosciowy ciala anizotropowego wolny na swej po-
wierzchni od naprezen. Witenczas zgodnie z (2.14) otrzymamy dla tego elementu

(215) 6°,~j=a,10.

Zwiazek (2.15) opisuje znane zjawisko fizyczne, proporcjonalno$é odksztalcen
elementu do wzrostu temperatury 0. Wielkosci a;; sa wspolczynnikami liniowe;
rozszerzalno$ci cieplnej. Wielko§¢ «;; jest tensorem symetrycznym, co wynika
z symetrii tensora g;. Dodaé nalezy, ze wspolczynnik cieplnej rozszerzalnoécei
objetosciowe] a;; jest niezmiennikiem.

Ze zwigzkow (2.11) i (2.14) otrzymamy nastepujace zalezno$ci:

doy; do de;;
(2.16) (56711)[ = Cijkls (ﬁ) = —ﬂu = — Oy Cijuls (c’)—]]‘) = Q.

W dalszych rozwazaniach, odnoszacych sie do wyprowadzenia rozszerzonego
réwnania przewodnictwa cieplnego, konieczne bedzie przedstawienie energii we-
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wnetrznej oraz entropii jako funkcji odksztalcenia i temperatury. Punktem wyjécia
sq rozniczki zupelne

(217) ‘ dl/lzo'udEU-I—TdS,
as ds
(2.18) ds = (E)Tdau—k ((')_T)e dT,
Wstawiajac (2.18) do (2.17) otrzymamy
as as
(2.19) du= [T(E)T-I—O',j] d8i1+T(ﬁ)8 dT.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby wielko$¢ du byla rozniczka zupeina,

jest zalezno§é
0 as ] as
i) ol = (2 )

Z warunku tego wynika zwiazek

as 30‘,-1 _
)+ (520

albo, zwazywszy na drugi wzér grupy (2.16),

as
220 (o=
Z drugiej strony wykorzystamy zwiazek termodynamiczny
as du
(221) T(a—]:)e == ('ﬁ)e == Cyg,

gdzie ¢, jest cieptem wlaéciwym przy stalym odksztatceniu, odniesionym do jednostki
objetosci. Wstawiajac (2.20) i (2.21) do zwiazkéw (2.18) i (2.19) otrzymamy

(2.22) ds = B de;,+ % dT,

(2.23) du: Gijdeij+Tﬂijd8ij+cch'

Wstawiajac do (2.23) zwiazki (2.11) i calkujac wyrazenie (2.20) i (2.23) przy zalo-
zeniu, ze dla stanu naturalnego (T = Ty, &; = 0, 0;; = 0) jest s = 0, u = 0, otrzy-
mamy

(2.24) ’ s=ﬂ,~18,~j—|—celn(1—|—i),
T,
1
(2.25) U= '—2—CUMEUEM‘I‘Toﬂ,-jau‘I"Ceo.

W wyrazeniu na entropi¢ pierwszy czton po prawej stronie pochodzi od sprzeze-
nia pola odksztalcenia z polem temperatury, drugi czton wyraza entropie wywo-
tana przeplywem ciepta. W wyrazeniu tym brak jest cztonu czysto sprezystego.
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Wynika to stad, ze proces odksztatcenia w warunkach izotermicznych jest odwra-
calny i nie wywoluje wzrostu entropii. W wyrazeniu (2.25) na energie wewnetrzng
wystepuja trzy czlony, pierwszy z nich ma charakter czysto sprezysty, przedstawia
prace odksztalcenia, ostatni zawarto$¢ ciepla w jednostce objgtosci, srodkowy czlon
pochodzi od wzajemnego oddziatywania pola odksztalcenia i pola temperatury.
Dla szczegblnego przypadku procesu izotermicznego jest u = &;07/24T,f:; €.

Wréémy do wyrazenia (2.24). Ze wzgledu na poczynione zalozenie |0/Tp| < 1
funkeje In(1+4-0/T,) mozna rozwingé w szereg nieskonczony i uwzglednié tylko jeden
czlon rozwiniecia. Otrzymamy w ten sposéb

(2.26) 5= B8+ Ry
T
Dla energii wewnetrznej f = u—sT, otrzymamy
! Co o
(2.27) f= o cijklgljgkl"ﬂijgijg— 27, 2.
W ten sposob zostala okre§lona wielko§¢ n = —c,/T,, wystepujaca w wyraze-
niu (2.10).

Pozostaje powigzaé entropi¢ z przewodnictwem cieplnym. W ciele statym prze-
noszenie sie ciepta realizuje si¢ pizez przewodnictwo cieplne, rozumiane jako prze-
noszenie si¢ ciepta z miejsc o wyzszej temperaturze do miejsc o temperaturze nizszej.
Jest to proces samorzutny i nieodwracalny, powigzany z wytwarzaniem entropii.
Rownanie przewodnictwa cieplnego wyprowadza sie z zasady zachowania energii,
wyrazonego w postaci przeplywu entropii. Prawo to, stanowiace lokalne sformulo-
wanie drugiej zasady termodynamiki, ma postaé
(2.28) T‘f[ = —divq, f‘% — —17 Gis
Przez q oznaczmy wektor przeptywu strumienia energii w naszym przypadku
rowny przeptywowi ciepta.

Rozpatrzmy cialo obejmujace obszar V' i ograniczony powierzchnia A. Wtedy
catka

das

(2.29) —

_ [ ds _ qi,i
= | Sar= VdeV

oznacza przyrost entropii w jednostce czasu w objetosci ¥, wywolany przeplywem
ciepta.
Zwigzek (2.29) przedstawi¢ mozna réwniez w postaci

(2.29") %;=— f gm . f @l 4
A Vv

T T2

Przyrost entropii w czasie sklada si¢ tu z dwu zasadniczych czefci, z catki po-
wierzchniowej wyrazajacej wzrost (lub ubytek) entropii, wywolany wymiana ciepta
z otoczeniem, i z calki zwigzanej z tworzeniem entropii w obszarze V.
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Wréémy do zwiazku (2.28), ktéry przedstawi¢ mozna w postaci

ds . qi q;T;
(2.30) dt_—(T),i_ 7o

Wyrazenie to przedstawia przyrost entropii w czasie w sposob lokalny.

Z poréwnania (2.29) i (2.30) widoczne sie staje, Ze pierwszy czion zwiazku
(2.30) odnosi sie do wymiany entropii z otoczeniem, drugi czlon do wytworzenia
entropii w elementarnej objetoéci ciata. Zwiazek (2.30) przedstawi¢ mozna jako

, ds
(2.30") i —le( )—I—cr
gdzie 0 = —q,T;/T? jest zroédlem entropii. Oznaczmy przez ds,/dt wymiang entropii
z otoczeniem, przez ds;/dt szybkodé tworzenia entropii. Zatem [S]
ds, (a) q; ds; @l
(2.31) e div (7) = (—f),i’ 5= =

Lokalne sformutowanie drugiej zasady termodynamiki proceséw nieodwracalnych
zada, zeby w kazdym elemencie ciata

ds ds,  ds; ds;

—=— >0, —-=0>0.

a = a a7 a T
Zrédlo entropii o jest w procesic nieodwracalnym zawsze i wszedzie wigksze od
zera, w procesie odwracalnym jest réwne zeru. Z tego twierdzenia bgdziemy ko-
rzysta¢ w dalszych rozwazaniach.

Zrédto entropii zwigzane jest z przyczynami proceséw nieodwracalnych, z tak

zwanymi wielko§ciami intensywnymi, bodZcami termodynamicznymi F; za pomoca
nastepujacych zwiazkéw:

(2.32) o= Fq;.

Zrédto entropii jest réwne sumie iloczynéw bodzcéw termodynamicznych i sprze-
zonych z nimi sktadowych strumieni przeplywu ciepta. Z poréwnania zwigzkéw
(2.31) i (2.32) widoczne jest, ze

T,
(2.33) F= —T—‘z.
Zatem bodZcem termodynamicznym dla przewodnictwa cieplnego jest gradient
temperatury,

Z drugiej strony miedzy sktadowymi wektora przeptywu c1epla q, a bodzcami ter-

modynamicznymi istnieje zwigzek funkeyjny
(234) qizqi(F17F2aF3)'

Dla przeptywéw laminarnych, ktére tu bedziemy rozwazaé, przyjaé mozna, Ze
zwiazek (2.34) jest liniowy, zatem Ze
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Sa to réwnania fenomenologiczne przeplywu energii. Wystepujace w nich w1e1kosm
L;; sa statymi, spetniajacymi zwiazki Onsagera
(236) L[j =Lj,'.
Wstawiajac (2.33) do (2.35) otrzymamy

Lu T,i
(2.37) Gi=—"—p

Réwnanie to jest zgodne z prawem Fouriera dla przewodnictwa cieplnego
w ciele anizotropowym. Dla Zrodla entropii otrzymamy

T:T;
(2.38) 0=LU~'T4—”>O.
Poniewaz zawsze musi by¢ ¢ > 0, zatem wielkoSci L;; muszg by¢ dodatnie. Wpro-
wadzajac wielkodci A, = Li;/T? >0 (wspdlczynniki przewodnictwa cieplnego)
otrzymamy nastepujace prawo przeptywu ciepta w osrodku anizotropowym:
(2.39) 4= —4;T,

Wiazgce zwiazki (2.39) i (2.28) oraz wykonujac rdézniczkowanie wzgledem czasu na
zwiazku (2.26) otrzymamy uklad réwnan

ds

(2.40) Tgt— — }'ij T,U’
ds u do
(2.41) T?F—T’B +— PR
Z pordwnania tych réwnan wynika juz réwnanie przewodnictwa cieplnego
; di)
(2.42) LTy =TB; dJ —}———T Tk 0 =T—T,.

Zauwazmy, ze jest to rownanie nieliniowe ze wzgledu na prawg strong réwnania
(2.42). Rownanie to zlinearyzujemy przez przyjecie T = T, po prawej stronie
réownania. Ostatecznie otrzymamy

(2.42) Ayj05—c,0—ToByyé,;= 0.

W tym rozszerzonym réwnaniu przewodnictwa cieplnego wystepuje czlon Toﬂijé,-j,
charakteryzujacy sprzezenie pola odksztalcenia z polem temperatury. Kropka nad
funkcja oznacza pochodna tej funkeji wzgledem czasu. Jesli w ciele dziataja Zrédia
ciepfa, to w zwiazku (2.40) nalezy dodaé wielko$é W, okreSlajacy ilo§¢ ciepta wy-
tworzong w jednostce objetosci 1 czasu
ds
T—a‘t‘ = }-IjT,lj+ W.

Roéwnanie (2.42") w przypadku wystepowania w ciele zrodet ciepta rozszerzy si¢ do
postaci

(242”) }'ije,ij_cxé_TOﬁijéij= —W.
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Z wyprowadzonych tu zwiazkéw Duhamela-Neumanna dla ciata anizotropowego
fatwo przejdziemy do ciata izotropowego stosujac nastepujace zwiazki:
Cijrt = !t[éij(sjl_l_(sil(sjk]‘l_ﬂ-éij Ot
(2.43) i = W [0 Op+03 6] +4' 4y b,
Biy= 1oy, ay=d;a,.
Tutaj u, A sa statymi Lamégo dla stanu izotermicznego, a

1 A
= (3442 = A==
Wielko$¢ a, jest wspoiczynnikiem liniowej rozszerzalnodcei cieplnej. W ten sposéb

zwiazki (2.11) i (2.14) przechodza w zwiazki Duhamela-Neumanna dla ciata izo-
tropowego

(2.44) oy = 2ue;+ (e —y0)dyy,
(2.45) &y = a,00;+2u'cy+1" 80

Dla ciata izotropowego jest 4;; = 4,6,;. Zatem réwnanie przewodnictwa cieplnego
(2.42") przyjmie postaé [4]:

A0, —,0—Topé = — W,

albo
FR 0
(2.46) 05— - 0—neg = — >
gdzie
2'0 . '}/To W

*=—

o " 97%

0

Podajmy jeszeze wyrazenia na u, f, s dla ciala izotropowego. Otrzymamy tu

1 1
Zl:*2—O'ij8ij+7€'y(0+2T0)+cﬂe)
(2.47) .
I= nee +—~A—e2— I
= 'LL ijCij 2 'ye 2T0 ’

6
s=ye—|—c87, € == gyy.
0

Uzyskane w tym punkcie réwnanie stanu i réwnania przewodnictwa cieplnego
nalezy powiaza¢ z réwnaniami ruchu ciala stalego odksztalcalnego. Otrzymainy
w ten sposob komplet réwnan termosprezystosci.

Zwrolmy jeszeze uwage na to, ze sprzezenie pola temperatury i odksztalcenia
znika, gdy sily zewnetrzne czy tez ogrzanie ciala jest stacjonarne. W tym przy-
padku w réwnaniu przewodnictwa cieplnego znikna pochodne czasowe, réwnanie
(2.46) przechodzi w rownanie Poissona.
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3. Réwnania roiniczkowe termosprezystosci i metody ich rozwiazywania

Na komplet réwnan roézniczkowych termosprezystosci skiadaja sie rownania
ruchu i réwnanie przewodnictwa cieplnego. Réwnania ruchu

(3.1) O'iJ'J-l-X,':Qi},'(X,t), XEV, t>0
przeksztalci¢é mozemy przez wykorzystanie réwnan stanu
(32) Uij: 2[,[3,'1"‘]“(/15[\.,‘—}/0)(5,-_", XEV"|“2,' ! >0

1 zwigzkéw miedzy przemieszczeniami i odksztalceniami

(3.3) EU = %(u,',j"]“uj,i), Xe V‘I‘Z, > 0

do ukiadu trzech réwnan zawierajacych jako niewiadome funkcje przemieszczenia
u; 1 temperature 0:

3.4 putg i+ Ay X = ot +y0,;,  xeV, t>0.

Powyzsze rownania oraz réwnanie przewodnictwa cieplnego

(3.5) O,Jj——lﬁ'—nizk,k=——Q—, xeV, 1t >0
? e X

sa ze soba sprzgzone. Sity masowe, Zrédla ciepla, ogrzanie i przeplyw ciepla przez
powierzchnie 2, ograniczajaca obszar V, jak tez i warunki poczatkowe sa przyczyna-
mi powstania w ciele zaréwno przemieszczen, jak i towarzyszacej im temperatury.
Warunki brzegowe typu mechanicznego dane sa albo w postaci danych przemiesz-
czen u;, albo obciazed p; = o;;n; na powierzchni 2. Warunki termiczne mozna
w sposob ogblny zapisa¢ w postaci

(3.6) a%o;—l—ﬂf)———f(x,t), xe2, t>0, a,f(—stale,

okreélajacej przeplyw ciepla przez powierzchuie 2. Jesli f = o0, to mamy do czynie-
nia z zerowe na brzegu temperaturg 0, je§li « = o0, to mamy przypadek powierzchni
X termicznie izolowanej. Warunki poczatkowe sygnalizuja, ze w chwili poczatkowe;j,
na przyklad dla 1 = 0, przemieszczenie u;, predkos§é tych przemieszezen i tempera-
tura sg funkcjami znanymi

€N (X, Dimo =/10), 40, Dizo =800, (X, im0 =h(X).

Uklad réwnan (3.4) i (3.5) jest nader zlozony i naturalnym staje si¢ dazenie spro-
wadzenia tego ukladu do réwnan prostszych, réwnan falowych. Istotne uproszczenie
rédwnan uzyskuje sie przez rozlozenia wektora przemieszezenia i wektora sit maso-
wych na czg$é potencjalng i cze$¢ solenoidalna. Wstawiajac zatem do réwnan
B i3y

(3.8) uy=Dtepupe,;, Xi=o@i+eiu)),
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gdzie funkcje @ 1 & sa funkcjami skalarnymi o, i y; funkcjami wektorowymi, do-
prowadza sie réwnania termosprezystosci do nastepujacego ukladu réwnan [8]:

1
1
. L
(3.10) Lhyi=— =1,
Cy
: A+2p I 14
—_— 2 == — g 2 = 2 = —— _ —
(3.11) DO—nV2D St . i = m ot

Wprowadzono tu oznaczenia

1
(i=V—5d, D= VZ—%E),, at=_‘1,

Réwnania (3.9) i (3.11) sa ze soba sprzezone w sposdb bezpoéredni. Eliminacja
funkcji 0 prowadzi do réwnania fali podiuznej

1
(3.12) ((ED—ymd, v2) & = —%_ — — D
. 1
Réwnanie (3.10) opisuje fale poprzeczng. Zauwazmy, ze funkcje @ i v; sa ze sobg
zwiazane poprzez warunki brzegowe, ktére w kazdym przypadku wyrazone beda
przez przemieszczenia #; 1 pochodne tych funkcji oraz przez temperature 0.

Eliminujac z réwnan (3.9) i (3.11) funkcje @ otrzymamy réwnanie

(3.13) ((ED~nmd, V2)0 = — % 20— ;—Zna, V29,
1

Spostrzegamy, 7e réwnania (3.12) i (3.13) maja t¢ sama postaé. Struktura tych
wzoréw, o czym bedzie jeszcze mowa pdzniej, wskazuje, ze mamy do czynienia
z fala ttumiong i ulegajacg dyspersji. W nieograniczonej przestrzeni termosprezystej
fale podtuzne i poprzeczne rozprzestrzeniaja si¢ niezaleznie od siebie. Zaldézmy, Ze
Zrédlem ruchu sg Zrédia ciepta Q i sity masowe X; = o8 ,;. Przy zalozeniu, ze y; = 0
oraz Zze warunki poczatkowe zwiazane z rownaniem (3.10) sg réwne zeru, otrzy-
mamy ; = 0 w calej przestrzeni.

W nieograniczonej przestrzeni powstana jedynie fale podtuzne, dylatacyjne.
Zwazywszy na (3.2) i (3.8) mamy

U; = (D,[, &= dj,,'j, Epr = VZQD,

J
oraz

0y = 2#(@,:'1‘"(Sij@,kk)"‘r‘Q(Sij(ds—’ﬂ)-
Jesli w przestrzeni nieograniczonej ‘dzialaé beda sity masowe X, = 0% %x, ;s
aQ=0,%=0oraz O(x,0) =0, D(x,0) =0, to ré6znymi od zera beda jedynie
funkcje ;, natomiast @ = 0, @ = 0 w calym obszarze. Propagowaé beda si¢ jedynie



DYNAMICZNE ZAGADNIENIA TERMOSPREZYSTOSCI 15

fale poprzeczne z predkoscia ¢, = (i/p)Y*. Falom tym nie towarzyszy wytwarza-
nie ciepla. Zauwazmy, ze dla fal poprzecznych jest

U =€ Wiy Mx=0, 0=0, o;=2us;=p;+u;,.

W ciele ograniczonym wystapia w zasadzie jednocze$nie oba rodzaje fal. Rozwig-
zanie réwnan (3.10) i (3.12) ztozymy z dwu czgscei, z calek szezegdlnych tych réwnan
@°, 4° oraz z catek ogblnych réwnan jednorodnych

((ED—nmo, VD' =0, [Jayi=0,
przy czym funkcje @’ i ) nalezy dobraé w ten sposéb, aby spetnione byly wszelkie
warunki brzegowe.

Dalsza metodg, stosowana przy rozwigzywaniu réwnan rozniczkowych termo-
sprezystosci jest metoda rozwiktania réwnan, polegajaca na doprowadzeniu ukladu
réwnan (3.4) i (3.5) do ukfadu czterech réwnan niesprz¢zonych. W kazdym réwnaniu
wystepuje jedna tylko nieznana funkcja. Metoda ta chyba po raz pierwszy byla
stosowana przez HILBERTA [9] w odniesieniu do réwnan rozniczkowych optyki.
Pewna jej odmiang w postaci operatorowej, obmyélong przez G. MosiLa [10] za-
stosowata do réwnan quasi-statycznych termosprezystosci V. IoNescu-Cazimir [12].
Na innej drodze rozwiklanie roéwnan dynamicznych termosprezystosci uzyskat
S. Kavskr [11]. Wynik jego zostal powtérzony jeszcze na innej drodze przez
J. S. PopsTRIGACZA [13] oraz D. RUDIGERA [14].

Nie wchodzac w szczegdty tej metody podamy jedynic wynik koncowy. Wpro-
wadzamy jedna funkcje wektorowa ¢, i skalarng v 1 za ich pomoca wyrazamy
przemieszczenie i temperature w sposéb nastgpujacy:

(3.14) u; = (£206,;—1'0;0)) ;- vo0s v,
(3.15) 0= d,0; [ Jag;+(1-+a)[ Ry,
gdzie
Q=4[ BD—yynd, V2, 1I'=aD—ymd,, a= 'Hl;“, Vo= 2—:

Wstawiajac u; 1 0 do réwnan (3.4) i (3.5) otrzymamy cztery rozwiklane juz réwnania
dla funkcji @ i p:

X,

(3.16) (B D—nmd, Vgt —5 =0,
uvl
. R ou
(3.17) (CRD—mné, Vi p-+ —— =0

Do réwnan tych nalezy jeszcze dodaé warunki brzegowe i poczatkowe. W warun-
kach brzegowych wystepuja oczywiscie funkcje ¢; i y. Prostota réwnan rézniczko-
wych (3.16) i (3.17) jest jednak okupiona zlozong postacig warunkéw brzegowych.
Dlatego tez réwnania (3.16) i (3.17) znajda zastosowanie przede wszystkim w za-
gadnieniach ruchu w przestrzeni nieograniczonej, gdzie warunki w sensie $cistym
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odpadaja, zastapione przez zadanie zerowych warto$ci przemieszczen i temperatury
w nieskonczonoéci. Ten postulat bedzie spelniony, jesli rozmieszczenie sit masowych
i zrédet ciepla ograniczy sig do obszaru skonczonego.

Interesujaca droge rozwiazania réwnan rozniczkowych termosprezystodci podat
H. Zorskir [15]. Droga ta zmierza do przeksztatcenia uktadu réwnan rézniczkowych
(3.4) 1 (3.5) do ukladu trzech réwnan rézniczkowych dla przemieszczen ;. Przed-
stawimy ja pokrdtce w odniesieniu do przestrzeni nieograniczonej przy zatoZeniu
jednorodnych warunkéw poczatkowych. Napiszmy rownanie przewodnictwa
w takiej postaci, aby czton zawierajacy predko§é dylatacji znalazt sic po prawej
stronie réwnania

(3.18) 0.;— L 0 =iy,

x
Traktujac funkcje % ; jako Zrddla ciepla, mozna podaé rozwigzanie réwnania
(3.18) przy uzyciu funkcji Greena dla klasycznego réwnania przewodnictwa ciepl-
nego

2
CXp —
1 1 ( %J
(319) G,j_/"'? G= -—’; 5(X—§)5(t), G(X, E.H t) = 8ﬂ3/2%3/2t3/2 ’

Wstawiajac rozwiagzanie réwnania (3.18)

00, )=~ [ dv [ G(E,x, 1—0) 2 divu(E, DAVE), o' = (E—x)(E—),
0 14

do réwnan przemieszczeniowych (3.4) uzyskamy nastepujace réwnanie rédznicz-
kowo-catkowe: )

(3.20)  pV?u+(A+p)grad diva—gii =

= —7»y grad f dr f G, x,1—1) gc—divu(g;r)dV(E).
o v

Jesli dokonaé rozlozenia wektora przemieszczenia wedtug wzoru (3.8), to réwnanie
(3.20) rozpada si¢ na ukiad réwnan

62y o+ [dr [ 6@ x, 1—0 Vo, DavE —o,
0 14

(3.22) T3 = 0.

Roéwnanie rézniczkowo-catkowe (3.21) jest réwnowazne réwnaniom (3.9) i (3.11).

W pewnych przypadkach, zwlaszcza gdy warunki brzegowe podane sqg w napre-
zeniach, warto korzysta¢ z réwnan analogicznych do réwnan Beltramiego-Michella,
Roéwnania te dla zagadnien niesprz¢zonych zostaly wyprowadzone przez J. IGNA-
CZAKA [16], dla zagadnief sprzg¢zonych przez E. So6sa [17]. Inna metode rozwia-

zania w naprezeniach podat W. Nowacki [18] w odniesieniu do plaskiego stanu
odksztalcenia.
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Jesli zmienno$¢ sit masowych, zrédet ciepla, obcigzen i ogrzan powierzchniowych
jest powolna, to w réwnaniach ruchu pominaé¢ mozna cztony inercyjne, a zagad-
nienie traktowaé jako quasi-statyczne. R6wnania quasi-statyczne termosprezystosci

(323) /Jul,jj_’—(}'_*_u)uj,ji“i‘ Xi = '))0,1.’
1, . )

sa nadal ze soba sprzgzone. Szczegdlnie prosto przedstawia sig rozwigzanie tego
uktadu réwnan dla nieograniczonego ofrodka termosprezystego, w ktérym dzialaja
zrédia ciepla Q oraz sity masowe typu potencjalnego X; = ¢9;. Przez wprowadzenie
potencjatu termosprezystego przemieszczenia @ otrzymamy z (3.23) i (3.24) roz-
wiktany uktad réwnan [15]

1. 0o 7. 9 ”
2 = 2 2P — mf)— - —
(3.25) V20 . 0 o D, VD =mh a M=o, &= mn

Temperature 6 wyznacza si¢ tu z parabolicznego réwnania rézniczkowego w struk-
turze swej podobnego do klasycznego réwnania przewodnictwa cieplnego.

Do rozwiktania uktadu réwnan (3.23) i (3.24) zastosowat mozna réwniez sposéb
poprzednio przedstawiony [réwnania (3.14)-(3.17)], pomijajac wystepujace tam
czlony inercyjne.

Interesujacy jest wreszcie sposéb podany przez M. A. Biora [4]. Przez wprowa-
dzenie wyrazenia na entropie

Ce
(326) §= '}/Ekk+ 70—6

do réwnan (3.23) i (3.24) przy zalozeniu, ze Q = 0, X; = 0, otrzymuje si¢ uktad
réwnan

(3.27) pi i (At Oy gy = yPs,
1. T, A42u
—_——— = = 2 == _0 = —_— .,
(3.29) LY oy §s=0, 0=198, ¢’ Ho =X 1201 P

Réwnania te s rozwiklane, a entropia spetnia réwnanie paraboliczne. Rozwigzanie
réwnan (3.27) mozna podaé w postaci potencjatéw Papkowicza-Boussinesqa

2ut+A+4
Apto’

przy zatozeniu, Ze funkcja wektorowa v, jest funkcja harmoniczng. Do wyznaczenia
funkcji vy, w; mamy do dyspozycji réwnania

(330) U = — (’l/)o,i‘l"xj'l/)j,i)_’"BWia B= 2

(3'31) Vzw:’ - 0) V21/)(’) = O’ (Vl— %La’) /('06’ = 0)
2

gdzie p, = po-+uy .
Po wyznaczeniu funkcji y,, 9, przy uwzglednieniu warunkéw brzegowych i po-
czatkowych otrzymamy przemieszezenia ze wzoru (3.30).

© 2 Mechanika teoretyczna
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Jak na wstepie wspomnieliSmy, termosprezysto§¢ mieéci w sobie cale dziaty do-
tad oddzielnie rozwijanych kierunkéw: elastokinetyke klasyczna, teorig przewod-
nictwa cieplnego oraz teorig¢ naprezen cieplnych. Do réwnan rézniczkowych kla-
sycznej elastokinetyki dojdziemy przy zatozeniu, ze ruch odbywa si¢ w warunkach
adjabatycznych, a wiec bez wymiany ciepta migdzy poszczegdlnymi czgsciami ciata.
Poniewaz dla procesu adiabatycznego jest §= 0, zatem ze wzoru (3.26) otrzymamy

0 = —nxé,, albo po scatkowaniu i przyjeciu jednorodnych warunkéw poczatko-
wych:
(3.32) 0 = —nypxey.

Réwnanie to zastepuje réwnanie przewodnictwa cieplnego. Wstawiajge (3.32) do
(3.4) uzyskamy réwnanie przemieszczeniowe klasycznej elastokinetyki
(3.33) tst i+ Ay i+ X = oily,
gdzie

Ay = Artyrnre,  fr = ps.
Wielkosci A, p; sa statymi Lamégo mierzonymi w warunkach adiabatycznych.
Réwnania stanu po wstawieniu (3.32) do (3.2) przyjma postaé

(3.34) i = 2uet At 0y

W teorii naprezen cieplnych, w ktorej rozpatruje si¢ wplyw ogrzania powierzchni
ciala oraz dziatanie Zrdédet ciepla na stan odksztalcenia i naprezenia ciata, przyjmuje
sig, ze wplyw czionu 7é,, wystepujacego w réwnaniu przewodnictwa cieplnego na
odksztalcenie ciata jest nader maly i praktycznie pomijalny. To uproszczenie pro-
wadzi do ukiadu dwu réwnan od siebie niezaleznych

(3.35) /‘Tui,jj—l—(/lT—I_:uT)uj,ji = oiy+yr,
1, 0

Z réwnania (3.36), a wige z klasycznego rownania przewodnictwa cieplnego wy-
znacza sie temperature 0. Znajomo$é rozktadu temperatury zezwala wyznaczyé
przemieszezenia z rownan (3.35). Teoria naprezen cieplnych posiada bogatg literatu-
r¢ naukowa. Wiele praktycznych zagadnien tak quasi-statycznych jak i dynamicznych
zostato do tej pory rozwiazanych. Metody rozwiazania uktadu réwnan (3.35) i (3.36)
zostaly szezegdlowo opracowane. Czytelnik znajdzie je w monografiach [19-22].

W przypadku ustalonego przeplywu ciepla tworzenie si¢ entropii kompenso-
wane jest przez wymiang entropii z otoczeniem. Wymiana ta jest ujemna i réwna
co do wartosci bezwzglednej produkcji entropii w ciele. W réwnaniach termo-
sprezystosei (3.4) i (3.5) odpadaja pochodne wzgledem czasu. Réwnanie (3.4) prze-
chodzi w réownanie elastostatyki

(3.37) #7'”1,Jj+(l+#)T+Xz =0,

a réwnanie przewodnictwa cieplnego staje sie réwnaniem typu eliptycznego, réwna-
niem Poissona

(3.38) o0,=_2
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Ze wzgledu na znana analogig sit masowych [23] wyznaczenie naprezen cieplnych
sprowadza sie tu do rozwigzan klasycznej teorii sprezystosci.

4. Twierdzenie wariacyjne termosprezystoSci

Wiadomo jak powaing role odgrywaja w teorii sprezystosci twierdzenia waria-
cyjne przy wariacji stanu odksztalcenia lub stanu naprezenia. Pozwalaja one nie
tylko na wyprowadzenie réwnan rézniczkowych opisujacych zginanie plyt, powlok,
tarcz, membran itd., ale i na konstruowanie rozwigzan przyblizonych. Ponizej
podamy twierdzenie wariacyjne przy wariacji stanu odksztafcenia dla termosprezys-
tosci, obmy$lone przez M. A. BioTa [4]. Sktada¢ si¢ ono bedzie z dwu czeéci, przy
czym pierwsza z nich wykorzystuje znang z teorii sprezystoéei zasade d’Alemberta

@.1) [oyseyar = [ (Xi—ei)duav+ [ piduds,
v v x

W réwnaniu tym dw; sg wirtualnymi przyrostami przemieszczen, de;; wirtualnymi
przyrostami odksztatceri. Zaktadamy, Ze du; 1 de;; sa funkcjami ciagtymi, dowolnymi,
niezaleznymi od czasu i zgodnymi z warunkami ograniczajacymi ruch ciala.

Zasada d’Alemberta jest wazna bez wzgledu na material ciala, tj. przy wszyst-
kich zalezno$ciach stanu naprezenia od stanu odksztatcenia. Wiaczajac do (4.1) réw-
nanie stanu (3.2) i wprowadzajac wielkosé

W= f(ps,-js,j—l—%ez) dv,
14

w ktérej funkcja podcatkowa jest formag kwadratowa dodatnio okre§lona, otrzy
mamy z (4.1) nastgpujgce réwnanie

@3) - oW = [(Xi—oil)oudV+ [ pidudv+y [00edv, e = ey
v z v

4.2)

Druga cze$¢ twierdzenia wariacyjnego czynié powinna uzytek z praw rzagdzacych
przeplywem ciepta. Dlatego tez postuzymy si¢ zwiazkami wiazacymi przeptyw
ciepla z temperatura i entropia:

4.4) gi= =l —q;=35Ty= VékkTO‘l—Ceo-

Zwiazki te mozna wypisa¢ w dogodniejszej dla dalszych rozwazan postaci przez
wprowadzenie funkcji wektorowej S;, zwigzanej z entropig 1 przeptywem nastgpuja-
cymi zwigzkami:

4.5) s=—S @a=T15;.
Wiazac z sobg zwiazki (4.4) i (4.5) mamy _
(4.6) TOS,= — Aol 1, _TOSi,i:CEO+T0yékk'

Pomnézmy pierwsze z réwnan (4.6) przez przyrost wirtualny 46S; i scatkujmy po
obszarze ciala

(4.7) f (0,,+ %9 S,-) 8S;dV =0.
0

Vv
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Przez przeksztalcenie tej catki i przy wzigcin pod uwage drugiego ze zwigzkéw
(4.6) uzyskamy réwnanie

(4.8) J@aﬁdV—l— fs 53, dV+ fon 55, dZ'—}—yVI B6edV =0,

w ktérym wystepuje czion f@éedV, identyczny z cztonem wystepujacym w (4.3).
v

Eliminujac ten czton z réwnan (4.4) i (4.8) otrzymamy ostateczna postaé twier-
dzenia wariacyjnego

(4.9) S(W=+P+D) = f(Xi—Qi},-) Su,dV+ fpi u;dX— f()n,-éS,—dZ‘.
14 z z
Wprowadzili$émy tu oznaczenia
2 o 2
(4.10) P— 2T0 f@ a, D=~ f(S) v

Funkcje P nazywamy potencjatem cieplnym, D funkcja dyssypacji. Rozpatrzmy
jeszcze przypadki szczegblne. JeSli w réwnaniu (4.3) przyjal, ze 0 = —npxey, co
odpowiada przyjeciu procesu adiabatycznego, to réwnanie to przechodzi na

@.11) oW = [(Xi—git) owdv+ [ pioud,
14 z
gdzie

W) = f(ysauau—}— akk) dav,
Vv
a u,, A, sa adiabatycznymi stalymi Lamégo. Réwnanie (4.11) stanowi zasadg
d’Alemberta dla elastokinetyki klasycznej.

W teorii napreZen cieplnych pomijamy wzajemne oddzialywanie pola odksztal-
cenia i temperatury, co wyraza si¢ przez skreslenie cztonu y£,, 7, w drugim z réwnan
(4.4). Pominigcie tego cztonu prowadzi do zmodyfikowania réwnania (4.8). Otrzy-
mamy tu .

(4.12) SP+0D+ [ 6n,88,d5 = 0.
z

Réwnanie (4.12) wyraza twierdzenie wariacyjne dla klasycznego, niesprzezonego
zagadnienia przewodnictwa ciepinego. W teorii naprezen cieplnych mamy do dyspo-
zycji dwa réwnania, réwnanie (4.12) oraz réwnanie (4.3), w ktérym funkcje 0
traktuje sie jako funkcje znana.

Wr6¢my do ogdlnego twierdzenia wariacyjnego termosprezystoéei (4.9) i zatdz-
my, ze wirtualne przyrosty du;, de;;, 8S; itd. pokrywaja si¢ z przyrostami rzeczy-
widcie wystepujacymi przy przejéciu od chwili ¢ do t+di. Wtedy

u; as;

4. O = — L dt — v, .
(4.13) = dt =v;di, 0S;,= En

dt=S;dt, OW=Widt itd.
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Wstawiajac (4.13) do (4.9) otrzymamy

4.14) (K+ W PYtyp — J Xondv + f piods+lo J 00,45,

gdzie K:% fvl-vidV jest energia kinetyczna, a x; funkcja dyssypacyjna, przy
v

XT=/10TOJ(0 v — onof "
TO ﬂ'() 0
14

Réwnanie (4.14) nazywamy podstawowym twierdzeniem energetycznym termo-
sprezystoéci. Twierdzenie to wykorzysta¢ mozna do okreSlenia jednoznacznosci
rozwiazan réwnan termosprezystosci [21, 24]. Postepujac podobnie jak w teorii
sprezystosci zalozymy, ze réwnania termosprezystosci spelnione sa przez dwie
grupy funkeji u;, 0’ oraz u;", 6". Tworzac réznicg tych rozwigzad ; = ui—u)’,
0=6—-0"1i wstawiajac do réwnan (3.4) 1 (3.5) spostrzezemy, ze réwnania te sq
jednorodne, spelniaja jednorodne warunki brzegowe i poczatkowe, Funkcjom
u;, 6 odpowiada zatem ciato termosprezyste, w ktorego wngtrzu brak Zrédet ciepta
i sit masowych, a ktdre na swej powierzchni jest nieobciazone i znajduje sic w wa-
runkach zerowej temperatury 6. Wzér (4.14) odpowie na pytanie, czy we wngtrzu
ciala wystapig przemieszczenia #; i temperatura 0. Réwnanie (4.14) przyjmie postac

czym

d f _Q~ A A A A A Ag __7 ’\2 . J 2
(4.15) -E[—-V (2 vivi+#£ij8ij+7£kk+ 2?};0 dV——- (6 )dV 0

Catka wystepujaca po lewej stronie réwnania jest w chwili poczatkowej réwna
zeru, gdyz funkcie #;, v;, &;, ffspelniaja jednorodne warunki poczatkowe. Z drugiej
strony wyprowadzona nierowno$¢ wskazuje, ze lewa strona réwnania albo maleje
przyjmujac wartosci ujemne, albo tez jest réwna zeru,

Poniewaz wyraZzenie podcatkowe jest sumg kwadratéw, a funkcja podcatkowa
jest réwna zeru dla ¢ = 0, zatem jest mozliwa jedynie druga z wymienionych mozli-
wosci. W wyniku otrzymamy, ze 9, =0, &; = 0, §=0dlat = 0. Poniewaz na-
prezenia ¢;; zwigzane sa liniowo z wielkosciami &;, 0 zatem i 6;, =0 dla ¢ = 0.
W rezultacie otrzymamy
(4.16) uy=uy, 0 =0", o;=0} dla >0.

Istnieje zatem jedno tylko rozwigzanie réwnan termosprezystosci.

5. Twierdzenie o wzajemno$ci

Jednym z najbardziej interesujacych twierdzen teorii sprezystodci jest twierdzenie
o wzajemnosci E. BETTIEGO, z tego bowiem twierdzenia wynika nie tylko symetria
rozwigzan podstawowych (funkcji Greena), ale twierdzenie to daje podstawe do
konstruowania dalszych metod catkowania réwnaf rézniczkowych teorii sprezys-
tosci. '

Rozszerzone twierdzenie o wzajemno$ci, odnoszace si¢ do zagadnien termo-
sprezystoéei, zostato w pelni sformutowane przez V. Ionescu-Cazmir [25]. Ele-
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menty tego twierdzenia, choé wyrazone w mniej ogdblnej postaci, znajdziemy
u M. A. Brota [26].

Twierdzenie o wzajemnosci przedstawimy w gldwnych jego zarysach kiadac
punkt cigzkosci na jego rozliczne zastosowania.

Niech w ciele izotropowym dzialaja dwa ukiady sit, Zakladamy, ze wewnatrz
ciata V dzialaja zrédla ciepla i sity masowe, a na jego powierzchni dane sa obcig-
zenia p; i temperatura () = 9. Przyczyny te oznaczymy skrétowo symbolem I =
= {Xi,pi, 0,9}, a wywolane przez nich skutki symbolem C = {u;, 6}. Drugi uktad
przyczyn i skutkéw oznaczymy przez I'= {X}, p;, Q’, %'} oraz C' = {u}, 0'}.
Zaktadamy, ze warunki poczatkowe sa jednorodne. Wychodzac z réwnan ruchu,
réwnan przewodnictwa cieplnego i ze zwiazkéw Duhamela-Neumanna, wypisé.nych
dla obu uktadéw, odpowiednio dodajac te uklady i catkujac po obszarze V, otrzy-
mamy dwa rownania o wzajemnosci dla transformat funkcji wystepujacych w obu
uktadach

6D [ &E=Xmyavt [ pa-pim)dE+y f Oz —Fe)av =,
14 P

52 [(O0-00)aV+ump [(@e—02)aV+x [ G0, ~58,)dE =0,
14 R 14

gdzie

o

ui(x, p) = f u;(x, e rdt, itd.

0
Pierwsze z tych réwnan powstato z wykorzystania réwnan ruchu i réwnaf stanu
przy zastosowaniu przeksztalcenia Greena. Eliminujac z tych réwnan wspdlne
cztony uzyskamy nast¢pujace réwnanie:

3w | [i—Ximydv+ [ Ga—piadz| =
14 z

=uy [@0,~90,)dZ+y [ —onay.
b3 14

Na rownaniu (5.3) nalezy wykonaé jeszcze odwrotna transformacje Laplace’a.
Przy wykorzystaniu twierdzenia o splocie otrzymamy

(5.4 77%{ de(x) f[Xi(x, t—1) au;g:—rz —Xi(x, t—1) f)ﬁ,((;_,f)_] dr+
12

T de(x)f[p (x, —7) 2 (" ) _pix, 1—7) a“fg’;’i)]dr}:

=y de(x) f[Q(x, t—1)0'(x, ©)—Q'(x, I—1)0(x, 1)|d7r -
12 0

v f 42 (%) J [8'(%, 1—7)0,,(x, T)— 0 (x, (—7) 0, (x, 7)] d
= 0
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Roéwnanie (5.4) jest stuszne tak dla zagadnienia dynamicznego jak i dla zagadnienia
quasi-statycznego. W obu jednak przypadkach funkcje u;, 0 oraz u}, 0' majg od-
mienne znaczenie. W rozwazaniach naszych przyjeto, ze na powierzchni & dano
obcigzenia p; 1 temperaturg 6 = . Ze struktury réwnan (5.4) widoczne jest, ze na
2 przyjaé mozna réwniez przemieszczenia oraz przeplyw ciepta, proporcjonalny do
gradientu temperatury 0, = ¢ ,. Réwnania (5.4) sa spetnione réwniez dla przy-
padku mieszanych warunkéw brzegowych.

Réwnanie (5.4) przyjmie szczegdlnie prosta postaé dla ciala nieograniczonego,
w tym bowiem przypadku znikaja calki powierzchniowe.

Jesli mamy do czynienia z drganiami harmonicznie zmiennymi w czasie

X, (x, )= XFxe, px, ) =pFxe itd.,

to rownanie o wzajemnosci przyjmie postac

5.4) mxio [f(X}"u;*——X;*u,?")dV—l— f(p,?"u;*-pﬁ*u,?")dz-l =
|4 b3t '

=uy [@0%—00H)dZ+y [(0*0'*—0"*6%)dV.
x 14

Z rownania (5.4) otrzymamy szereg interesujgcych wnioskow. Zatézmy, ze w punkcie §
obszaru V dziala chwilowa skupiona sita X; = §(x—E)d(r)d;;, zwrdcona w kie-
runkw osi x;, a w punkcie &’ sita skupiona X = d(x—E")d ()0, a wigc zwrdécona
w kierunku osi x,. Jesli zatozy¢, ze warunki brzegowe sa jednorodne, to ze zwiazku
- (5.4) otrzymamy

86,5 0) _ G880

o at
Dla Zrodia cieplta Q = o(x—E) 8(¢) oraz zrodia Q' = d(x—E')d(r) mamy
0'(€, 8,0 ="0(8,8,1.

Jedli w punkcie € umiesci¢ skupiong i chwilowg sile X; = d(x—E&)d(1)J;;, a w punkcie
E’ Zrddlo ciepta Q' = 6(x—E')d(1), to z rownania (5.4) wynika nastgpujacy zwiazek:
0.5, 0= — L HESD,

Niech w nieograniczonej przestrzeni posuwa sie w kierunku osi xz zrédto ciepta

Q = 8(x)0(x,) O(xs—wt) ze stalg predkodeia v. Przyjmujac, ze w ukladzie przyczyn
z «primami» Q' = o(x—E") (1), to z (5.4) otrzymamy

0, &0 b0 ) = [ 000,0,07; &, £u, &, 1—7)dr.
0

Powyzszy wzér zezwala na wyznaczenie temperatury spowodowanej poruszajacym
si¢ zZrédlem ciepla przy wykorzystaniu wyrazenia dla temperatury, wywotanej
dzialaniem chwilowego, ale nie poruszajacego sie Zrédia ciepta.
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Z réwnan (5.1), (5.2) wzglednie (5.3) otrzymaé mozna postacie szczegélne twier-
dzenia o wzajemnoéci odnoszace si¢ do klasycznej elastokinetyki i teorii naprezen
cieplnych.

Jeéli zatozyé, ze odksztalcenie odbywa si¢ w warunkach adiabatycznych, to w réw-
naniu (5.1) przyjaé nalezy,0 = —nrxey, 60' = —nrxey. Pozostaje wtedy réwnanie

(5.5 [ —Xmyav+ [ Gia—piu)dz =0,
14 z

Roéwnanie (5.2) odpada, gdyz w elastokinetyce zakiadamy, ze w ciele nie wystepuja
zrodia ciepla, a powierzchnia ciala jest termicznie izolowana.

W teoril naprezen cieplnych pomijamy czton zawierajacy dylatacje w réwnaniu
przewodnictwa cieplnego. Pominigcie to jest formalnie réwnowazne z przyjeciem
7 =0 w réwnaniu (5.2). W ten sposéb otrzymamy réwnania '

(5.6) | Fa—Xmyav+ [ Gi—piads-+y [Ge—07av =o,
14 z 14

(5.7) [@F—0Gav+x [(#6,—5,)d8=0.
14 Py

Réwnanie (5.6) zostato wyprowadzone przez W. M. MajzieLa [27]. Rownanie (5.7)
jest réwnaniem o wzajemnosci dla klasycznego réwnania przewodnictwa cieplnego.

Rozpatrzmy jeszcze przypadek, w ktérym przyczyny I = {X;, p;, Q, ¥} i skutki
C = {u;, 6} odnosza si¢ do zagadnienia sprz¢zonego termosprezystosci, a przyczyny
I'={X},p;,Q, 9} 1 skutki €’ = {u;, 0'} do zagadnienia niesprz¢zonego. Zwa-
zZywszy na roznice w rownaniach przewodnictwa cieplnego dla zagadnienia sprzezo-
nego i niesprzgzonego

5. Bl Gmpe= 2, G- L7 =2

X

otrzymamy zamiast réwnanja (5.8) nastepujace réwnanie:

(5.9) [©@0-00)avtump [Geav+n [ (@9,~90,)dz =0.
V 14

Py
Eliminujac z réwnan (5.1) i (5.9) czton f 67edV otrzymamy twierdzenie o wzajemnosci
v

w postaci
(5.10)  app| [ Rwi—Ximyav+ [Giai—pimydZ+y [beav] =
v z |4
=uy [(00,—00,)dZ+y [(0F—0D)av.
P 14
Przyjmijmy teraz, ze w ukladzie z «primami» dziala jedynie skupione i chwilowe
Zrédto ciepta w punkcie E, a warunki brzegowe sa jednorodne., Wstawiajac zatem
do réwnania (5.10) Q' = d(x—E)o(@®), X; =0, pi =0, ¥ =0 na X, otrzymamy
(5.11) 0, )+ [0, Dex,E, pdV() = M(E,p),
|4
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gdzie
M(E,p) = f@(x,p)g’(x, g, p)dV (x)—x fg(x,p)af,,(x,ﬁ,p)df(X)—
v z '

__777%1)_ [J‘pi(X,P)EZ(X, E, p)di(x)+ ny‘(x’p)ﬂ; X, E,p)dV(x)].

Poniewaz funkcje u;, 0’ sa znane jako rozwigzania réwnaf rézniczkowych teorii
naprezen cieplnych, a funkcje 0, ¥, pi, X; sa dane, zatem funkcja 1\7(5, p) jest znana,
Réwnanie (5.11) jest niejednorodnym réwnaniem catkowym Fredholma drugiego
rodzaju, w ktérym jako nieznana funkcja wystepuje temperatura 6. W analogiczny
sposéb mozna uzyska i przemieszczenia.

Przedstawiony tu sposéb postgpowania zaproponowany przez V. IONESCU-CAZI-
MIR [25] zostat zastosowany do wyznaczenia funkcji Greena w nieograniczonym
obszarze termosprezystym [28, 29].

6. Metody catkowania réwnan termosprezystoSci wynikajace z twierdzenia o wzajemnosci

W elastostatyce wyprowadza si¢ zwiazek uzalezniajacy przemieszczenie u;(x, 1),
x €V, t > 0 wewnatrz ciala, od przemieszczen u; i obciazen p; na jego powierzchni.
Zwiazki te sg znane jako twierdzenia Somigliana i Greena [30]. Ponizej podamy
tego rodzaju twierdzenia rozszerzone na zagadnienia termosprezystosci.

Zalézmy, ze przyczyny wywolujace odksztalcenia i temperature w ciele wyrazone
sa jedynie przez warunki brzegowe. Warunki poczatkowe przyjmiemy jako jedno-
rodne. Réwnania opisujace ruch ciata maja postaé

. | P
(6.1) 0,5 = 0, 6,11.—70—17(3:0, xelV, t>0.

Do réwnan tych dolaczamy réwnania stanu
(6.2) o1y = 2pey+(Ae—y0)dy; .

Rozpatrzmy drugi uktad réwnan z «primami», odnoszacy sie do nieograniczo-
nego ciata termosprezystego:

(6.3) oty =0uj, ijj—% 0"—77é’ = — 71; d(x—E)o(r), xeV,t>0

oraz roéwnania Duhamela-Neumanna

(6.4) ai; = 2uey+-(Aey—y0") 8.

Na réwnanijach (6.1)-(6.4) wykonujemy transformacje¢ Laplace’a przy uwzglednieniu
jednorodnych warunkéw poczatkowych, nastepnie odpowiednio dodajemy te réw-

nania i wykonujemy calkowanie po obszarze V.
Po szeregu przeksztatcen, ktore tu pomijamy, otrzymamy ostatecznie [31]

65 060 = =" [ [5.E DTG x —FiE x, D, PIZEO-

x

—¥x f [5l(€1 X, p)g’“(E“ p)—g(EM P) B?II(EJ’ X, p)]dZ(E‘,) .

I
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Wzér ten mozna otrzymaé réwniez z twierdzenia o wzajemnosci (5.3) przyjmujac,
ze Q' = dx—E)(1), X;=0, X =0, 0=0.
Rozpatrzmy z kolei drugi uklad réwnan

(6.6) o}.; = 0ii—0(x—8)0,,0(r),
[N
6.7 65— — 0°—nés =0,
) X
(6.8) o5, = 2u54-(Aef— 699y,

Funkcje u$, 6° odnoszg si¢ do nieograniczonego obszaru termosprezystego. Wywo-
lane sa one dziataniem chwilowej sity skupionej X[ = (x—¥8)5(1)d;5, zwrbconej
w kierunku osi x,. Wstawiajac X{ = d(x—8)6(d;;, X;=0, 0 =0, O' =0 do
twierdzenia o wzajemnosci, otrzymamy nastgpujace wyrazenie na przemieszczenia
ug [31]:

(6.9) Hs(x,P)=f[ﬁi(g,P)ﬁf(‘é,X,P)—ﬁ?(‘é,X,p)l_t.-(‘é,P)]dZ(‘é)—

z

= L [ Dl P %, D) DT, x, PIAZE.
b5

Na réwnaniach (6.5) 1 (6.9) nalezy jeszcze wykonaé odwrotna transformacje La-
place’a. Prowadzi ona do wyrazen splotowych, ktérych tu juz nie wypisujemy.

Réwnania (6.5) i (6.9) stanowig uogdinienie réwnan Somigliana na zagadnienia
termosprezysto§ci. Za ich pomoca mozemy wyrazi¢ funkcje u;(x, 1), 0(x, t) xeV,
{ >0 przez catki powierzchniowe, w ktérych wystepuja funkcje u;, 0 oraz ich
pochodne. '

Jesli funkeje Greena u), 0" oraz 75, 0° dobraé w ten sposéb, aby odnosity si¢ do
ciata zajmujacego obszar V ograniczony powierzchnia 2' i przyjaé, ze na £ powinny
by¢ spelnione warunki brzegowe

=0, ®=0, W=0, 0°=0nak

»

to réwnania (6.5) i (6.9) uproszcza si¢ do postaci

610) 66¢,0) = [ D pT(E, % NAZ@+ L [ Fi(E, x. p)T(5.p)IZ(®),

\

61D w6, ) == [ P X AE N E@+ L [T DT E x.IZE).

Wzory te stanowig rozwigzanie pierwszego zagadnienia brzegowego, w ktérym
na X dane s przemieszczenia u; oraz temperatura 0. Gdyby funkcje %, 0’ oraz
3, @" odnosify sie do ciafa zajmujacego obszar ograniczony ¥, na powierzchni X
swobodny od obciazen i temperatury, to do réwnan (6.5) i (6.9) nalezatoby wstawié

7:=0, & =0, pi=0 0°=0nal.
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Wtedy wzory (6.5) i (6.9) przyjma postaé

(612 00,0 =—"T |56, DTG x, DS+

tx [ B DILE, x. P aZ(E),

6.13) G0, 0= | 5iE DEE X, PdZE -+~ | 9E, HOLE, x, p)dEE)
X ?]PE

i stanowig rozwigzanie drugiego zagadnienia brzegowego, w ktérym na powierzchni
2 dane sg obcigzenia p; i temperatura 0. Jednakze stosowanie wzordw (6.10)-(6.13)
jest ograniczone ze wzgledu na trudnodci zwigzane z uzyskaniem funkcji Greena
vy, 0, ul, 0%, spelniajacych z goéry dane warunki brzegowe. W sposéb analogiczny
do rozszerzonych wzorédw Somigliana i Greena mozna skonstruowaé rozwigzanie
rownan termosprezystosci dla mieszanych warunkéw brzegowych. Jeden ze spo-
sobdw, bedacy rozszerzeniem metody W. M. Majziela z teorii zagadnien ciepinych
na zagadnienia termosprezystosci, znajdujemy w uprzednio cytowanej pracy
V. Tonescu-CaziMir [25]. Polega on na uzyciu funkcji Greena spetniajacych od
razu mieszane warunki brzegowe. Drugi sposéb, obmyslony przez W. NOWACKIEGO
[32], polega na wykorzystaniu pomocniczych funkcji Greena, spemniajacych ciagte
warunki brzegowe, i sprowadzeniu zagadnienia do rozwigzania uktadu réwnan
catkowych Fredholma pierwszego rodzaju.

7. Harmoniczne fale plaskie

W dyskusji najprostszego typu fali, harmonicznej fali plaskiej, od razu na jaw
wychodzg istotne cechy rozprzestrzeniania sie fal termosprezystych, ich charakter,
predkosé propagacji fali, dyspersja i tlumienie fali. Na jaw wystapig zasadnicze
réznice migdzy falami termosprezystymi a falami sprezystymi 1 cieplnymi [33 i 34].

Rozwazmy fale ptaska harmoniczna przesuwajaca si¢ w kierunku osi x;, wywotang
przyczyna natury mechanicznej czy cieplnej. Poniewaz przemieszczenia ; i tempera-
tura 6 zaleza jedynie od zmiennych x; i £, to réwnania przemieszczeniowe i réwnania
przewodnictwa cieplnego, uyvzg]qdniajqc 7e

(7.D u; = Reluf (x,, w)e ], 0 =Re[0*(x;, w)e ™1,
przyjma nastepujaca postaé:
(7.2) (i H-o®uf = md, 6%, (9i+q) 0*+nupd,uf = 0,
@i+up =0, (@H)ur=0,
gdzie
2 o .
02=%)?’ 12=%, q=l—;g.

Eliminujac z dwu pierwszych réwnan temperature 8* otrzymamy

(13 [@1+0) @i+ +gedfluf =0,  @i+)uf =0, (Fi+rd)uf=0.
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Pierwsze rdwnanie odnosi sie do fali podiuznej, dwa nastepne do fal poprzecznych.
Jesli do dwu pierwszych réwnan (7.2) wstawié

uf = e, G% = %",
to otrzymamy zalezno$ci

u° mife 6° ik

i L i £

Po wyeliminowaniu z tych zwiazkéw wielkosci #°/0° otrzymamy nastgpujace
réwnanie algebraiczne:

7.4 ki—k2o?+qg(1+¢e)]+qo? =0, &= nmx,
z ktérego wyznaczymy pierwiastki
1
k= {o*+q(1+8) £ (0> +q(1+8)f—4g0™'}.
Pierwiastki te sa funkcjami parametru &: k; = ky(€), ky = ky(e). Dla ¢ = 0 mamy
k@) =h=0, k@0 =2h=Vq.
Rozwiazaniem dwu pierwszych réwnan (7.2) sa funkcje

uy = uS exp[—iwt+iky x)+ul exp(—iwt—ik, %)+

” . ) ) o . ,
+ o-rzn—i/% {9+ exp(—iwt+ikyx,)—02 exp (—iwt—ik, )},
1.5
(7.5) 0 = 05 exp(—iwt+ikyx;)+02 exp (—iwt—kyix,)+
+ 7/7;:41’/;1 {u5 exp (—iot+iky x) —ul exp (—iwt—ik; x,)}.
2

Fale poprzeczne dane sa zwigzkami

X1 . xl\
Uy, = B, exp| —iw|t——) |+ B_exp| —iw{t+ =],
Cy Caf

SR R IS I e |
i 2

1/2
Posuwaja si¢ one z predkoscia staly ¢, = (%—T-) . Fale te nie powoduja zmian obje-

(1.6)

tosci 1 nie wywoltuja pola temperatury, towarzyszacego ruchowi falowemu.

Zesp6l rownan (7.5) nazywal bedziemy réwnaniami fal termosprezystych.
Pierwsze réwnanie (7.5) przedstawia falg podtuzng, drugie towarzyszaca tym falom
temperature. Oznaczajac przez v, (8 = 1,2) predkoéé fazowa, a przez 9, wspot-
_ czynnik thumienia i wiazac je z pierwiastkami réwnania (7.4) zaleznociami

w
”ﬂzm, Pp=1Im(kp), p=1,2,
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przeksztalcimy réwnania (7.5) do postaci

(1.7)  uy=uSexp [—iw (t— ;-) 9 xl]—{—u exp [—zw (t—{— ) —{—191,\1]

1

77’”/(2 {00 eXp [ (t‘ a) 192 x1:| 60 exp [—lw (I-I‘ %) _l—'ﬁ'leil} ’
2

0 = 0% exp [—lw (Z_Tz)—) ﬂgxl]—}—ﬂ exp[—zw (t + )—I—ﬂle]—{—

1 73’:41151{ uS exp [——iw (z__ %)—ﬁlxl —u’ eXp[—lw (H— )+191x1]}

1
Widoczne jest, ze obie fale sg ttumione i ulegaja dyspersji, gdyz predkosci fazowe v,
zalezg od czestotliwosei w. Fizyczne znaczenie fal (7.7) stanie si¢ jasne, jesli poréw-
namy je z falami w os$rodku hipotetycznym, charakteryzowanym zerowa wartoscig
rozszerzalno$ei liniowej a,. Dla o, = 0, a zatem dla 7 = 0, m =0 dwa pierwsze
rownania (7.2) przyjma postaé

(7.8) (@2+oDuF =0, (0i+9 6% =0.

Rozwiazaniem tych réwnat sg funkcje

. 12
ﬁi“=uiexp[-—iw(t—)"—)]+u exp[——zw(r—l—ﬁ)], €= (M) ,
5 51 e

(7.9) @*.—_OicXp[—i (Z_v_) ﬁle]+0 exp[ (+ )—l—ﬂle],
2
gdzie

© 1/2

A 12 a

2y = (2nw)'?, 79 (2%) .
Tutaj u¥ przedstawia falg czysto sprezysta, posuwajaca sie w kierunku osi x, wzgled-
nie — x; z predkoécia stala 0, = ¢,. Fale te nie ulegaja ttumienju ani dyspersji.
Drugie z rownan (7.9) przedstawia fale czysto cieplna, doznajaca thumienia i dys-
persji. Tlumienie charakteryzowane jest wspotczynnikiem ¥y = Im(dy) = (o/2x)"2

Dyspersja ma tu miejsce, gdyz predko$é fazowa v, = = (Qrw)Y? jest

w
Re(45)
funkcja czgstotliwosel w. Réwnania (7.7) przedstawiaja zmodyfikowana fale po-
dtuzng i zmodyfikowana falg cieplna. Z poréwnania réwnai (7.7) i (7.9) wynika,
ze pierwiastek k,(¢) charakteryzuje postaé quasi-sprezysta fali termosprezystej,
gdyz ky(0) = ¢ = w/e, odnosi sig do fali czysto sprezystej. Podobnie pierwiastek
ko(e) charakteryzuje postaé fali quasi-cieplnej, podczas gdy k,(0) = 4, =]/ ¢ odnosj
si¢ do czysto termicznej fali w oérodku hipotetycznym. Interesujacy jest fakt, ze
w zmodyfikowanej fali spreZystej [pierwsze réwnanie grupy (7.9)] wystepuja obok
siebie czlony quasi-sprezyste

uiexp[—iw(t—;c—) ﬁlxl], u® exp[—zw(H— )—1 ﬁlxl]
1
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oraz czlony quasi-termiczne

0% exp [ —Iw (t—~ﬁ)—1?2xl] , OZexp[—iw (t—}— ﬁ)—}—ﬁle] .
Uy Vs
Podobny stan rzeczy wystepuje w zmodyfikowanej fali termicznej.
Nalezy omo6wi¢ jeszeze pierwiastki &y, k&, wzglednie wielkodei 9y, v4, f= 1, 2.
Wprowadzajagc nowe oznaczenia
¢ c? @

(= —k ow¥= =
* w AT ¥

doprowadzimy réwnanie (7.4) do prostej postaci
(7.10) O—=C2 iy (I 4-e)]+ix* = 0.

Pierwiastki £, £, tego réwnania sa funkcjami parametréow e i y = o/w*. Wielkosé
e = nmx jest wielkoScig stala, zalezna od wtasciwoscei termicznych i mechanicznych
materiatdéw, podczas gdy y zmienia sie ze zmiana czgstotliwosci w. Wielkosé w*
jest wielkodcia charakterystyczna dla danego materiatu.

Czestotliwo$é drgan wymuszonych o jest ograniczona przez wielko$é

1/2
a)c:zn(cl)x( 30 ) H

4nM
wynikajaca z widma Debye’a dla fal podtuznych [35]. We wzorze M oznacza mase
. : A2\
atomowa materiatu tworzacego cialo sprezyste, a (o), = (_S_%H_S) , gdzie A, p;

sg statymi Lamégo dla stanu adiabatycznego.
Ponizej podajemy tabele podstawowych wartoéci dla czterech metali

|Aluminium| Miedz | Stal | Otéw

(c))s cm/sek. ’ 632108

4,36 X 10° 580x10° | 2,14x10°

e | 356x10% | 1,68x10 | 2,97x10- | 7,33x 10~
w* sekt | 466x100 | 173xI0% | 175x10% | 1,91x 104
9% cmt | 131x10' | 329%10° | 448x10% | 327x 100

we sek—1 | 9,80x 100 | 7,55%10% | 9,95 (09 | 3,69 10

W tabeli umieszczono réwniez wspdlezynnik tlumienia 95° dla ¥ = oo, przy czym
o 1 en*
' 2 (e)r
Zwréémy uwage, Ze w, jest znacznie wigksze niz o*. W wykonywanych do$wiad-
czeniach laboratoryjnych przy uzyciu drgan ultradzwigkowych o bardzo duzej
czestotliwosei jest

W, > 0* > w,
tak ze dla drgai mechanicznych spotykanych w praktyce przyjaé mozna y =
wlw* <€ 1.
Na rysunkach 1 i 2 przedstawiono wykresy stosunkéw o,/(c,)y oraz &,/9%° dla
miedzi w zalezno$ci od zmiennej y = of/w* [33].
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Z vysunku 1 jest widoczne, Ze predkos¢ fazowa v, jest wieksza od (¢;)7 i dazy do
tej wartodci dla y — co. Wspotczynnik ttumienia @, rosnie wraz z g i przy malych
czestotliwodciach jest proporcjonalny do %, zblizajac sie przy y — oo do wartosci
asymptotycznej 99°. W otoczeniu odcigtej y = I(w = w*) wielkosci v, i @ do-
znaja gwaltownej zmiany. Ale dla zastosowan teorii w praktyce w rachube

/07
/05 | v /fe)rh
10+ 10 -
08 08
a6 - 06
a4t 04
02 L a2
A L | ] 1 | ! ] o
0 2 4 6 8 10 0
x=w/w*
Rys. 1 ) Rys. 2

wchodzi jedynie maly obszar zmiennoéci y = w/w*. Dlatego tez dla y € 1 pier-
wiastki &;, &, mozna rozlozy¢ w szereg potegowy wzgledem poteg y i wykorzy-
staé¢ zwigzek

ﬂ’(Cl)T(—'F (u*)’ f=1,2.

W ten sposéb otrzyma sig przyblizone warto$ci predkosci fazowych oraz wspoi-
czynnikéw tlumienia. Podamy je za P. CHADWICKIEM [36]

4—
(7.11) v, = c1<1+8>1’2[ xsi§+ ;f +0 4)]
_ w* . _,c% g2 s
KN (s [2(1+s)2 00 )]’

1/2
%ch(zx) [1 26 2re(4te) | gle(8—20e+¢Y) Jro(xa)],

1+¢ T 2(lFe2 T 8(4et T 16(14e)°
_w¥(y e xE v2e¥d—g)  x*e(8—12e+¢%) y ]
?92“71(7(1“)) L= strer T s T 16ater  TOW):

Widoczne jest, ze dla y € 1 przyjaé moina v; = ¢ (14¢)' jako warto$¢ stala,
nieco wigksza niz ¢; = (¢;)r i falg quasi-sprezysta podiuzna traktowaé jako thu-
miona, ale nie podlegajaca dyspersji.
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Ponizej podamy rozwigzanie bardzo prostego przykiadu fali plaskiej, dotyczace
dziatania plaskiego zrodta ciepta o intensywnosci Q. Zrédto to zmienia si¢ w sposéb
harmoniczny w czasie i dziala w ptaszczyznie x; = 0. Otrzymamy tu

_mQ R o
o gty 2) o]
—exp[—-iw (t— ﬁ)—??vgxl]]}, x>0,
7)2 |
0 1 /(%—02 . AN
()—ﬂRe Rl -exp| —iw|? o, DXy —

ki—gt .
__E__GXP[_M(I_Z) D xl]]} x> 0.

Predkosci fazowe v,y 1 wspotczynniki ttumienia 9, bierzemy ze wzordw (7.11).
Gdyby pominaé sprzezenie pola odksztaltcenia i temperatury, tzn. jesli w réwnaniu

przewodnictwa cieplnego pominaé czlon 7é,, to wstawiajac zamiast ky(g), k.(¢)

wielkosci /ey (0) = o, ky(0) = ]./ g, otrzymamy z (7.12) rozwiazanie przyblizone

teorii naprezen cieplnych.
! exp| —iw t—ﬁ —
2—q P ¢

Uy = ”;go Re{a

ol b2l
¥ 2xw 2%

0 Xq w

T R e R o |

Przemieszczenie u, sktada sie z dwu czgéci: z fali niettumionej sprezystej, posuwa-
jacej sie¢ z predkoscia ¢; oraz z fali dyfuzyjnej thumionej i ulegajacej dyspersji.

Do tej pory rozwigzano szereg zagadnien szczegdlowych dotyczacych rozprze-
strzeniania si¢ fal ptaskich w przestrzeni i potprzestrzeni sprezystej. I tak I. N. SNED-
DoN [37] badat rozchodzenie sig¢ fali w precie poinieskonczonym i skonczonym,
przy zatozeniu rozmaitych warunkéw brzegowych, a wigc rozmaitych przyczyn
wywolujacych fale, rozpatrujac dla preta skonczonego drganie wymuszone, W. No-
WACKI [38] rozpatruje dziatanie ptaskich sit masowych w przestrzeni nieograniczonej
oraz dzialanie plaskich zZrédel ciepta wymuszajacych drgania w warstwie termo-
sprezystej [38].

Interesujacym rezultatem jest tu niewystgpowanie zjawiska rezonansu przy
drganiach wymuszonych. Wynika to z charakteru ruchu falowego, ktéry jest thu-
miony. Przy drganiach wymuszonych otrzymujemy amplitudy o skonczonej war-
todci. I tak dla przypadku warstwy o grubosci @, wolnej od naprezen i temperatury
w plaszczyznach ograniczajagcych warstwe x; = 0, g, poddanej dzialaniu zrédet
ciepta O = Q¥coswt otrzymamy dla naprezenia oy,(x;, f) nastepujace wyrazenie:

(7.12)

m@w2 Q¥ {al(ah—o0%coswt—E&[al(1+6)—o* sinwt}
(7 14) 0= 2 (a,,—62)2 i—Ez[aZ(l—f—s) 0_2]

sina, xq,
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gdzie

8
S

a
2 Sl N s
o=, ‘5:;, Qf:zon*(xl)sma,,xdxl.

Nie otrzymamy tu rezonansu, gdyz mianownik pod znakiem sumy jest stale dodatni.
W przypadku szczeg6lnym o? = o%, odpowiadajacym rezonansowi dla zagadnienia
niesprzezonego, r-ty wyraz szeregu przyjmuje postaé

*q1 -
wm . sSima,x

(7.15) O'{;) — — g—- Ssinw!t Q__L_(;‘z_',__l‘

&€

r

Czlon ten ma warto$¢ skonczona, cho¢ wielko$¢ naprezenia o} bedzie znaczna,
gdyZz ¢ jest dla metali rzgdu kilku procent.

8. Fale kuliste i walcowe

Rozpatrzmy réwnania falowe charakteryzujace podiuzne fale termosprezyste,
wyprowadzone w p. 3 [wzory (3.9) i (3.11)]

®8.1) [(i® =m0,
(8.2) DO—yV2d = 0.

Jesli zatozyé, ze ruch falowy zmienia si¢ w sposéb harmoniczny w czasie, zatem
gdy

D(x, 1) = DP¥x, w)e:imi’ 0(x, 1) = O%(x, w)ei®,

to z réwnai (8.1) i (8.2) otrzymamy nastgpujace réwnania
8.3) (V2K (VK3 (B, 0) = 0,
gdzie wielkoSci ky, k, sa pierwiastkami réwnania (7.4), dyskutowanymi w poprzed-
nim punkcie.

Rozwazmy te rozwiazania réwnania (8.3), ktdre cechuja sie¢ osobliwoscia

w punkcie § 1 zalezne sa od promienia r, odlegtoéci punktu x od punktu €. Roz-
wiazania te, ktére oznaczymy przez ¢*(r) speiniaja réwnania

Ak n—1 dp}
T

(8.49) +kip¥=0, a=1,2.

Tutaj n = 3 odnosi si¢ do zagadnienia tréjwymiarowego, n = 2 do zagadnienia
dwuwymiarowego. W réwnaniu (8.4) nie nalezy wykonywaé sumowania wzgledem
wskaznika a.

Ogéblne rozwigzanie réwnania (8.4) ma postac

n—2
5

Tutaj HD i H® sg funkcjami Hankela m-tego rzedu i pierwszego oraz drugiego
rodzaju.

(55) 7 0) =~ TABD(r) - BHP )], m =

3 Mechanika teoretyczna
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Dla n =3 (zatem dla m = 1/2) mamy

B =11 2 H@En=—i1/ 2 e
1/2\a ﬂka r > 1/2\e nka r » 94y
a rozwiagzaniem réwnania (8.4) staje si¢ funkcja

ihgr —lhgr

+B,

r r’

(8.6) @¥(r)=4, =) (x—&), j=1,2,3.

W przestrzeni nieograniczonej termosprezystej w rachubg wchodzi jedynie pierwszy
czlon réwnania (8.6), bowiem rozwigzanie

ik, r -9
.. e e ¢ r
Re [e""‘" ~—] = cosw(t—f),
r

¥ o

o
" Re(ky)’
przedstawia fale rozbiezna, rozchodzaca sig¢ z przyjeta faza od poczatkn uktadu
r = 0 do nieskonczonosci. Tylko to rozwigzanie ma sens fizyczny. Dla fali walco-
wej przy n =2 oraz m = 0 otrzymamy .

(8.7) @¥(ry= AHP(k r)+BHP (kor), 1r®=(x;—&)(x)—&), 1,j=1,2.

Tutaj w rachub¢ wchodzi dla oérodka nieograniczonego jedynie pierwszy czion
zwiazku (8.7), gdyz dia wielkich wartodci argumentu otrzymamy wyrazenie

(8.8) Re e~ H{V(k,r)) > ]/ 2

qrk,

190: =Im (ka)

Va

cos (k,r—— % ~—wt)[l+0(r—1)],

przedstawiajace falg‘rozbiez'nac rozprzestrzeniajaca siec w kierunku wzrastajacych r,

W wyrazeniu (8.8) symbol 0(r—%) oznacza taka wielkoé¢ x, ze stosunek x/r* po-
zostaje ograniczony przy r — co. Rozwiazania tu przedstawione: ¢”«/r, H®(k,r)
spelnia¢ powinny w nieskonczonosci tak zwane warunki wypromieniowania [38,
39 1 40]:

thyr ikyr )
n=3: ;F(e )—ika er = *0(?), 9,>0,
(8.9)

P
I J

"= 2: 5(1‘151)(/@,r))—ikaHél)(kar) =" O3, 9, >0, a=1,2.

Wzory te informuja o zachowaniu si¢ rozwigzan podstawowych w otoczeniu punktu
nieskoficzenie odleglego.

Jezeli rozwaza¢ bedziemy taka klase rozwiazan réwnan (8.3), ktére zachowywaé
si¢ beda w nieskoriczonosei w sposdb podobny jak rozwigzania podstawowe eik“r/r,
H{(k,r), to zadaé nalezy od funkcji @* = &¥@¥ spelienia w nieskoriczonosci
nastepujacych warunkdéw:

* .
I‘n =3: a;“ —ik, B = *C0(r?), 9, =0,
(8.10)
a(p: . ik, r
n=2: ot ik, Dk = O, 9,20, a=1,2.

ar
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Do tych warunkéw doda¢ nalezy jeszcze warunek o skonczonej wartodei funkeji
P¥=0(1) dla r— oo,
gdzie symbol 0(1) oznacza wielkos¢ dowolnie mata.

Podluzne fale kuliste uzyskuje si¢ jedynie przy szczegdlnym doborze zaburzen.
Powstaja one wskutek dzialania Zrédet ciepta i sit masowych pochodzenia po-
tencjalnego w ofrodku nieograniczonym jak i oérodku nieograniczonym z pustka
kulistg przy warunkach brzegowych cechujacych si¢ symetria wzgledem punktu.

Rozpatrzmy jeden z tych przypadkéw, mianowicie dziatania skupionego zrédta
ciepla Qge~"'8(r). Rozwigzanie réwnania (8.3) przyjmiemy w postaci

1 )
(8'11) O* = T (A1 e'klr"rAz_e”‘zr) )

gdzie state 4,, A, wyznaczymy z warunku, aby przeplyw ciepla przez powierzchnie
p *

kuli przy r — 0 byt réwny intensywnosci Zrddia ciepta, oraz aby uw} = dad; dla

r = 0 byto réwne zeru. W rezultacie otrzymuje sie dla funkcji @*, 6* nastepujgce

wzory [41] .
(8.12) @* = Eﬁ%——k?) {exp [—icu (t-vll)—ﬁ'lr]—cxp [—iw (t—— ;}rz)-ﬂzr]} ,

" = i | ews | o 1- )b -

—(k%—GZ)exp[—ico(z- vi)—ﬁlr]}.

Tutaj ¥, jest wspolczynnikiem tlumienia, v, predkoscia fazowa fali. Funkcje &,
0* sg ttumione, ulegaja dyspersji, spetniajg warunki wypromieniowania i wykazuja
osobliwo$é w punkcie r = 0.

Znajomo$¢ funkcji @* zezwala na wyznaczenie przemieszczenia promieniowego
1, = d@[or. Dla Q, = 1 wzory (3.12) staja si¢ funkcjami Greena dla potencjatu o*
i temperatury 0. Jesli dany jest rozktad zrddet Q(x, f) = Q*(x)e~**' w ograniczo-
nym obszarze Vi, to potencjal @* wyrazi sic wzorem

(8.13) PHx,0) = [ QHED*x,E, w)aV (E).

41

Dotad rozwiazano szereg przypadkdéw szczegdlnych odnoszacych sig do fal kulis-
tych. Odnosza si¢ one do dziatania centrum $ciskania w obszarze nieograniczonym
oraz do przestrzeni z pustka przy zalozeniu réznych warunkdw brzegowych, cechu-
Jjacych sig symetrig kulista [41 i 38).

Dla fal kulistych opracowano szereg twierdzen, ktére mozna traktowaé jako
rozszerzenie twierdzenia Helmholtza dla elastokinetyki i analogicznego twierdzenia
teorii przewodnictwa cieplnego na zagadnienia termosprezystosci [31]. Istota tego
twierdzenia jest nastgpujaca. Dany jest uklad réwnan

(8.14) (Vtodut—mv* =0,  (Vg)or+ L vir = o,

3*
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regularnych w rozpatrywanym obszarze B. Tutaj u* oznacza potencjat termo-
sprezystego przemieszczenia, a v* temperaturg. Wyeliminowanie z réwnan (8.14)
funkeji o* lub u* prowadzi do réwnania typu (8.3).

Mozna wykazaé, ze jeéli na brzegu 4 obszaru B dane sa funkcje u*, v*, du*/on,
2v*/on to funkcja v* w punkcie x € B przedstawi si¢ wzorem

619 0= [rE0 00 v E wueg,

A

v £qox { l(p*(g, x) é“a*nﬁ u*(E) _‘?3*(’5_")] dA(E), xeB.

m?
A

Tutaj funkcje 0%(x, §), @*(x, §) sa rozwiazaniami réwnan

(8.15) (V*+o?) D*—mb* =0, (V2+q)9*+% VD¥ = ~71¢— s(x—E), §eB,
gdzie

m
= daxn (k3—i2yr

1 (nzeikgr__ N eiklr)
45ty (k3—k3) oo

(8.16) ¥+

(eiklr_eikgr) , 0>(: —

n,=ki—0% a=1,2.
Dia x e £—B, gdzie ¢ jest cala przestrzenia, jest v*(x) = 0. Dla zagadnienia nie-
sprzezonego (¢ = 0), zatem dla teorii naprezen cieplnych, odpada druga calka
réownania (8.14). W rezultacie otrzymuje sie réwnanie

Wi\ enVi gt
617 o) = o f @ 2 (212 2O L, = rx,

¥ r

a wigc znane twierdzenie z teorii przewodnictwa cieplnego. Dla funkcji #*(x) otrzy-
muje sig nastgpujacy wzor:

819 w00 =x [ |00 28 o X sy

A

o [D%@*@x)a“;f) W) 2 (CF @*(E,x»]dA@), xeB,
. !

w*(x)=0, xeC—B.

We wzorze tym wprowadzono symbol [ 2 = V2+k3-+k3—0% Wzor (8.18) wyraza
funkcje w*(x) wewnatrz obszaru B za pomoca funkcji

w®, O g, 20O

na powierzchni 4. Przy przejéciu z termosprezystoéci do elastokinetyki otrzymuje
si¢ z (8.18) po szeregu przeksztalcen znane twierdzenie Helmholtza [42)

1 el oy* . 2 [ el
(8.19) wH(x) = Zﬁjf [W_%‘“ g;( )]dA(E), X € B,

0, jesli xeeg—B.
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Tutaj

172
o) = &%S, gdzie (¢, = (AS+Q2“S)

Fale walcowe powsta¢ moga w przypadku liniowego Zrédia ciepta lub tez linio-
wego centrum S$ciskania badz tez w nieograniczonym o$rodku termosprezystym
z pustka walcowa, na ktérej brzegu wystepuje ogrzanie, ciSnienie lub odksztatcenie,
rozlozone w sposob osiowo-symetryczny.

Z licznych rozwigzan [38, 41, 43] podamy tu tylko wynik koncowy odnoszacy
o(r)

sie do liniowego Zrédia ciepla Q(r, f) = Q e~ ™" o T (2-Fxdye,

Dla amplitud potencjalu termosprezystego przemieszezenia i dla temperatury
otrzymuje si¢ nastgpujace wzory [41]:

@ = G U )~ H ),

4y (k3—k?)
(8.20)
0% = 43 (]gz()l i3 [(0®—k3) HO(kyr)—(02—k3) H{O(kor)).

Funkcje te speilniaja warunki wypromieniowania. Sa one tlumione i ulegaja dys-
persji.

9. Funkcje Greena dla nieograniczonego o§rodka termosprezystego. Osobliwe réwnanie calkowe
termosprezystosci
W poprzednim punkcie przedstawiono funkcje Greena dla punktowego i linio-
wego Zrédia ciepta. Spelniaja one réwnania

6'lj,_/ = —wzé’;‘t:
~ A A l
©.1) 0wt hi0+ Ll = —— 0(x—8).

Przez i, ) oznaczamy tu amplitudy przemieszczen i temperatury. Z kolei wyznaczyé
nalezy funkcje Greena dla sity skupionej. Niech w punkcie § obszaru nieograniczo-
nego dziala sifa skupiona X; = d(x—E)J, e, zwrdcona w kierunku osi x;.
Drziatanie tej sity wywota zardwno fale podtuzna jak i poprzeczne. Rozwiazaé na-
lezy uktad réwnan

0‘511.)1_— —w?ouN—d(x—E)dy,

9.2
) B+ 160+ L uf) = 0,

w ktérych przez of?, u™, 0® oznaczono amplitude naprezen, przemieszczen oraz
temperaturg wywolang dziataniem sily skupionej, dziatajacej w punkcie § i zwrdconej
w kierunku osi x,. Uklad réwnan (9.2) zastapié mozna uktadem réwnan falowych

9.3) (V2D (VI DD = — :_z(va o),
1

(9.4) (Vi) pi) = —l—xu i=1,2,3.
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Réwnania te wynikaja z réwnan (9.2) przy zalozeniu, ze

9.5) D = grad @M 4rotp®; X = o(grad d--roty).
Amplitude sit masowych wyznaczamy ze wzorow [44]

Hx) = ——fX(x) -grad, (( ))dV(x)
(9.6) :

x(x) = ———fX(x)Xglad (( ))a’V(x)

Dla rozwazanego tu przypadku sity skupionej, zwrdconej w kierunku osi x,
otrzymuje sie

1 (1 1 1 1 1
0=ggily] meo wmgal) mm—agelr)

Z rozwiazania réwnan (9.4) otrzymamy

1 1
(9;6) P = 0, Yo = W 33F0(l‘, CU), Y3 = '—W 32F0(I‘, CU),

gdzie
Fir, 0) = (@7=1), = (&) (a—8), i=1,2,3.

Z rozwigzania réwnania (9.3) przy uwzglednieniu faktu, ze funkcja @M odznacza
si¢ osiowa symetria wzgledem osi x;, otrzymuje si¢ [44 i 45]:

gdzie
F(l‘ U)) = Aljl_AZIZ'—IO',
(Ui—g)o* k—go* 1 e
A= K2 (k2 —k2)’ A = KEGE—kgy " Iy=—= F=12
Temperature 6 wyznacza sie ze wzoru
1 1
M) — (V2 yp) L~
9.8) 6 p (V2+a¥) D I—cfm D
Wykorzystujac wzdr (9, 5) i (9.8) otrzymamy
1 eirr
= ____ - —_— 8
(9.9) uj 47”9 5 010,[F(r, w)—Fo(r, o)+ drmock d;; P
9.10) 00 = I OL(, )L, o).

dmomct (ki— —k3Hr
Funkcje te maja osobliwo$¢ w punkcie § i speiniaja warunki wypromieniowania
w nieskonczonoéci. Jesli sita skupiona dziala w kierunku osi x;, to otrzymamy naste-
pujace wyrazenie dla tensora przemieszczeniowego Greena u oraz temperatury 0%

1 .
(911) ll:;: = —W {3j3S[F(l', w)——Fo(r, w)]—‘cz(sjse"’”},

gqe .
12 R L )Ll _
(9 l ) 0 4739”70%(1(%_'/(%) as[ll(l £l (,O) IZ(’ » CU)], _]’ s 17 23 3
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Z otrzymanych rozwiazan dla sity skupionej uzyskac¢ mozna dalsze osobliwosci, wy-
razenia S, 0° dla sily podwdjnej, dla momentu skupionego oraz dla centrum $ciskania.

Dla zagadnienia dwuwymiarowego otrzymuje si¢ dla sily skupionej i zwrdconej
w kierunku osi x,, nastgpujace funkcje Greena [46]:

(9.13) ui=— io_"w_z {8,014, H§V(feyr)— AzH{,l)(/czr)——1-131)(6;.)]_1251.? H{V(er)),

s qéi Wl Y HO (e
9.149) . 0‘ 40mcl(/€1 /Cz) Os[Hg (keyr)— H ey 1)),

= (x;—§) (=€), Jj,s=1,2.
Znajomo$¢ funkceji przemieszczeniowych i temperatury dla dziafania skupionego
Zrédta ciepta i sily skupionej zezwala na skonstruowanie metody calkowania réwnan
termosprezystosci dla ciata ograniczonego [31].
Wprowadzimy analogiczne do potencjatéw elastokinetyki [39] potencjaly po-
wierzchniowe termosprezyste

V.0 =2 [ ZOn@EE 020 [ @ p®6E 0,
(9.15) = #
Ve =2 ] r@vE®+ 2 J @@ .

Tutaj ¢ = ¢ (8), v () sq meznanyml gestosciami powierzchniowymi odpowiedniej
regularnosci. Funkcje #, 0 ui, 0° sa funkcjami Greena, spelniajacymi réwnania
(9.1) 1 (9.2), funkcjami znanymi. Termosprezystym potencjatem warstwy podwdjnej
nazywa si¢ uklad

Wy =2 f O ERE, 0+2a f EpH e,

(9.16)
W) =2 f z@pe 2E0 2 (oo
z

Wprowadzono tu oznaczenia
Pi(€, x) = [2uei;+(Auy, ,—y8%)dyln;,
PE, x) = [2/43,‘1-—1—(1&,,,,,——)/0)(5“]71]-
Wreszcie wykorzystywa¢ mozna potencjat termosprezysty, bedacy kombinacja
potencjaléw warstwy pojedynczej i podwdjnej

M =2 | EOu@RE 92 [ EOYOE Y,

9.17) . ,

M =2 [ aZ®pOIE 0+~ [ EOPEHE .
P P .

Wykazuje sig, ze potencjaly Vy(x), V(x) sq funkcjami ciggtymi punktéw xe .
Natomiast potencjaty warstwy podwdinej W (x), W(x) wykazuja nieciaglo$é na tej
powierzchni. Mamy bowiem

WP(E) = —¢E+W(By), WIE) = —p(Ey)+W (),

O o) = pE)t W), WOE = p(En)+ W(Ey.
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Funkcje W(&y), W (E,) oraz W (E,) oznaczaja kolejno granice wektora W, ()
dla § - E,e 2 po powierzchni X, W (E) dla § - E,€ X od wnetrza obszaru V
oraz W (E) dla § - E, € 2 przy § € E—V. Wykazuje sig, ze pierwsza calka po-
wierzchniowa we wzorach (9.16) przedstawia funkcje nieciggla, druga funkcje
ciagta.

Wprowadzmy dalej oznaczenia

lv)i(x) = [2#V(z, ,])‘I')'(Vk, k—yV)6i1]71j(x) ’

9.19) 6(x) = V inl(x),

gdzie V, V przedstawione sa wzorami (9.15). Mozna wykazaé, ze

PUEY) = puE)+ P, 0DV(Ey) = p(En) O (Ey),
POE) = —@uE)+huEo),  09(E) = —p(E)+0(Ey).

Potencjaly termosprezyste (9.15)-(9.17) oraz relacje dotyczace nieciaglosci tych
potencjatéw pozwalaja na redukcje podstawowych zagadnien brzegowych do
rozwigzania ukladu osobliwych réwnan catkowych.

Rozpatrzmy przypadek danych na brzegu 2 przemieszezed u,(§y) = 1, (E,) oraz
temperatury 6(§,) = g(§,). Rozwiazania zagadnienia poszukuje sic w postaci
potencjatu warstwy podwdjnej (9.16), przyjmujac

Us(x) = Wi(x), 0(x) = W(x).

(9.20)

Yatwo sprawdzimy, ze funkcje Us(x), 0(x) spelniaja réwnania

9.21) LyUc—y3,0 =0, (V2+q)0+’—i—akuk —0, xeV,
gdzie
Lsk = (Auapap—{— (029)65'&:_}"(2"' lu)a.\ak

Biorac pod uwage zwiazki (9.18) dla funkceji ¢, (), v(E) otrzymuje sie nastepujacy
uktad sprzezonych réwnan catkowych:

029 7,602 [ R ORE &2 [aZ@pEe TS 1),
z z

w2 [ 2@y 52 2 (i@ 5 = o).
z P

Réwnania te maja postaé osobliwych réwnarn catkowych drugiego rodzaju, a catki
w nich wyst¢pujace nalezy rozumieé w sensie wartosci gtéwnych. Jesli na brzegu X
dane sa przemieszczenia u;(§y) = f;(§,) oraz przeplyw ciepta 00/dnlz—¢, = S (&),
to rozwigzania poszukiwaé bedziemy w postaci

Us(x) = M‘,(X), O(X) = M(X), xeV,
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gdzie funkcje M, M sa dane wzorami (9.17). Sprawdzimy tatwo, ze wewnatrz
obszaru V spelnione sa réwnania (9.21), a niewiadome gestosci spelniaja uktad
réwnan osobliwych calkowych

023) 0802 | ZONOMNE, -2 | dZQIE, &) = £,

pE)+2 f EQypE 5, 2 f =One2E _ s,

gdzie

205, &) _
an, _,50 8/ .

Analogicznie zdefiniowana jest wielko§é dp(E, E,)/dn,. Zauwazmy wreszcie, Ze jesli
na 2 dane jest obciazenie p; = p;(§;) oraz strumien ciepla S = S(E,), to rozwia-
zania nalezy poszukiwaé przy uzyciu potencjaléw warstwy pojedynczej Vi, (x),
+ V(x). Badanie istnienia i jednoznaczno$ci otrzymanych osobliwych réwnan prze-
prowadza si¢ w podobny sposéb, jak to ma miejsce w elastodynamice. Przedsta-
wione tu uklady réwnan catkowych osobliwych zawierajg w sobie przypadki
szczegblne, odnoszace si¢ do teorii naprezen cieplnych, teorii przewodnictwa
cieplnego oraz elastodynamiki.

Réwnolegle z rozwojem ogdlnej teorii propagacii fal termosprezystych, harmonicz-
nie zmieniajacych si¢ w czasie, rozwiazano szereg zagadniefi szczegétowych, dopro-
wadzajgc je do postaci przydatnej do dyskusji. Przewaznie sg to zagadnienia typowe
dla elastokinetyki klasycznej, ktére w ramach termosprezystosci doznaly rozsze-
rzenia i uogdlnienia. Sporo uwagi poswigcono falom powierzchniowym. Zagadnie-
nic to dyskutowane bylo najpierw w pracy F. J. LOoCKETTA [47], a pdZniej w sposob
szerszy i bardziej wnikliwy w pracy P. CHapwickA i D. W. WINDLE’A [49].

Przy wyprowadzeniu fal powierzchniowych w ptaskim stanie odksztalcenia
wychodzi si¢ z réwnan falowych (dla fali podtuznej i poprzecznej) oraz réownania
przewodnictwa cieplnego. Fala posuwa sig rownolegle do plaszczyzny ograniczajace;
polprzestrzen i zanika wraz z glgbokoéceig. Przyjmuje sig, ze w plaszczyznie ograni-
czajace] poélprzestrzen zanikaja naprezenia i temperatura wzglgdnie naprezenia
1 przeptyw ciepla. Z wyznacznika uktadu réwnan wyrazajacych jednorodne warunki
brzegowe otrzymuje si¢ réwnanie algebraiczne trzeciego stopnia o zespolonych
wspdlczynnikach. Jeden z pierwiastkéw tego rownania, speiniajacy przepisane
nieréwnosci, daje predkosé fazowa fali powierzchniowej. Okazuje sig, ze fala po-
wierzchniowa doznaje tlumienia oraz dyspersji, predkos¢ jej jest mniejsza od pred-
koéci fali podiuznej i poprzecznej.

W podobny sposdéb W. NowAck1 i M. Sokorowskl [51] zbadali propagacje fali
harmonicznej w warstwie termospre¢zystej. Rozpatrzono tu tak symetryczna jak
i antysymetryczng (fala gietna) postaé fali i to przy dwu warunkach termicznych
na brzegu: 0 =0 oraz 0, = 0. Ze wzgledu na malo§¢ parametru e, charakteryzu-
Jacego oérodek termosprezysty, podano rozwiazanie przyblizone réwnania prze-
stgpnego stosujac metode perturbacji.

gdy xel.
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Propagacja fal harmonicznych w nieskoficzonym walcu kotowym i w rurze grubo-
$ciennej zajal si¢ F.J. LockerT [50] podajac przynalezne do tego zagadnienia
roéwnania przestgpne. J. IGNACczax i W. Nowacki [52] rozpatrzyli drgania wymu-
szone walca nieskonczonego o przekroju prostokatnym. Przyczyna wymuszajaca
drgania byly tu ogrzania powierzchni walca oraz dzialanie zrédet ciepta. W pracy
[53] ci sami autorzy podali metode oraz rozwigzanie zagadnienia drgan wymuszo-
nych podtuznych. tarcz i drgan gietnych plyt, wywotanych dzialaniem obciazed
i ogrzania. Analogicznym zagadnieniom po§wigcona jest praca P. CHADWICKA [54].

Dalszym zagadnieniem rozwigzanym, to propagacja fali ptaskiej termosprezystej
w nieograniczonym ofrodku z pustka kulista i walcowa [40]. Chodzi tu o rzecz
nastepujaca. Plaska fala wywolana dziataniem ptaskiego Zrédia ciepla posuwa sie
w przestrzeni nieograniczonej i natrafia na pustke kulista lub walcowa. Obmywajac
t¢ pustke pole temperatury doznaje zaburzenia, w otoczeniu pustki nastepuje
spigtrzenie temperatury i naprezen. Uzyskano tu rozwigzanie cze$ciowe w postaci
zamknigtej oraz rozwigzanie resztkowe, wyrazajace sie nieskoriczonym ukiadem
réwnan algebraicznych o zespolonych wspotezynnikach.

Spora grupa rozwiazan odnosi si¢ do tzw. zagadnienia Lamba elastokinetyki
klasycznej. Chodzi tu o rozpatrzenie wpltywu obcjazed i ogrzan dzialajacych na
poiprzestrzen termosprezysta. Rozwiazano tu dwa typowe zagadnienia, miano-
wicie gdy obciazenie czy tez ogrzanie jest osiowo symetryczne oraz gdy obciazenie
i ogrzanie wywoluje ptaski stan odksztalcenia [43]. Z tymi zagadnieniami spokre-
wnione sa dalsze, dotyczace dziatania Zrédet ciepta (skupionego i liniowego) w pot-
przestrzeni sprezystej [41]. Jednak rozwigzania tej grupy maja jedynie charakter
formalny — dotad nie udalo sig uzyska¢ nawet rozwigzan przyblizonych, przy-
datnych do dyskus;ji.

10. Zagadnienia aperiodyczne termosprezystosci

Wymieniona tu dziedzina badan jest najmniej rozwinigtym dzialem termosprezys-
tosci. Spowodowane to jest wielkimi trudno$ciami matematycznymi rozwigzania.

Przy rozwiazywaniu zagadnien aperiodycznych termosprezystosci stosowane sa
na ogdt trzy drogi. Pierwsza polega na wyeliminowaniu z réwnan rézniczkowych
termosprezystosci’

pg i+ (A, i+ X, = oti+v0
0

G.J'j——x‘ b—née = T

(10.1)

czasu ¢ przez wykonanie na tych réwnaniach transformacji Laplace’a wzglednie
transformacji Fouriera wzgledem czasu ¢. Pierwsza z wymienionych transformacji
jest najczeéciej stosowana ze wzgledu na obszerny zbidr transformacji odwrotnych.
Dokonujac zatem na (10.1) transformacji Laplace’a, okre§lonej zwigzkiem

LG, 0) = 0,0 = [ (u, e Pdr, p>0
; ’
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i zakladajac jednorodno$é warunkow poczatkowych uzyskamy z (10.1) nastepujace
przetransformowane réwnania:

l‘ﬁi,jj‘i‘(l‘i‘#)aj.ji‘i‘xfi = szﬁi“’r')fa,,-,
(10.2) B 0

D = —
0, jy— - O—npuj = ——.

Tutaj nieznane funkcje u;, f sa funkcjami polozenia x i parametru transformacji p.
Rozwigzanie rownan (10.2) nie nastrgeza dla wielu zadan szczegdlnych, wiekszych
trudnosci; sa one tego samego rzgdu jak w zagadnieniach drgan harmonicznie
zmiennych w czasie. Istotna trudno$¢ lezy tu w wykonaniu odwrotnej transformacji
Laplace’a na uzyskanych rozwiazaniach #(x, p), 6(x, p).

Druga droga rozwiazania polega na wykonaniu na réwnaniach (10.1) potréjnej
transformacji catkowej Fouriera wzgledem zmiennych x;. W ten sposéb doprowadza
sie réwnania (10.1) do ukladu réwnan roézniczkowych zwyczajnych, w ktorych
czas wystepuje jako zmienna niezalezna. Po rozwigzaniu tego réwnania wykonuje
si¢c odwrotng potrdjna transformacje Fouriera [56].

Trzecia droga chetnie stosowana dla przestrzeni i potprzestrzeni termosprezystej
polega na stosowaniu poczwérnej transformacji Fouriera. Ukfad réwnan (10.1)
sprowadza si¢ do ukladu czterech réwnan algebraicznych dla transformat u, 0.
Poczwérna transformacja odwrotna prowadzi tu do ostatecznego wyniku [65 1 66].

Kazda z tych drdég zwigzana jest z duzymi trudnoSciami matematycznymi; sg one
tak wielkie, ze dotad nie uzyskano zZadnego rozwigzania w postaci zamknietej.

Rozpatrzmy nieco szczegblowiej rownania falowe (3.9) i (3.11) wywodzace sig
z réwnafn (10.1), Jesli stosowaé pierwsza droge postepowania i na rdwnaniach
falowych wykonaé transformacj¢ Laplace’a przy zalozeniu jednorodnych warunkéw
brzégowych, to otrzymamy ukfad réwnan

2 — —
[(Vz_p_2) (Vz _fi) s_pv2]q§=_ﬂ _%(Vz_ﬂ)g,
c? x % ® c? %
AT 1 _
(10.3) (Vz—'g)'!plz —c—gxh

7 1 P\ = .
f=—|Vi—5|®, e=mpmx, i=1,2,3."
m ct
Réwnanie fali podtuznej przy Q = 0, ¥ = 0 przedstawi¢ mozemy w postaci
(10.4) (V2= (V2—23) D =0,

gdzie 1,, A, sa pierwiastkami réwnania bikwadratowego:
gy |2 L A
A Zp[c% - ” (14¢) |+ il 0.

Poniewaz pierwiastki tego réwnania

1 2 2.2 4,8
11,2=7{—‘Z—(1+6)+%i[(—f:(l+s)+%) = "’} }

Py
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wyrazaja sie w sposéb nader ztozony jako funkcje parametru p, to w1docznym sie
staje, Ze wykonanie odwrotnej transformacji Laplace’a na funkcjach @, 0 natrafia
na wielkie trudnoéci. Z koniecznosci zwrécic¢ si¢ trzeba do rozwiazan przyblizonych.
Na ogdt stosuje sie dwie drogi przyblizonego rozwiazania. Pierwsza polega na
wykorzystaniu faktu, ze wielko$¢ ¢ = nma jest mata (¢ € 1) i ze mozna ja traktowaé
jako maty parametr [36]. Przedstawiajac zatem funkcje @ i 0 szeregiem potegowym
wzgledem e&:

(10.5) @ = Gyt eByte2Byt ..., 0= 0p+ed+e0,t ...,

doprowadzimy réwnanie (10.3) do ukiadu réwnan

— - 1 —
DuDuBy = — 70— DiF,

10.6 _ —
( ) (D1CD2@1 = % Vzdjo,

gdzie
pZ
D= V=55, Dy = Vipf.
1

Dla temperatury 0 otrzymamy
- D, = ==
(10.7) 0 = 7(@0‘}‘8@1‘}‘8 @2—}‘ ...).

Przy Sto'sowaniu metody perturbacji wystarczy dla celéw praktycznych ograni-
czy¢ si¢ do dwu cztonéw szeregu (10.5).

Zauwazmy jeszcze, ze funkcje @, 0, odnosza sie do zagadnienia mesprzezonego

Inny wariant metody perturbacyjnej polega na rozwiazaniu réwnan (10.3),
anastgpnie na rozwinieciu funkcji zawierajacych wielkodci k, (e, p), k. (e, p) w szereg
potegowy wzgledem parametru ¢. Wariant ten z powodzeniem zostal zastosowany
przez R. B. HETNARSKIEGO [551 61] przy rozwiazywaniu szeregu zagadnien odnc-
szacych si¢ do przestrzeni i pdlprzestrzeni termosprezystej.

Druga droga rozwiazania przyblizonego polega na okreSleniu funkcji @, 0 dla
malych czaséw. Rozwigzania tego typu sa bardzo uzyteczne, gdyz istotna réznica
miedzy zagadnieniem dynamicznym i quasi-statycznym istnieje dla matych czasdw t.
Ze wzrostem czasu roznica ta zanika.

W mys$l twierdzenia ABELA

llmf(t) = lim p.L[f(#)],

D00

malym czasom odpowiadaja wielkie wartosci parametru p w transformatach La-
 place’a, Nalezy zatem w rozwiazaniach réwnan (10.2) czy tez réwnan (10.3) roz-
winaé wyrazenie zawierajace wielkosci k, (e, p), ky(e, p) wedhig poteg 1/p, zatrzy-
mujae kilka czlondéw tego rozwinigcia. Wykonanie odwrotnej transformacji Laplace’a
daje ostatecznie przyblizone rozwigzanie zadania.
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Prace dotyczace propagacji fal aperiodycznych sa nieliczne i odnosza sie do
ukladédw najprostszych, do przestrzeni i poélprzestrzeni sprezystej. I tak zagadnie-
niem dziatania chwilowego i ciaglego skupionego Zrédla ciepla w nieograniczonej
przestrzeni termosprezystej zajat sie R. B. HeTNARSKI [55 1 61] stosujac tak metode
perturbacji, jak i malych czaséw. Zagadnienie dziatania chwilowej i skupionej sity
dziatajacej w przestrzeni rozpatrzone bylo przez E. Sodsa [17]. Wplywem warunkow
poczatkowych na propagacje fal termosprezystych w przestrzeni nieograniczonej
zajal sig W. Nowackl [57].

Z przedstawionymi tu zagadnieniami spokrewnione jest zagadnienie wyznaczenia
pola odksztalcenia i temperatury wokot pustki kulistej w przestrzeni nieograniczonej.
Zagadnienie naglego obcigzenia brzegu ciala z pustka bylo przedmiotem dwu prac.
W pierwszej M. LESSEN [58] stosuje metode perturbacji, w drugiej P. CHADWICK
[36] przedstawia zastosowanie metody asymptotycznej dla matych czasdw.

Zagadnieniem naglego ogrzania brzegu ciala z pustka kulisty zajal sie G. A. Na-
RIBOLI [59] stosujac metode perturbacji. Z uzyskanych rozwiazan przyblizonych
wynika, ze fale termosprezyste doznaja dyspersji i tlumienia. Wplyw sprzezenia
pola odksztalcenia i temperatury jest nieznaczny. Rozwigzania iloSciowo niewiele
odbiegaja od rozwigzan otrzymanych w ramach teorii naprezeni cieplnych.

Drugim waznym problemem, ktéremu po$wigcono kilka prac, to propagacja
fali plaskiej w polprzestrzeni termosprezystej, wywolana naglym ogrzaniem ptasz-
czyzny ograniczajacej pOlprzestrzed. Chodzi tu o uogélnienie znanego z teorii
naprezen cieplnych «zagadnienia Danitowskiej». Problem ten podjat R. B. Her-
NARSKI [60 i 61] przy uzyciu metody perturbacyjnej oraz przy wykorzystaniu twier-
dzenia Abela dla malych czaséw. Ten sam problem podjeli B. A. BoLey i I. S. To-
LINS [62] oraz R. MUKI i S. BREUER [63]. Dziatanie ogrzania punktowego pdlprze-
strzeni termosprezyste] bylo przedmiotem pracy G. Pawir [64].

Propagacji fali podtuznej w polprzestrzeni sprezystej i w precie nieskoficzonym
1 péinieskoniczonym poéwiecone byly prace 1. N. SNEDDONA [37] oraz J. [GNACZAK A
[56]. W tej ostatniej pracy zastosowano najpierw transformacje Fouriera wzgledem
zmiennej miejsca 1 dalej rozwiazano rdwnanie rézniczkowe zwyczajne trzeciego
rzgdu wzgledem czasu. Rozwigzanie tego rdéwnania oraz wykonanie odwrotnej
transformacji Fouriera doprowadzito do ostateczuego wyniku. :

Na zakonczenie tego przegladu przedstawié¢ nalezy dalsze kierunki rozwojowe
termosprezystosci.

Wydaje sig, ze mozna oczekiwaé uzyskania dalszych ogdlnych twierdzer, stano-
wiacych vogdlnienie znanych twierdzen z elastodynamiki. Chodzi tu o uogdlnienie
twierdzen KIRCHHOFFA, WEBERA 1 VOLTERRY. Czyni sie réwniez proby [72] uzyskania
dalszych, obszerniejszych twierdzer wariacyjnych. Dalsze badania pdjda réwniez
w kierunku uwolnienia sie od ograniczenia matych odksztalcen, a wiec w kierunku
rozwijania nieliniowej geometrycznie termosprezystosci. Innym kierunkiem — to
odstapienie od ograniczenia [0/To| € 1, a wigc badania ciat o podwyZszonych
temperaturach, gdy wspdiczynniki termiczne i mechaniczne sg funkcjami tempera-
tury. Ostatnio zapoczatkowane zostaly badania w dziedzinie powiazania pola
odksztalcenia, temperatury oraz pola elektrycznego w piezoelektrykach [73, 74
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i 75]. Interesujacym jest réwniez zapoczatkowany kierunek magneto-termosprezy-
stoéci [76-81]. Chodzi tu o badanie pola odksztatcenia, pola temperatury oraz pola
elektrodynamicznego w przewodnikach elektrycznych w obecnoéci silnego, pier-
wotnego pola magnetycznego.
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Pesome

JIMHAMHYECKME BOIIPOCEI TEPMOYIIPYTOCTH

Toxnaj MOCBSIILAETCS Pa3BUTHIO CONPSDKEHHOH TEPMOYNPYTOCTH 32 IOCIENHEE HECSTHIIETHE.
Tlocne OGCY)KOEHHMSI TEPMOOMHAMNUECKHX OCHOB TEOPHM BBIBOJSITCSI OCHOBHBIE COOTHOLUIEHHS
1 auddepeHIManbHBIC YPABHEHWS TEPMOYNIPYTOCTH M AAIOTCS TJIABHbIE METOOBI HX DPELUCHMS.
QOCHOBHOE CoflepyKanue NaNbHEHIWK PAcCY)KIEHHIT COCTARNAIOT O0IMe SHEPreTUYecKe U Bapua-
IIMOHHBIE TCOPEMbI, TEOPEMBI O B3aHMHOCTH, & TAKXKE BBLITEKAIOWHE H3 HHX METOMbI MUTCrpU-
pPOBaHUs ypaBHEHMI TEpMOYNPYTocTH. B 3armouenue NpeACTaBlIeH BONPOC O PACHPOCTPAHEHHH
MOHOXPOMATHUECKNX ¥ AaMepPHOAMYECKNX BOJH M OOCYM(IAIOTCS IONyYeHHLIE B 3TOH 06sacTn
OeranbHbIe pe3yNLTaThI.

Summary’

DYNAMICAL PROBLEMS OF THERMOELASTICITY

The paper is devoted to the development of the coupled thermoelasticity during the last ten
years., After discussing the thermodynamical fundamentals of the theory, basic relations and the
differential equations of thermoelasticity have been derived, also the main methods of solution.
The central point of the further discussion consists in general theorems: energy theorems, varia-
tional principles, recjprocity theorems and consequently the method of integration of the equations
of thermoelasticity. Finally, the problem of the propagation of the monochromatic and aperiodic
waves has been presented and the main particular achievements in this field have been discussed.
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