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W  teoretycznych  rozwią zaniach  procesów  obróbki  plastycznej  metali,  mimo  że
każ dy  z  nich przebiega  z  okreś loną   prę dkoś cią,  przyjmuje  się , że  zarówno  siły bez-
wł adnoś ci  w  równaniach  równowagi,  jak  i  wzrost  oporu  plastycznego  przy  wię k-
szych  prę dkoś ciach  odkształ cania  są   pomijalnie  mał e.  W  wię kszoś ci  przypadków
praktycznych  takie  quasi- statyczne  podejś cie  nie  prowadzi  do  wię kszych  bł ę dów,
a  nawet jest w  peł ni  uzasadnione z uwagi  na  to, że z  koniecznoś ci w  rozwią zaniach
tych  przyjmuje  się   szereg  innych  założ eń  upraszczają cych.  Istnieje  jednak  szereg
przypadków,  w  których  pominię cie  efektów  dynamicznych  może  dać  bardzo  duże
bł ę dy.  Dotyczy  to  zwłaszcza  uwzglę dnienia  lepkoś ci  materiał u,  przejawiają cej
się   w  zależ noś ci  oporu  plastycznego  od  prę dkoś ci  odkształ cania.  Jak  wiadomo
[1]  dla  mię kkiej  stali  przy  prę dkoś ci  odkształ cania wię kszej  od  e =  100  sek.^1  gra-
nica  plastycznoś ci  na  rozcią ganie  ma  dwukrotnie  wię kszą   wartość  od  statycznej.
Ta  czułość metali na prę dkość  odkształ cania szczególnie  wzrasta  w  podwyż szonych
temperaturach,  w  jakich  czę sto  przebiegają   procesy  obróbki  plastycznej.  W  pro-
cesach  cią gnienia  cienkich  drutów,  blach  oraz  rur  o  małej  ś rednicy  prę dkoś ci  od-
kształ cania  osią gają   czę sto  bardzo  duże  wielkoś ci  i  ich  wpływ  na  opór  plastycz-
ny  materiału nie  może  być  pominię ty.  Znaczenie  praktyczne  ma  również  zbada-
nie  wpływu  nagł ych  zmian  prę dkoś ci  (szarpnię cia),  wywołanych  wadliwym  dzia-
ł aniem  lub  obsługą   cią garek.  Zwią zane  z  takim  szarpnię ciem  przyś pieszenia  mogą
prowadzić  do  zerwania  drutu  lub  rury.

Poniż ej  podano  rozwią zania  niektórych  procesów  cią gnienia  z  uwzglę dnieniem
zarówno  sił   bezwł adnoś ci, jak  i  efektów  prę dkoś ci  odkształ cania.  W  przypadku
cią gnienia  rury  uzyskano  rozwią zanie  ś cisłe  drogą   numerycznego  cał kowania.
D la  procesów  cią gnienia  blach  i  drutów  próby  ś cisłego  rozwią zania  zagadnienia
trafiają   na bardzo  duże  trudnoś ci. Z  tego  wzglę du w  celu  oceny efektów  dynamicz-
nych  i  wpł ywu  lepkoś ci  materiału  przedstawiono  przybliż one  rozwią zania: oparte
na  założ eniu  uproszczonego  schematu  odkształ cania  materiał u.  Założ enie  takie
pozwala  uzyskać  proste  rozwią zania  w  postaci  zamknię tej.

1.  Cią gnienie  rury  przez  stoż kową   matrycę

Rozpatrzmy  proces  cią gnienia  rury  o  począ tkowym  promieniu  r0  i  gruboś ci
ś cianki  h0  przez  stoż kową   matrycę   (rys.  1)  uwzglę dniając  wpływ  sil  bezwł adnoś ci.
Stan  naprę ż enia  w  ś ciance  rury  moż na  uważ ać  za'  bł onowy,  ponieważ  grubość
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ś cianki  jest  mała  w  porównaniu  z  pozostał ymi  wymiarami,  co  pozwala  pominąć
zmianę   naprę ż eń po  gruboś ci.  Nacisk p  pomię dzy  rurą   a  ś cianką   matrycy jest  bar-
dzo  mały  w  porównaniu  z  naprę ż eniami  i  może  być  pominię ty  w  warunku  pla-

h

r
Rys.  1

stycznoś ci.  W  każ dym  punkcie  należy  wyznaczyć  cztery  niewiadome:  naprę ż enie
wzdłuż  tworzą cej  ar,  naprę ż enie  obwodowe  at,  grubość  ś cianki  h  oraz  prę dkość
płynię cia  materiału wzdłuż  tworzą cej  v.

W równaniu ruchu elementarnej czą stki  materiału oprócz sił  wynikają cych  z  dzia-
ł ania  naprę ż eń  należy  uwzglę dnić  sił ę   bezwładnoś ci  przypadają cą   na  jednostkę
obję toś ci.  Siła  ta  równa  się

(1.1)
dv

gdzie  Q jest  gę stoś cią   materiał u, t —  czasem,  a r  — promieniem  rozpatrywanego
elementu  rury.  W  wyraż eniu  tym  zał oż ono,  że  prę dkość  pł ynię cia  zależy  również
od czasu, a wię c v  =   v(r,  t). Jest  to zwią zane  z moż liwoś cią   zmiany prę dkoś ci  cią g-
nienia  rury  w  przekroju  wyjś ciowym,  w  którym  vx  =   v^t).  Proces  jest  w  takim
przypadku  niestacjonarny  i  wszystkie  poszukiwane  wielkoś ci  są.  zależ ne  zarówno
od  promienia  r  jak  i  od  czasu.  Odpowiedni  ukł ad  równań  róż niczkowych  czą-
stkowych  ma  niepełną   liczbę   charakterystyk  rzeczywistych  i  jego  rozwią zanie  na-
potyka  bardzo  duże  trudnoś ci.  Z  tego  wzglę du  ograniczymy  się   do  zbadania  je-
dynie  stacjonarnego  przebiegu  procesu  cią gnienia  przyjmują c,  że  prę dkość  cią g-
nienia  w  przekroju  wyjś ciowym  nie  zmienia  się ,  a  wię c  v0  =  const.

W  takim przypadku  w  wyraż eniu  (1.1) na  sił ę  bezwładnoś ci znika pierwszy  czł on
dvjdt  w  nawiasie,  a  równanie  ruchu  przyjmuje  uproszczoną   postać

(1.2)
d(a,rU)  ,  /jr  J»  „

,  —ath  — Q —.— w - — =  0.
ar  •   sma  ar

W  równaniu  tym  pominię to  wpływ  tarcia  materiału  o  matrycę,  ponieważ  celem
naszym  jest  zbadanie  efektów  dynamicznych.  Zwracamy  uwagę,  że  siły  tarcia  mo -
gą   być  bez  ż adnych  trudnoś ci  uwzglę dnione  w  sposób  pokazany  w  pracy  H . W.
SWIFTA [2].

Warunek  plastycznoś ci  wyraża  się   równoś cią

(1.3)  o2

r~cr
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Chwilowo  przyjmiemy,  że  k  =  const,  a  wię c  że  granica  plastycznoś ci materiału
jest  niezależ na  od  stanu  odkształ cenia i  od  prę dkoś ci  odkształcenia. Dalej  omówi-
my  sposób  uwzglę dnienia  w  rozwią zaniu  zarówno zjawiska  wzmocnienia, jak  i czu-
łoś ci  materiału na  prę dkość  odkształ cania.

Dalszymi  równaniami  są:  zwią zek  mię dzy  prę dkoś cią   v  a  naprę ż eniami

n  A\  dv  _v  2ar  -   at
( L 4 )  1F~7  2at- ar'
oraz  warunek  nieś ciś liwoś ci  materiału

(1.5)  ^  + -   + T ^  = 0-
v  '  dr  r  h  dr

Z  równań  (1.4)  i  (1.5)  moż na  wyrugować  prę dkość  v.  W  wyniku  otrzymujemy
równanie

n  «\  Ś L-  h  ar +  a<
1  ;  dr  ~  r  ar- 2at'

Naprę ż enia przedstawimy  w  znany  sposób  za pomocą  jednej  funkcji a>

(1.7)  ar  =  2kcos\a)—^- \ ,  at  =  2fccos  co +   ?-   .
\   6/   \   6/

Jak wiadomo, wyraż enia  (1.7) spełniają   toż samoś ciowo  warunek plastycznoś ci  (1.3).
Za  pomocą   równania  (1.6)  moż na wyrugować  grubość  h z  równania  (1.2). Pod-

stawiając  nastę pnie wyraż enia  (1.7)  oraz wyraż enie  (1.4)  na  pochodną  dvjdr  otrzy-
mujemy  ostatecznie  równanie

3 +- T- - T-   I 2 COS  (CO — —I  — COS
.  „„ ,  1  k  sin a  |  \   6  '

dr  r

6/J

^ •   /   ATI  A*  /
2  sm  co — —  cos  a>  — - y  I  — 2  cos  co

\   6/ L  \   6/   \
6/J

Podstawiając  wyraż enia  (1.7)  do  równań  (1.4)  i  (1.6)  otrzymujemy  dwa  pozo-
stałe  równania

n\
2  COS  \ (D  TI   — COS CO

dv  v  \  6, - 6J
2  cos  w +  - r  I — cos  I co —  -

(1.9)  N

/   n\   ,  I   < n

COS  ft)  — - ;-   +   COS  CO +  —
art  A  \   6  /   \   6*   r «  /   , A  I   ™

2  cos I co  - [—̂ -1 — cos I co — -

Zagadnienie  zostało  wię c  sprowadzone  do  całkowania  typowego  ukł adu  rów-
nań  o  budowie

w'  =  ^ ( c o, w,  r ) ,  v'  =  F2(v,  co, r),  h'  =  Fz(h,  co,  r),
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2  warunkami  brzegowymi  (rys.  1)

2
CO  =  —  71

3  dla  r  =  r0  oraz  v  =  vx  dla  r  =   rx.

2
Warunek  co,Br% — - ą - n  wynika  z  zależ noś ci  (1.7)  po  podstawieniu  <sr =   0  i  a,=

=   — 2/c  dla  ;•  =   r0.  Ostatni  z  powyż szych  warunków  na  vr=n  jest  niedogodny
zarówno  dla  przebiegu  cał kowania,  jak  i  ze  wzglę du  na  zakres  waż noś ci  otrzy-
manych  wyników,  ponieważ  w  odróż nieniu  od  obu  pozostał ych  dotyczy  on  prze-
kroju  wyjś ciowego  rury.  Tak  postawione  zagadnienie  brzegowe  zmusza  do  za-
łoż enia  od  razu  wielkoś ci  obu  promieni  r0  i  rv  Jeż eli  jednak  jako  znaną   wielkość
przyjmiemy  prę dkość  ruchu  rury  przed  wejś ciem  w  matrycę,  a  wię c  vr=ro  =   v0,
to  dowolny  promień w  uzyskanych  zależ noś ciach  cfr(r),

  fft0')'  K r )  i  v(r)  może  być
uznany  za  promień  koń cowy  rv  Rozwią zanie  bę dzie  wię c  waż ne  dla  dowolnej  re-
dukcji  ś rednicy  (r0—'i)/ ''o  rury  o  począ tkowym  promieniu  r0.  Ostatecznie  wię c
przyjmiemy  warunki  brzegowe  w  postaci

2
(1.10)  co =   co0 =   - j- n,  h  =   h0  i  © =   va  d la  r  —  r0.

W  przypadku  koniecznoś ci  uzyskania  rozwią zania  dla  okreś lonej  prę dkoś ci  wt

moż na  je  otrzymać  drogą   interpolacji.

Ukł ad  równań  (1.8)  i  (1.9)  rozwią ż emy  metodą   kolejnych  przybliż eń  Picarda
(por.  np.  [3]) przyjmując  jako  pierwsze  przybliż enie  wartoś ci  brzegowe  poszukiwa-
nych  funkcji,  a  wię c

<%) 00  =   (0o,  fyi)   (r) =   h0,  va)  (r)  =   ®o •

Drugie  przybliż enie  otrzymamy  przez  cał kowanie  równań

o>(8) =   Fi((Oo, Wo, r)>  «(2) =   F2(v0,  m0,  r),  h'm  =  F3(h0,  cn0,  r),

gdzie  przez  Fu  F2,  F^ oznaczono funkcje  znajdują ce  się   po  prawych  stronach  rów-

nań  (1.8)  i  (1.9).  Podobnie  obliczenie  n- tego  przybliż enia  polega  na  cał kowaniu

równań

h{n)  =  Fi(hin_1),  co(„ _ , ) ;  r).

Przy  cał kowaniu  każ dego  z  przybliż eń  obowią zują   oczywiś cie  warunki  brze-
gowe  (1.10).  Zł oż oność  budowy  równań  (1.8)  i  (1.9)  powoduje,  że  cał kowanie
moż na  przeprowadzić  jedynie  w  sposób  numeryczny  metodą   róż nic  skoń czonych
dzieląc  całkowitą   róż nicę   promieni  ra—rx na  szereg  odpowiednio  mał ych skoń czo-
nych  przyrostów.  Zwracamy  uwagę,  że  procedurę   obliczania  kolejnych  przybliż eń
moż na  przeprowadzać  od  razu  do  koń ca  dla  każ dego  przyrostu  Ar.

Ukł ad równań  (1.8) i  (1.9) róż ni się   od odpowiedniego  ukł adu równań, w  którym
pominię to  siły  bezwładnoś ci,  jedynie  członem  zawierają cym  kwadrat  prę dkoś ci
v2  w  liczniku  prawej  strony  równania  (1.8). Równania  (1.9)  są   w  obu  przypadkach
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identyczne.  Zanalizujmy  poszczególne  czynniki  czł onu  bezwładnoś ciowego  w  rów-

naniu  (1.8).

Jak ł atwo sprawdzić, czynnik /? =  2 cos I co — - ?-1 — cos \a> + —  1 zawiera się  w  gra-
\   _ 6  /   \   61

nicach  j/ 3/ 2 <  |3 <  }/ i,   gdyż  0  >  at  >  — ]/ Jk,  gdzie  k  =  ffp,/ |/ 3.  A wię c o  rzę dzie
p  v2

wielkoś ci czł onu bezwładnoś ciowego  bę dzie decydować  czynnik - ~-  - ;—.Z ależ na od
iC  s in  oc

własnoś ci materiału wielkość p/ k wynosi  dla mię kkiej  stali  około  6,25- lCh9  sek.2/ cma

(fc«1270  kG / cm2),  a  dla  miedzi  2,25- 10-8  sek.2/ cm2  (/ c«400  kG/ cm2).  Widać
stą d,  że na  to,  aby  czł on  bezwładnoś ciowy  w  równaniu  (1.8)  miał   praktyczne
znaczenie w porównaniu z  liczbą   3,  wystę pują cą   obok  niego  w  liczniku,  prę dkość
cią gnienia  musi  być  rzę du  v  =  103- 104  cm/ sek.  (600- 6000  m/ min.).  Rzeczywiste
prę dkoś ci  cią gnienia  rur  na  cią garkach  nie  przekraczają   wielkoś ci  100  m/ min.
Przy  takiej  prę dkoś ci  przy  ką cie  a  =  15°  czł on  bezwładnoś ciowy  dla  miedzi  wy-
nosi  około  0,0025,  a  wię c  jest  pomijalnie  mał y.

Jako  przykł ad  liczbowy  obliczono  przypadek  cią gnienia  rury  miedzianej  przez
matrycę   o  ką cie  a.  =  15°  przy  dwóch  róż nych  prę dkoś ciach  na  wejś ciu  v0  =
=   600m/ min, i  1200 m/ min. N a rysunku  2  pokazano  zmianę   gruboś ci  ś cianki  prze-
cią gnię tej  rury w  zależ noś ci  od  stosunku  ś rednicy  koń cowej  dx  do  począ tkowej  d0.

A
1,16

1,12

1,08

1,04

-

/

: /

\   \

— — i — i — i  i  —

0,9 0,8 0,7

Rys.  2

0,6 0,5  0,4  djdo

Przejdź my  obecnie  do  zbadania  wpływu  lepkoś ci  materiału na  przebieg  procesu
cią gnienia  rury.  Jak  już  wspomniano  we  wstę pie  metale  w  podwyż szonej  tempera-
turze  wykazują   znaczny  wzrost  oporu  plastycznego  w  miarę   zwię kszania  prę dko-
ś ci  odkształ cania.  Wł asność  tę   wykazują   również  wyraź nie  niektóre  metale,  na
przykł ad  mię kka  stal,  w  temperaturze  pokojowej.  Wszystkie  znane  z  literatury
dane  doś wiadczalne  (por. np. [4,5]) dotyczą   próby  jednoosiowego  rozcią gania  z  du-
ż ymi  prę dkoś ciami.  Uwzglę dnienie  efektu  czułoś ci materiału na  prę dkość odkształ-
cania  w  obliczeniach  procesów,  w  których  stan  naprę ż enia jest  złoż ony, wymaga
przyję cia  pewnej  hipotezy  pozwalają cej  uogólnić  wyniki  uzyskane  z  próby  jedno-
osiowego  rozcią gania  na  dowolny  stan  naprę ż enia.  Jedną   z  najprostszych  hipo-
tez  jest  założ enie, że  powierzchnia  plastycznoś ci  Hubera- Misesa tf; =   const,  uzy-
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skana  z  doś wiadczeń  z  małymi  prę dkoś ciami,  ulega  w  miarę   zwię kszania  inten-
sywnoś ci  prę dkoś ci  odkształ cania  e(  równomiernemu  rozszerzeniu.  Odpowiada  to
przyję ciu  zależ noś ci  okreś lają cej  osią gnię cie  stanu  plastycznego  w  postaci  at  =
=   o^e,).  Zależ ność  tę   dla  mię kkiej  stali  w  normalnej  temperaturze  przedstawia
rys.  3, otrzymany przez zmianę  współ rzę dnych w  odpowiednim wykresie  dla jedno-
osiowego  rozcią gania,  uzyskanym  przez  D. S.  CLARKA  i  P. E.  D U WEZA  [1].  Wa-
runek  plastycznoś ci  bę dzie  miał   teraz  postać
(1.11)  a*r- crrat  + a* =  ?,k\^,

gdzie  wielkość  k,  równa  granicy  plastycznoś ci  na  ś cinanie,  jest  teraz  oczywiś cie
zależ na  od prę dkoś ci  odkształ cania. Pamię tają c,  że  przy  czystym  ś cinaniu  k  — o1;,
otrzymamy  dla  poszczególnych  intensywnoś ci  e(  odpowiednią   wartość  /c(ef)  bez-
poś rednio  z  rys.  3.

Rys.  3

Założ ymy, że analogicznie jak w  teorii plastycznego  pł ynię cia wektory  przyrostów
odkształ cenia  są   zwrócone  w  kierunku  normalnym  do  chwilowej  powierzchni
plastycznoś ci,  okreś lonej  dowolną   wartoś cią   et.  Wobec  tego  zwią zek  (1.4)  mię dzy
prę dkoś cią   płynię cia  v  a  naprę ż eniami  nie  ulegnie  zmianie.  Również  bez  zmiany
pozostanie  warunek  nieś ciś liwoś ci  (1.5).

Ograniczając  nasze  rozważ ania  do  prę dkoś ci  cią gnienia  stosowanych  w  prak-
tyce  fa  <  100  m/ min.)  pominiemy  człony  bezwładnoś ciowe  w  równaniu  (1.2).
Jak  bowiem  poprzednio  stwierdzono  przy  mał ych  prę dkoś ciach  człony  te  są   po-
mijalnie  małe.  Mamy  wię c

(1.12)
dr

Zagadnienie  rozwią ż emy  metodą   kolejnych  przybliż eń.  Metoda  ta  była  już  po-
przednio  zastosowana  przy  uwzglę dnianiu  wzmocnienia  materiału  [6].  W  pierw-
szym  przybliż eniu  przyjmiemy,  że  wielkość  stałej  k  nie  zmienia  się   wzdłuż promie-
nia  ?•, a  wię c  k — fe0 =  const. Nastę pnie  po  wyznaczeniu  prę dkoś ci  pł ynię cia ma-
teriału  w  każ dym  punkcie  znajdziemy  poszczególne  skł adowe  prę dkoś ci  odkształ-
cenia  ze  wzorów

(1.13)
dv  .

e, =  —  sin a, e, =  — sin  a, =  - er



WP Ł YW  DYN AMIK I  W  PROCESIE  CIĄ GNIENIA  METALI  55

z  kolei  intensywność  prę dkoś ci  odkształ cenia

(1.14)  « ł / j  ?  śD

i  wreszcie  z  rys. 3  wartość  k(st) w  każ dym  punkcie.  Tak wyznaczona  zależ ność

stałej  k  od promienia  r  stanowi  punkt  wyjś cia  dla obliczenia  drugiego  przybli-

ż enia.  W  warunku  (1.11)  moż emy  bowiem  przyją ć,  że prawa  strona  jest  znaną

funkcją   współ rzę dnej  r

(1.15)  e2

r- oFat  +  o? =  3ki(r).

Rugując  jak poprzednio h z  równania  (1.12)  oraz  podstawiając  wyraż enia  (1.7),
spełniają ce  toż samoś ciowo  warunek  (1.15), otrzymujemy  ostatecznie równanie  zjed-
na  niewiadomą   funkcją   co

„   . ..  id)  1  3  ,  /   n:\dlnk
<1.16)  —3— =   - .  r- =   ;  r  ;  r r̂ +  Ctg la)  — - 7-  \~j—  .

2  sin  c o ——  cos  c o ——  — 2 c o s c o +—  v  '

\   6 / L  \   6/   \   6/J
Całkując  numerycznie  równanie  (1.16)  oraz  nastę pnie  równanie  (1.4) z warunka-

mi  brzegowymi  (1.10)  otrzymujemy  nowy  rozkł ad prę dkoś ci  v  wzdłuż promienia.
Pozwala  to obliczyć  nastę pne przybliż enie  intensywnoś ci  e, dla każ dego  r za pomocą
wzorów  (1.13) i  (1.14), a nastę pnie z rys. 3 nową   zależ ność k{r).  Teraz w identyczny
sposób  moż emy obliczyć  trzecie przybliż enie  itd. Czynnoś ci te przerywamy,  gdy  dwa
kolejne  przybliż enia  są   wystarczają co  bliskie.  W praktyce  róż nica  mię dzy  drugim
i  trzecim przybliż eniem  jest  mniejsza  od 3%. Tak  wię c  drugie  przybliż enie  jest dla
celów  praktycznych  wystarczają co  dokł adne.

Ocenę, kiedy  w  przypadku cią gnienia  rur stalowych  na zimno  lepkość materiału

może  mieć istotny  wpływ,  moż na przeprowadzić w bardzo  prosty  sposób.  Jak  wia-

domo, przy cią gnieniu  rur zmiana gruboś ci  ś cianki nie przekracza  15%.  Moż na  wię c

w  przybliż eniu  zał oż yć, że prę dkość  cią gnienia  w  dowolnym  przekroju  równa się

v  ta ro1r1\ r. Z zależ noś ci  (1.13)  i  (1.14) wynika,  że intensywność  prę dkoś ci odkształ-

cenia równa się  e, w - ^-i sin ot. Osią ga ona najwię kszą   wartość kl  «  — sin a. w prze-

kroju  wyjś ciowym  (r = r2) . Z wyraż enia  tego  wynika,  że nawet przy normalnie sto-
sowanych  prę dkoś ciach  cią gnienia  ( ~ 20 m/min) intensywność prę dkoś ci odkształ-
cenia osią ga  bardzo duże wartoś ci w przypadku cią gnienia  rurek o małej ś rednicy. N a
przykł ad dla vx ~  20 m/ min. it\—  1 mm otrzymujemy  przy  ką cie a = 15° wielkość
et  — 86,5 sek.-1. Jak widać z rys.  3 przy  takiej  prę dkoś ci  odkształ cenia opór plas-
tyczny  stali  wzrasta  ponad  dwukrotnie,  a wię c  efekt  lepkoś ci  nie rnoże być  pomi-
nię ty  w  rozwią zaniu.

2.  Cią gnienie  blach  i  pł askowników

Istnieją ca  teoria  cią gnienia  przez  klinową   matrycę   [7,8]  została opracowana dla
płaskiego stanu  odkształ cenia z pominię ciem wzmocnienia i lepkoś ci  materiału oraz
efektów ^dynamicznych.  Uwzglę dnienie  tych  zjawisk  w rozwią zaniu  napotyka  duże
trudnoś ci  matematyczne.
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Równania ruchu w dowolnie obranym układzie współ rzę dnych  prostoką tnych  x,  y

mają   postać

dax  drxy  (dvx  t  dvx  x  dv,

dx  dv
(2.1)

gdzie ax,  <ty, xxy  są   normalnie stosowanymi  oznaczeniami naprę ż eń, a vx  i vy  prę dkoś-
ciami pł ynię cia materiału odpowiednio w kierunku xi  y.  G ę stość materiału oznaczo-
no  jak  poprzednio przez  Q. Wyraż enia  w  nawiasach  oznaczają   cał kowite  przyś pie-
szenie  czą stki  materiał u, obliczane jako  suma pochodnej  lokalnej  i pochodnej  kon-
wekcyjnej  odpowiedniej  składowej  prę dkoś ci.  W  przypadku  procesu  stacjonarnego,,
gdy  prę dkość  cią gnienia  materiału w  przekroju  wyjś ciowym  jest  stał a,  pochodne
wzglę dem  czasu  t  znikają.

Równania  (2.1) wraz  z  warunkami  plastycznego  pł ynię cia  Levy'ego- Misesa

(22)  dv*   1  - -  dVy  1  =   (dVx  I   8 \

8x  ax  —  oy  dy  Gy — ax  \  8y  dx  )  Axxy

i  warunkiem  plastycznoś ci

(2.3)  (ff»- a,)ł  + 4^, - 4**

tworzą   ukł ad pię ciu równań z pię cioma poszukiwanymi  funkcjami  ax,  & y,  %xy,  vx  i  vy*
Niestety  ukł adu  tego  nie  udaje  się   rozwią zać  nawet  dla  procesu  stacjonarnego

i  przy  pominię ciu efektów  wzmocnienia  i  lepkoś ci  materiał u. W  szczególnym  przy-
padku dynamicznego wciskania  stempla w  oś rodek plastyczny  A.  J. M.  SPENCER [9],
uzyskał  rozwią zanie przybliż one metodą  perturbacji.  Rozwią zanie  dynamiczne otrzy-
muje  się   jako  perturbację   znanego  rozwią zania  quasi- statycznego.  SPENCER  nie
uwzglę dniał   wzmocnienia  i  lepkoś ci  i  nie  rozpatrywał   innych  zagadnień  dynamicz-
nych  w  płaskim  stanie  odkształ cenia.

Ocenę  wpływu  efektu  lepkoś ci  i  sił  bezwładnoś ci przy  cią gnieniu  blachy przepro-
wadzimy  w  sposób  przybliż ony,  zakładając  walcowy  przepł yw  materiału przez  ma-
trycę .  Uproszczenie  takie  stosowane  z  pominię ciem  efektów  dynamicznych  i  lep-
koś ci  w  obliczeniach  praktycznych  [10] daje  bardzo  dobre  przybliż enie  w  przypad-
kach, gdy  ką t  a matrycy jest niewielki,  a redukcja  gruboś ci  blachy  dostatecznie du-
ż a.  Zagadnienie  to  zostało  wyczerpują co  zbadane  przez  R.  H ILL A  [7].

Przyjmijmy  biegunowy  ukł ad  współ rzę dnych  r&  ze  ś rodkiem  O  w  punkcie  prze-
cię cia  przedłuż eń  obu  ś cian  matrycy  (rys.  4).  Zagadnienie  rozpatrzymy  dla  naj-
bardziej  ogólnego  przypadku  procesu  niestacjonarnego,  gdy  prę dkość  cią gnienia
w  przekroju  wyjś ciowym  jest  zmienna w  czasie,  a wię c vx  =   v- fy). Pozwoli  to  zana-
lizować  wpływ  nagłych zmian prę dkoś ci  cią gnienia  (szarpnię ć) na przebieg  procesu.
Zgodnie  z przyję tym  założ eniem o walcowym  pł ynię ciu materiału wszystkie  poszu-
kiwane  wielkoś ci  bę dą   funkcjami  tylko  promienia  ;•  i  czasu  t.  W  każ dym  punkcie
należy  wyznaczyć  trzy  niewiadome:  naprę ż enie  promieniowe  ór(r,  t),  naprę ż enie
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obwodowe cs( r ,  t), oraz promieniową   prę dkość pł ynię cia v(r,  t). Pozostałe składowe
naprę ż enia  T r S  i  prę dkoś ci  v&  są   równe  zeru.

Ukł ad  trzech  równań  tworzą :
równanie  ruchu

8ar  o$  — o*  I   dv
(2.4) —  Q dt+VTr = 0 ,

dr  r

warunek  nieś ciś liwoś ci  materiału

(2.5)  ~  + ~-  = 0v  dr  r

oraz  warunek  plastycznoś ci
(2.6)  or—  ffj>  =  2/ c ,

w  którym  chwilowo  pominiemy  wzmocnienie  i  lepkość  (k  =  const). Zgodnie z  wa-

runkiem  plastycznoś ci  Hubera- Misesa  granica  plastycznoś ci  na  ś cinanie  równa  się

k  =  tfjji/ j/ 3,  gdzie cfpi oznacza  granicę   plastycznoś ci  materiału przy  jednoosiowym

rozcią ganiu.

Rys.  4

Rozkł ad  prę dkoś ci  pł ynię cia otrzymamy  przez  scał kowanie  równania  (2.5)  z  wa-
runkiem  brzegowym  vrmfl  =  — vx(t).  Wynika  stąd  zależ ność

Po  podstawieniu  zależ noś ci  (2.7)  i  (2.6)  do  równania  ruchu  (2.4)  otrzymujemy
równanie  róż niczkowe  zwyczajne  z  jedną   niewiadomą   funkcją   ar.  Równanie  to
daje  się   scał kować w elementarny  sposób,  ale  trudnoś ci  sprawia  wyznaczenie  stałej
cał kowania.  Jeż eli  bowiem  przed  wejś ciem  w  matrycę   znajduje  się   znaczna  dł u-
gość cią gnionej  blachy  o  masie  M  na  jednostkę   szerokoś ci,  to  przy  nagłej  zmianie
prę dkoś ci w przekroju  wyjś ciowym,  okreś lonej  przyś pieszeniem  do^dt,  doznaje  ona

również  przyś pieszenia  równego  —  —- ,  co  wynika  z  zależ noś ci  (2.7).  D la  nada-
no  at

nia  masie M  takiego  przyś pieszenia  musi  na  nią   działać w  przekroju  wejś ciowym

matrycy  (r ~  r0)  naprę ż enie  ar  =   - =  —  - ~.  Przy  duż ej  długoś ci  blachy  przed

matrycą   wielkość  tego  naprę ż enia  może  być  znaczna. W  takim  przpadku  szarp-
nię cia  mogą   silnie  wpł ywać  na  przebieg  procesu cią gnienia  zwię kszając  naprę ż enia,
a  nawet  mogą   wywołać  zerwanie  blachy.
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Ze  wzglę du  na  to,  że wielkość  masy  M  może  być  okreś lona  tylko  przy  rozpa-
trywaniu  konkretnych  zagadnień,  a  sposób  uwzglę dnienia  jej  wpływu  omówiono
powyż ej,  ograniczymy  się   tu do  zbadania  wpływu  przyś pieszeń  jedynie  w  obszarze
odkształ cenia  plastycznego  przyjmują c,  że proces  znajduje  się   w  koń cowym  sta-
dium  gdy  swobodny  koniec  blachy  dochodzi  do  wejś ciowego  przekroju  matrycy.
W  tym  przypadku,  po  uwzglę dnieniu  warunku  brzegowego  w  postaci  ar  =   0  dla
r  =  r0,  otrzymujemy  wyraż enie  na  naprę ż enie promieniowe

Naprę ż enie  obwodowe  tfg,  moż na  teraz  otrzymać  bezpoś rednio  z  warunku  plas-
tycznoś ci  (2.6).

Pierwszy  człon w  zależ noś ci  (2.8) przedstawia  rozwią zanie  quasi- statyczne,  odpo-
wiadają ce  pominię ciu  członów zawierają cych  prę dkość  v  w  równaniu  (2.4).  D rugi
człon  przedstawia  wpływ  przyś pieszenia  wynikają cego  ze  zmiany  prę dkoś ci,  jakiej
doznaje  każ da  czą stka  nawet  przy  procesie  stacjonarnym  (vx  =   const) przechodząc
w  coraz wę ż szą   czę ść  matrycy.  Jak  ł atwo  zauważ yć,  czł on  ten  daje  istotne  róż nice
w  wielkoś ci  naprę ż eń  dopiero  przy  bardzo  duż ych  prę dkoś ciach  cią gnienia,  jakich
nie  stosuje  się   w  praktyce.  Obliczmy  tak  zwaną   redukcję   graniczną,  wynikają cą
z  warunku,  że  naprę ż enie ar  w  przekroju  wyjś ciowym  (r =   rx)  może być  co  najwy-
ż ej  równe  2k.  D la procesu  ustalonego  warunek  ten prowadzi  do  równania

Ul/gr  • **>  L  \ ' O / gr

Przy  pominię ciu  członu  dynamicznego  otrzymujemy  stąd  graniczną   wartość  re-

lH- h\  \ tH—h\  1
dukcji  I   K  0,632.  Zmienia się  ona o około  5%  I —- —  ss 0,600  dopiero

\   H
  1ST  L\   "•   lev  J

przy  prę dkoś ciach  cią gnienia  dla  miedzi  vx  «  1800  m/ min.,  a  dla  mię kkiej  stali
vx  ftt  2500  m/ min. Wynika  stą d,  że pominię cie  tego  czł onu przy  rozpatrywaniu  rze-
czywistych  procesów  jest  w  peł ni  uzasadnione.  J

Trzeci  człon w  wyraż eniu  (2.8) przedstawia  wpływ  nagłej zmiany  prę dkoś ci  cią g-
nienia  (szarpnię cia).  Zbadamy,  jak  wpływa  ron  na  wielkość  naprę ż eń  ctr  w  prze-
kroju  wyjś ciowym.  Pomijając  wpływ  drugiego  czł onu w  (2.8)  otrzymujemy

t)"+  2k  2 sin  a l t

Obecność  gruboś ci  h  w  wyraż eniu  w  nawiasie  wskazuje,  że  wpływ  szarpnię cia  jest
wię kszy  przy  duż ych  gruboś ciach  cią gnionego  materiał u.  N a  rysunku  5  pokazano
w  pół logarytmicznej  skali  zależ ność  naprę ż enia  w  przekroju  wyjś ciowym  od  gru-
boś ci i przyś pieszenia  dla mię kkiej  stali  i miedzi obliczone dla redukcji  (H—h)jH  =
=   0,5.  Jak  widać,  dopiero  bardzo  duże  przyś pieszenia  dvjdt  mają   istotny  wpływ
na  przebieg  koń cowej  fazy  procesu  cią gnienia.  D la  mniejszych  przyś pieszeń  siły
bezwładnoś ci  wystę pują ce  w  obszarze  odkształ cania  są   pomijalnie  mał e.  W  takim
przypadku  przy  analizie  wpływu  szarpnię cia  wystarczy  uwzglę dnić  jedynie  sił ę
bezwładnoś ci  blachy  znajdują cej  się   przed  wejś ciem  w  matrycę.
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Przejdź my  do  zbadania  wpł ywu  lepkoś ci.  Zagadnienie  rozwią ż emy  dla  spotyka-
nych  w  praktyce  prę dkoś ci cią gnienia  (wx<50 m/ min.). W  równaniu  (2.4) pominiemy
jzatem czł ony zawierają ce  v,  przyjmując  że również przyś pieszenie  dvjdt  jest  pomijal-

0,9

Ofi

W  -

-

H* - ,

10 s

5

to4

1
to

1

7  ««h  dv- i  fcm\
2sina  (ft  [sekl

Rys.  5

nie  mał e.  D la  otrzymania  wyniku  w  postaci  zamknię tej  przyjmiemy  liniową  zależ-
ność  mię dzy  granicą  plastycznoś ci  stali  przy  prostym  rozcią ganiu  a  prę dkoś cią  od-
kształ cenia

o  =

N astę pnie  podobnie  jak  przy  cią gnieniu  rury  zał oż ymy,  że  istnieje  stała  zależ ność
<7;  ss tfi(£;) obowią zują ca  dla  dowolnego  stanu  naprę ż enia.  W  naszym  przypadku
prę dkoś ci  odkształ cenia  okreś lone  są  zależ noś ciami

dv  rt  .  T;  rt  .  n

gdyż  wyraż enie  (2.7)  na  prę dkość  nie  ulega  zmianie.
Wobec tego  intensywność  prę dkoś ci  odkształ cenia  równa  się

h - 1 / |  [(*, - *•  -  Kf + (i -  m  =  - ^

Zamiast  warunku  plastycznoś ci  (2.6)  mamy  więc  teraz  zwią zek

(2.9)  ar  -   ffS  =  2

Po  scał kowaniu  i  wyznaczeniu  stał ej  otrzymujemy

''o  ,  2  Trt(2.10) o f  =
3j/3
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N a  rysunku  6 pokazano  wpływ  prę dkoś ci  na zmianę   naprę ż eń  an  w  przekroju
wyjś ciowym  dla mię kkiej  stali  o granicy  plastycznoś ci  przy  jednoosiowym  rozcią-
ganiu  <rBl =  2800  kG / cm2. Jak widać,  przy  praktycznie  stosowanych  prę dkoś ciach

kg/ mm2

30

20

10

-   Materiał .

-

stal a„- »S/™<

At
—i —* _

0,9 0,8  0,1

Rys.  6

0,6  0,5   H- h/ H

cią gnienia  cienkich  blach  lepkość  stali  znacznie  zwię ksza  sił ę   konieczną   dla prze-

prowadzenia  procesu.

3.  Cią gnienie  drutu  i  prę tów

W  podobny  sposób  moż na  zbadać  wpływ  efektów  dynamicznych  na  przebieg
procesu  cią gnienia  drutu  przez  stoż kową   matrycę   (rys. 7). D la  uproszczenia  zał o-
ż ymy, że wszystkie  czą stki  materiału w obszarze  odkształ cania poruszają   się  wzdł uż
promieni  wycinka  kuli  ograniczonego  ś cianą   matrycy.  Zarówno  stan odkształ cenia
jak  i naprę ż enia zależą   tylko  od jednej  współ rzę dnej  r, a dla niestacjonarnego  pro-
cesu  również  od czasu  t.  Uproszczenie  takie  stosowane  w  obliczeniach  praktycz-
nych  [10] z pominię ciem  efektów  dynamicznych  i  lepkoś ci  daje  dobre  wyniki dla
małych  ką tów  a matrycy  i znacznej  redukcji  gruboś ci  drutu przy  jednym  przejś ciu.
W  rozwią zaniu  tym  pominię te są   siły  tarcia  mię dzy  drutem a  matrycą.

Rys.  7

W  każ dym  punkcie należy  wyznaczyć  naprę ż enie promieniowe  ar(r, t), naprę ż e-
nie  obwodowe  cs( r, t)  oraz  promieniową   prę dkość  pł ynię cia v(r,  t). Naprę ż enie
styczne  TrS i  składowa  prę dkoś ci  ws są   równe  zeru.
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Odpowiednie  równania  mają   teraz  postać

dr  r
(3.1)

dv  2v
dr  r

W  warunku  plastycznoś ci  pominię to wzmocnienie  i  lepkość materiał u.

Postę pując  analogicznie  jak  w  poprzednim  paragrafie  otrzymujemy  wyraż enie

na  promieniową   skł adową   naprę ż enia

_  ,  /*„   QV\ I r}  /-*  \   dvx
a'~   n~r~  +  ~2~\ń ~7lJ+ e~W

gdzie  Vx(t) jest  prę dkoś cią   cią gnienia  w  przekroju  wyjś ciowym.  N ie  podajemy  tu

analizy  wielkoś ci  poszczególnych  członów tego  wyraż enia,  gdyż  daje  ona podobne

wyniki  jak  w  przypadku  cią gnienia  blach.

Analiza  wpływu  lepkoś ci  materiału może być przeprowadzona w  taki sam  sposób

jak  dla  blach.  Wpływ  ten  jest  tym  wię kszy,  im  mniejsza  jest  ś rednica  cią gnionego

drutu.
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P e 3 IO M e

BJIIMHHE  ^HHAMH^ECKHX  3OOEKT0B  HA IIAPAMETPŁI
ilPOUECCOB BOJIO^EHKLS

B  pa6oTe  HccnepyeTCH BUHHHHe  CHJI HHepqroi H BJI3K0CTH MaTepHana Ha napaiweTpbi  nporjeccoB
BOJio- qeHHH Tpy6,  jincTOBOro  MaTepHana H npoBOJiOKH. H U H  nporjeccoB  BOJiOMem- isi Tpy6 nony^ieHO
To^iroe  peniemie  nyieM   vacjieHHoro  HHTerpnpoBaiiHH. J\na npoqeccoB  BOJioqetma  jiHCTOBoro
MaTepHana  H npoBOJiOKH  Bonpoc  ynpomaeTCH  npeflnojiaraa,  ^JTO HanpnuceHHoe  H
BaHHOe  COCTOHHHe 3aBHCHT  TOJIbKO  OT paflHyca,  B COOTBeTCTBeHHO  npHHflTOH
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H J IH  cebepiraecKOH  KOOpflHHaiHoft  CHCTeMe.  KoH CTaTtipyeiCHj  MTO  n pn  o6t iqHO

CKOpOCTflX  BOJIO^eHHH,  BJIHHHHe  CHJ1 H H epmiH  HBJIHeTCH  IlpeHe6pe>KHMO MajIŁIM .

n pa  KaKHX  HiweHHO ycKopeHHHX  C H I L I   HHepqHH  cjieflyeT  y^HTWBaTB  B  pac«eT ax.  B u m m ae  B J I 3-

KOCTI I   MaTepHaira na  HanpHHceiiHH  MOH<eT 6BI TB  BecBiwa  3HaqHTejibHWM   fljin   TOH J<HX  J I H C TOB  n ia-

a  TaK>Ke  ftna  Tpy6  H npoBonoK  Manoro

S u m m a ry

THE  INFLUENCE OF INERTIAL FORCES AN D  STRAIN  RATE  SENSITIVITY  ON  T H E
©RAWIN G  PROCESSES  OF  METALS

The  influence  of inertial forces  and viscosity of the material on the tube, wire and  sheet- drawing
processes  is  investigated.  For  the  tube- drawing  process  an  exact  solution  is  obtained  by  means
of numerical integration. For sheet  and wire- drawing,  the approximate  solution  is  presented  with
an  assumption  that  in  the cylindrical  or  spherical  coordinates respectively,  the stresses  and  velo-
cities  depend  on  the  radius  only.  I t  is  found  that  for  the drawing  velocities  used  in practice  the
inertial forces are negligible.  However,  the strain rate sensitivity  of  the material cannot be neglected
in  the solution  for  thin sheet  and wires because  the strain  rate  reaches very high  values  even  for
small  drawing  velocities.

ZAKŁA D  MECHANIK I   OŚ RODKÓW CIĄ GŁYCH
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