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1. Wstep

W pracy zbadano geometri¢ réznicowa zbioru punktéw przedstawionych na
rys. 1 (odcinki prostych {gczgce poszczegélne punkty maja znaczenie jedynie gra-
ficzne). Konieczno$é zbudowania takiej geometrii wynikla z zastosowania rachun-
ku réznicowego do analizy regularnych siatek pretowych (wtedy odcinki prostych
na rys. 1 odgrywaja rolg pretow).
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Podstawa rozwazan jest praca autora [3], w ktérej zdefiniowano geometrig réz-
nicowa plaskiej siatki punktéw w zastosowaniu do analizy pretow wielobocznych.
Podobnie jak we wspomnianej pracy tak i tutaj korzystano wylacznie z rachunku
réZnicowego przyjmujac w nim nastepujace oznaczenia funkcji oraz operatoréw
sumy 1 réznicy:
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x oznacza liczby catkowite. Tak wiec jedynie przy funkcjach o argumentach prze-
sunigtych (np. 1) i nie bedacych pod znakiem operatoréw V czy A indeksow
r—g

nie opuszczano.

2. WiasnoSei siatki

Niech bedzie dana jednojednoznaczna funkcja wektorowa r odwzorowywujaca
w pewnym obszarze przestrzeni tréjwymiarowej parg uporzadkowana {«, f} w zbi6r
wektorow o wspdlnym poczatku. Konce tych wektorédw nazwiemy przestrzenng
siatka punktowa. W parze uporzadkowanej o i f sa nastgpujacymi ciggami:

1 1 1 1
N A
gdzie 0 i £ sa liczbami catkowitymi.

Ze wszystkich dowolnych zbioréw siatek rozpatrywaé bedziemy jedynie te, ktd-
rych wlasno$ci beda nastepujace:

2.0 |A0i%r] = hy = const,

2.2) IAEilr| = h, = const, |Agr| = Ay = const,
2

(2.3) Yy, 17 =2, 1=0, Vo 1r—2r,1=0,

2.4 Ag[Agr X Alr] =0, Ag[Dyr X AZr] =0.

2.5) Aer - Agr =0,

Zwiazek (2.1) oznacza, Ze odlegto$ci pomigdzy punktami siatki przy dowolnym,
ustalonym £ i zmiennym 0 sa stale i réwne k. Zwiazki (2.2) oznaczaja, ze odleglo-
§ci pomigdzy punktami przy stalym 0 i zmiennym £ sa stale, a same punkty leza
w wierzchotkach lub w $rodkach bokdéw wielokatéw foremnych.

Zwiazki (2.3) oznaczaja, ze punkty wyznaczone koricem wektora r przy argu-

mentych 0 - —él— ié ;{:% lezg w potowie odlegtosci pomigdzy punktami a argumen-

tach 6—1, 6 i 04+1.

Zwiazki (2.4) oznaczaja, Ze zbiory punktéw o stalym & lub odpowiednio statym 6
leza na jednej wspolnej plaszczyZnie (skrecenie réwne zeru). I wreszcie zwiazek
(2.5) méwi, ze plaszezyzny dla stalego 0 i stalego & sa nawzajem prostopadle. Re-
asumujgc stwierdzamy, zZe rozpatrywany przez nas zbidr skiada si¢ z siatek o co
najmniej jednej osi symetrii prostopadlej do plaszczyzny & = const.

3. Wektory jednostkowe i dzialania nad nimi

Wszystkie wektory bedace funkcjami potozenia punktu siatki bedziemy dawaé
w rzutach na dwa kierunki styczne i kierunek normalny do siatki w rozpatrywa-
nym punkcie.
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Przez kierunki styczne bedziemy rozumieli kierunki zgodne z wektorami jedno-
stkowymi:

1 1
= A = —A
3,1 t 4 ol i 14 T,

a kierunek normalny zgodny z kierunkiem wektora jednostkowego:
(3.2) n=txi.

Wielkodci 4, i 4, podobnie jak réwniez pdZniej stosowane B, i B, wyznaczamy
z nastepujacych zwigzkow:
(3.3) |Agr[F = di, |Aerf =4},

K\ K \*

(34) |V0r—2r|2=Bf=(2—j€) , ‘Vfl‘—2l‘|2=Bg: (21-2) .
Wielkoéci R, i ry sa promieniami krzywizny ptaskich siatek i zostaly zdefiniowane
w pracy autora [3].

Poszukiwanie wszelkich przyrostow i sum dowolnych wektoréw, bedacych funk-
cjami polozenia punktu siatki, zwigzane jest z uprzednim wyznaczeniem przy-
rostéw i sum wektoréw jednostkowych t, i, m, dlatego tez rozpatrzono ponizej

przyrosty i sumy wektoréw jednostkowych kolejno dla 6, & oraz dla 0 i;—i £ :{:%

Wektor t. Ze wzgledu na symetric obrotowa rzut jego przyrostu na kie-
runek wektora i rowny jest zeru. Na podstawie definicji podanych w pracy [3] rzut -
tegoz przyrostu na kierunek t réwniez jest réwny zeru. I wreszcie na podstawie
tychze samych definicji rzut na kierunek normalnej wynosi:

(3.5) (Dot), = ——Ln.

Podobnie za pomoca zwiazkéw z wyzej wspomnianej pracy mozemy okreSli¢ rzuty
sumy Vgt

(3.6) Vot = 254 ¢,

Rzuty tego wektora na pozostale osie sg réwne zeru.

Rozpatrzymy z kolei przyrost i sume tegoz wektora wzgledem £. Ze wzgledu
na obrotowa symetri¢ przyrost ma tylko jedna sktadowa w kierunku osi i. W tym
celu rozpatrzymy tozsamo$c

As(Agr) = Ag(A¢r)
Iub

Ag(A1t) = Ag(4sD).
Po zréznicowaniu ostatniej réwnoéci stronami o'trzymamy

Ap A Vet +-Ve A1 At = Ay A Vi -+ Vo A Agi

ze- wzgledu na symetrig 4. 4; = 0 jak i 44i = 0. Tak wigc po przeksztalceniach
otrzymamy
AoAz
Vids |

(3.7 _ At =2
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Po przejiciu do granicy przy jednoczesnym podzieleniu przez element tuku otrzy-
mamy znang zalezno$é z teorii powierzchni (por. np. [1]):

at 1 0A4,,

4,80
Z kolei przejdzmy do wyznaczenia skladowych sumy Jgt. Ze wzgledu na obro-
towa symetrie wielko§¢ ta moze mie¢ wylacznie skiadowe skierowane wzdiuz osi
t i n. Rzut na o§ n jest widoczny bezpoérednio z rys. 2:

: Aphy .
(3.8) (Vet), = — Z_V;Z sin ¢ cos y.

Rys. 2

Uwzgledniajac jednak, ze sin ¢ = h,/2r, oraz wprowadzajac oznaczenie R, = ry/cos y
otrzymujemy

Aghy h
3.9) = 2
( (Vfou VfA]_ ‘R2
Z tego rysunku otrzymamy rzut poszukiwanego wektora na of t:
(3.10) Vet = e
Ay

Wektor i. Ze wzgledu na symetri¢ obrotowa i ortogonalno$é plaszczyzn
dla 6 = const 1 £ = const od razu otrzymamy

(3.11) Api =0, V4i=2i, V5i=2%i.
2
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Skiadowe wektora A.i mozna ratwo wyznaczyé bezposrednio z rys. 3 pamigtajac,
ze sam wektor jest prostopadly do osi i. Tak wigc mamy

Ao/’lz t— hg

! Apl = — —=n.
(3.12) el A Rzn

Rys. 3

Wektor n Wielkofei rzutdw sum i réznic dla tego wektora otrzymamy
z definicji (3.2). Po podstawieniu znalezionych uprzednio wielkoéci i po przeksztal-
ceniach otrzymamy odpowiednie zalezno$ci przy zmiennym 6:

h
(3.13) Aon—Et,
(3.14) Von=2%n.

Bardziej zlozone sg przeksztalcenia dla przyrostu i sumy wzgledem £:
hy
A= " 2 (Ap )i
en 2R2A1VEA1 [(VEAI) +( 1 12) ]l,
poniewaz za$
(VEA1)2 + (A9h2)2 = 4A%,
przeto ostatecznie otrzymamy

Aihy

(3.15) A5n=2VeA1R21.
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Z kolei

_ Ag(VfA]_)?‘ + AO Agthghg
an = :széAl (A2A0h2 —_— hlAgAz)t"I— VeAIAIhZ n

Uwzgledniajac ze

Aonhz = h2A0A2 ’

otrzymujemy zalezno$é
A1A2

(3.16 —2 21 g
(3.16) Vin =2 VAT

B‘.%)é 9-:2'-1§+7
~ N ‘i—n
N
’ Q\tzi,ﬁ Q+21,§+1
Rys. 4 Rys. §

Pozostaje jeszcze wyznaczyé przyrosty’ 1 sumy wektoréw jednostkowych przy
1. . .
o=70 i7 1f=¢ ;&:%. Rozpocznijmy od wektora i. Ze wzgledu na symetri¢ obro-

towa otrzymujemy bezposrednio
. . . . 4 .
3.17) Aiix——_o, V 1i=2i 1. V, 1i=2>i
2
natomiast z rys. 3 mozna wywnioskowal, ze:

. A2 1 A2
3.18 A qim—pf2 1 g A
( 1 ) f:l:’g—l 2 hz V;Al Aahltfj:% 2V§R2n5ﬂ:l
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Wektor t. Z twierdzen pomocniczych [3] jak i z rys. 4 wynika bezpo$rednio,
Ze

_ n 1 Ay
(3.19) Aoi%t"—“TVH%(E)“Oi%+A0i%(h—1)t0i%’
L A1) h 1
(3.20) Voi%t_vu%(_l— tOi%—TA"i% Ry oxd
azrys, 5
Ve, 14
thg . £+ !
(3.21) Bpgrt=—"g i1, Vyat=—p—t, 1,

Wektor n. Odpowiednie wielkosci dla n uzyskamy jak i poprzednio z ilo-
czynu wektorowego tXxi:

(3.22) AOi%n=—h§—V (1;1) it 1A IRIZALIE
629 v,,1n :%veii(Al)nai%Jr%AH%(X};)%i%,
(3.24) AEi%n fé g:;:' e

(3.25) V,,an= —%é—"g " %‘%n“

Jak juz wspomniano, powyzsze zalezno$ci umozliwiajg wyznaczenie przyro-
stéw 1 sum wektoréw w dowolnym punkcie siatki. Niemniej jednak ze wzoréw
tych nie wynikaja zwiazki pomigdzy A4;, 4, 1 promieniami krzywizny R; i R,. Zwiaz-
ki te mozna otrzymaé na podstawie podobnego rozumowania jak i w geometrii
rézniczkowej. Wezmy w tym celu pod uwage drugi, mieszany przyrost wektora n:

As(Agn) = Ay(Agn).

Wstawiajac zamiast Agn i Agn wyrazenia (3.13) i (3.15) otrzymujemy

' hl Alhg .
% (Et) =24 "( Vedi Ry ‘)’
a po przeksztalceniach
h\V:d AoA h Ash e Doy \
A 1 411 g412 ( 1)__ A 1752 ]. 2 972 A 0
G(Rl) A thZ[VﬁA1 Ve 2 VAR Ry Vidi (R

Z réwnosci tej wynika, ze poszczegdlne skladowe w kierunku t, i i n powinny
byé réwne zeru. Pierwsza i trzecia skladowe sa réwne zeru tozsamo$ciowo, gdyz
ze wzgledu na symetri¢ obrotowa

) o.
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Z przyréwnania wspotczynnika przy i otrzymujemy zaleZno§¢ wiazaca ze soba
wielkosci 4y, As, Ay, oy Ry, Re:

AoAz (hl) ( A1/12 )
26 Vel—] =2As| == .
(3.26) Ved, C\R \Vedi R
Nie trudno wykazaé, ze przy przejsciu do granicy otrzymamy znany zwiazek Co-
dazziego dla powierzchni obrotowej (por. np. [2]):
ENPANRE
Oay \Ra) ~ R, Ooy
Rozpatrzmy z kolei tozsamo$é
A‘)AEt - AEAgt.

Wstawiajac zamiast Agt i Ayt zaleznosci (3.7) i (3.5) otrzymujemy

a po przeksztatceniach

(3 27) 2A9 ( AOAZ) . _1_ VEIZJ_VE R1A1/12 1

VeA; 2 RV:d,  RRy

Jak poprzednio tak i w tym przypadku nie trudno sprawdzié, ze wyrazenie to w gra-
nicy przechodzi do znanego z teorii powierzchni [1] zwiazku Gaussa dla powierzchni
obrotowe;j.

4. Geometria siatki odksztalconej

Przyjmijmy jak w paragrafach poprzednich, Zze punkty siatki okre§lone sa wspol-
rz¢dnymi 6 i & Ponadto przyjmijmy, ze dowolny punkt naszej siatki doznal prze-
mieszczenia u jako funkeji tychze wspdlrzednych 6 i £. Rozidzmy teraz to prze-
mieszczenie # na trzy podstawowe kierunki zgodne z kierunkami wektoréw jedno-
stkowych t, i i . W rezultacie tego nowe poloZenie punktu wyznaczone zostanie
koncem wektora ¢ bedacego suma wektorowa

4.1) p=r+u=rx-4uttvi4wn,

1 . : . .
Rozpatrzmy teraz wektor A—AOQ. Po zrdéznicowaniu prawej strony réwnania
1

(4.1) i podstawieniu poprzednio wyznaczonych wyrazefi na przyrost i sumy wek-
toréw jednostkowych otrzymamy

i‘ Apu -Bl VoW)t+ on . (A‘)H/ Bl Vgl()n

4.2 Np=|l4+—-——+"F
( ) .Aj_ o ( + /1]_ + Al /11 Al l+ /71 Al hl

Jezeli oznaczymy podobnie jak w teorii powlok [2]

_ Aou Bl VoW
= (Tﬁzﬂ’

© = on _"19‘8 _ (A‘)W Bl Veu)’

4 b A b

4.3)
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to otrzymamy
1 .
(4.4) E—A,,p = (1 4 &)t 4 wpi — Fyn.
1

Podobnie mozemy wyznaczy¢ wzgledny przyrost wektora p wzglegdem &, Rozu-
mujac jak poprzednio otrzymamy po przeksztalceniach

1 .
(4.5) TAeP = wet (1 4 gg)i—Iem,
2
gdzie
Ao Ay Veu 1 A hy
— Dofe Vel | A pqp ey
SEVA A I T 4R
1.4 1 Aghs
W= g g, BT T o, Y
B2A9h2 BZ
—_— = —_-——a— A
Ve = = kv M T A O T2 V4 veA1 g

Nastepnie wyznaczymy przyrosty wektora ¢ przy argumentach przesunigtych,
a wiec

A 1P i A np.
2

Sposéb postgpowania jest taki sam jak wyzej, dlatego nie podajac przeksztalcen
zapiszemy

1

4.6) EAoiépz[lJ‘_eei%]tei—;-—i— illoi- ﬁoilnai—%’
gdzie

1 1 W

ot = s )

B, 17
4.7 - =2
(G @yl = g

1 u 1
0y = sl s @

Podobnie przy zmiennym &

) ' .
(4.8) FAEUE%P=w512~1-t+(1+8€i%)l—ﬂ %n,
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gdzie
69 o= iZifZA ;”—h’;\’éfﬁ;vei%”"zﬁﬁ—‘%'ﬁku%w’
_ﬁu%=“hzé:1z2 eilu“hfvf; L

Wyznaczymy teraz wektory jednostkowe odksztalconej siatki oznaczajac je
przez t*, i* i n*, Rozumujac analogicznie jak w teorii powierzchni (por. np. [2]}
dochodzimy przy zalozeniu, ze odksztalcenia sg mate, do nastgpujacych zaleznoSei:

A.f ~ A]_(l +80), A2* ~ A2(1 —1‘65),
t* = t+ wpl — n,
i* & gt +i— 9,

ﬁot—l"ﬁ‘si—}—n.

(4.10)
n*

Za pomocy powyzszych zaleznoSci okreslimy odksztalcenie postaciowe w siatki
jako iloczyn skalarny:

w = t** = w5+w9+79019€.

Przy malych odksztatceniach odrzucajac 1loczyn PP jako ma}q WYZszZego
rzedu otrzymamy ostatecznie

(4.11) wzwg—}—a);.
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Pezwome

PA3HOCTHAS TEOMETPUS ITOBEPXHOCTHOW CETKU TOUYEK

B pafore npencrasnena pasHOCTHAA T[EOMETPHUA ‘MHOMECTBA' TOUEK, ONMPEACHCHHBIX 3aBHCH-
MocTsIMH (2.1)~(2.5) HPACHONOXCHHBIX HA IPOM3BOJILHOM DoBepxHocTH Bpawenus (puc. 1).!B . 3
NAeTCST OUPENIENeHUst OTAENBHEIX XaPAKTEPHUCTHYECKUK CETOK , 8 TAIOKE NEHCTRIM HAT TPEMS € IHUY-
HBIMM OPTOTOHATBHBIMH BEKTOPaMH. KpoMe TOTO NPHBORSTCA TEOMETPUYECKHME 3aBUCHMOCTH
cooTpeTCIBYIOEe cooTromensm Kogaunu-Taycea B muddepenpansaoit reomerprm. B . 4 BoI-
BOZIATCA COOTHOLIEHHSA, ONMCEIBAIOLIHE Je(hOPMUPOBAHHYIO CETKY, DTH COOTHOIIEHHST MOTYT GBITH
MCIOIB30BAHE], MEXKAY TPOUMM, TP MCCIENOBAHMH NOBEPXHOCTHBIX CTEDIKHEBBIX CETOK.
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Summary

DIFFERENCE GEOMETRY OF THE POINT SURFACES

The object of the paper is to present the difference geometry of a set of points defined by relations
(2.1)-(2.5) and located on an arbitrary surface of revolution (Fig. 1). In Sec. 3 of the paper, the
characteristic parameters of the surface as well as operations on the dextral set of mutually per~
pendicular unit-vectors are considered. Besides the geometrical relations analogous to the Codazzi-
Gauss relations in the differential geometry are given. In the last Sec. of the paper, the deformed
surface is considered. The relations thus obtained can be applied, among others, to the analysis
of the regular sets of rods.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 17 listopada 1964 r.



